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PROBABILIDADES Y PROCESOS ESTOCASTICOS
Nombre: _____________________________________	Febrero 02 de 2012.
Paralelo: _______
INSTRUCCIONES: La solución de cada ejercicio debe ser escrita en forma clara y legible. Resolver cada problema en el área correspondiente sin saltarse. Apagar sus celulares y solo quedarse con formularios autorizados.  
Ejercicio 1 (40 %)
Sea X(t) un proceso normal y estacionario de media E[X(t)]=0 y autocorrelación


a) Calcular la matriz de covarianzas de la variable aleatoria bidimensional
[X(-2),X(1)+5X(2)].
b) Calcular la función de densidad de la variable aleatoria A=X(1)+5X(2).
c) Sea B una variable aleatoria tal que P(B=0)=P(B=1)=1/2. Se supone que las variables aleatorias A y B son independientes. Calcular la función de densidad de la variable aleatoria C=A+B.
Consideremos el sistema lineal e invariante con el tiempo cuya función de transferencia es:

Sea Y(t) la salida de este sistema cuando la entrada es X(t).
d) Determinar la función de densidad de Y(t).


      


















Ejercicio 2 (30 %)
Sea X(t) un proceso estocástico normal y estacionario de media 0 y autocorrelación:
  
Sea A una variable aleatoria discreta, independiente de X(t) y que verifica P(A=0)=1/2, P(A=1)=1/2. Determinar:
a) P[X(t+2)<1+X(t+1)+X(t)].
b) P[X(t)>A].
c) La función de densidad de la variable aleatoria Z=[X(3)-X(2)]2.








































Ejercicio 3 (30 %)
Considere los siguientes procesos:
    Yn=(Xn+Xn-1)/2      ,X0=0
Zn=(2/3)Xn+(1/3)Xn-1     , X0=0
a) Se lanza una moneda 10 veces de forma equiprobable (p) para obtener la realización de un proceso aleatorio de Bernoulli Xn. Graficar una de las realizaciones resultantes para Xn, Yn y Zn.
b) Encuentra la media, la varianza y covarianza de Yn y Zn, si Xn es un proceso aleatorio de Bernoulli.
c) Encontrar el pdf de los procesos definidos, si Xn en una secuencia iid gaussiana de media cero y varianza uno. Justifique su respuesta.
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3. Sea X(t) un proceso estocdstico normal y estacionario de media E[X(£)] = 0 y au
rrelacién .
B =
%) Caleula I matriz de covarianzas de la variable aleatoria bidimensional

[X(-2), X(1) + 5X(2)).
b) Calcula la funcién de densidad de la variable aleatoria 4 = X (1) + 5X (2).

©) Sea B una variable aleatoria tal que P(B = 0) = P(B = 1) = 1/2. Se supon
Ias variables aleatorias A y B son independientes. Calcula la fncién de densid
Ia variable aleatoria C = A + B.

Consideremos el sistema lineal e invariante con el tiempo cuya fncién de transfer

o
3 |ul<t
H(w) =
0 fw|>1
Sea ¥ (1) Ia salida a este sistema cuando la entrada es X (t).

d) Calcula las distribuciones de primer orden de Y (t).

s Flw)

Tndicacion: La transformada de Fourierde /(1) = 73

Solucién
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8) Comoel proceso X (£) es normal, a variable aleatoria tridimensional [X (~2), X (1), X (2)]
tiene distribucién normal. Teniendo en cuenta que
VARIX(1)] = EIX(17] - EIX()]2 = Ry(0) =1, t€R,
COVIX(=2). X(1)] = EIX(=2)X(1)] = EIX(=2) EIX(1)] = Rx(3) = 1%»
COVIX(-2), X(2)) = BIX(~2)X(3)] - FIX (-2)|EIX(9)] = Rx(8) = 3,
COVIX (1), X(2)] = EIX(1)X(2)] - EIX(1)]E[X (2)] = Rx(1) = g)
se obtiene que la matriz de covarianzas de [X(~2), X (1), X(5)] es

VARIX(=2)]  COVX(-2), X(1)] COVIX(-2), X(2)]
COVIX(),X(-2)]  VARIX()]  COVIX(1),X()] | =
COVIX(2),X(-2)] COVIX(2),X()]  VARIX(2)]
[Entonces la variable aleatoria bidimensional

X(-2) _(to0 );(’1?
Xw+sx@) o 15/ |y

tiene matriz de covarianzas
18 10
(l : a)(A 3 )(“ l):(l g)
015){F e
E 0 5 =
35
b) Segiin lo obtenido en el apartado anterior, la variable aleatoria A = X (1) + 5X(2)
tiene distribucion normal de media E[X (1)]+5E[X(2)] = 0y varianza 34. Su funcién
de densidad es pues

e gl

= e

1
4
i
1
5

= e
8

Fala) = \/’:ﬂf%, aeR.
©) La funcién de distribucién de C' = A+ B es
Fo(=P(C<)=PA+B<c)
—P(B=0)P(A+B<c/B=0)+P(B=1)P(A+B<c/B=1)

=LPUsgPUAsc ) = RO ), cer
donde Fy es la funcién de distribucién de A. Entonces la funcién de densidad de C'
-
1
fe(e) = Fel) = 5(Fa(e) + Fye— 1)

)+ o= 1) = s (E ),
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d) Como la entrada al sistema, X () es un proceso normal y estacionario, entonces la.
salida Y(¢) es un proceso normal y estacionario. En particular, para todo t € B,
/(1) tiene distribucién normal.

La media es E[Y (1)) = H(0)E[X (1)) = 0.
La densidad espectral de Ia entrada X (1) es la transformada de Fourier de su auto-
correlacién

Sx(w) = f(d%z)(.,, = g7,
La densidad espectral de la salida Y (t) es

Sy{w) = [H(w)PSx(

18me=2e u| <1
0 Jw] > 1

Entonces, la autocorrelacién de Y en 0 vale

N
Ry(0) = % [ tsme o = 15 [ et = o(1 - ).

La varianza de ¥ es

VARIY (0] = EIY (7] = Ry (0) = 901 - 7).

Asf pues, ¥ (1) tiene distribucién normal de media cero y varianza 9(1 — ¢~2).
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Problema 4 (Estadistica y Procesos Estocésticos)

Sea X(t) un proceso estocdstico normal y estacionario de media E[X(1)] = 0 y auto-
correlacién .
Reln) =
Sea A una varisble aleatoria discreta, independiente de X (1) y que verifica P(4 = 0) = 1/2,

P(A=1)=1/2. Caleula
) La matriz de covarianzas de la varisble aleatoria bidimensional
[X(0) +2X(6+1), X(t) - X (e +1)]
b) P(X(t+2) <1+ X(t+1) + X(1)
o) PX(1) > A)
) La fancién de densidad de Ia variable aleatoria Z = [X(3) — X(2)J

Solucién
) Como X es un proceso normal, para todo ¢ & R Ia variable aleatoria bidimensional
[X(t), X(t + 1)] tiene distribucién normal. Teniendo en cuenta que
VAR[X ()] = BIX (8] - BIX(0] = Rx(0) = 1
COVIX (1), X(t+1)] = EIX ()X (14 1)] - EIX(@)]EIX(t +1)] = Ry (1) = ;
se obtiene que su matriz de covarianzas es

VARIX()]  COVIX(D).X(t+1)]) _ (1 4
COVIX(t+1).X(0]  VARX(+1)] ) \4 1

Entonces la variable aleatoria

X@+2xe+n) _ (1 2\ ([ X0
X -x(-1) \1 —1)\X@+1)

tiene distribucién normal con matriz de covarianzas

GAEDEL-G)
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) Como X es un proceso normal, para todo ¢ € R la varisble aleatoria tridimensional
[X(t-+2), X(t+1), X (1)] tiene distribucién normal, de donde se deduce que la variable
aleatoria X (¢ +2) — X(t+1) — X(t) tiene distribucién normal. Su media es

EX(t+2) - X(t+1) = X (0] = EIX(t+2)] - EIX(e+1)] - EIX(t)] = 0.

Teniendo en cuenta (véase el apartado a) que, para todo ¢ € R, VAR[X(1)] = 1,
COVIX (), X(t+1)] = 1/2 y que
COVIX (1), X(t +2)] = EIX ()X (t+2)] - EIX(O]EX(t+2)] = Rx(2) = %
se obtiene que la varianza es
VAR[X(t+2) - X(¢+ 1) - X(1)]
= VAR[X(t +2)] + VAR[=X (t + 1)] + VAR[=X (1)) + 2 COV [X (¢ + 2), =X (t + 1)]
+2 COV [X(t +2), =X (t)] + 2 COV [-X (¢ + 1), X (1))
= VAR[X(t +2)] + VAR[X (¢ + 1)] + VAR[X (6)] — 2 COV [X(t +2), X (¢ + 1)]
— 2 COV [X(t+2), X(1)] +2 COV [X(t + 1), X(1)]
113

1.1
S141+41-2; -2 42, =

Es también posible calcular esta varianza a partir de la matriz de covarianzas de
[X(t+2), X+ 1), X ()

(1= 71)(

Entonces la variable aleatoria v/5/13 [X (¢ +2) — X(t + 1) — X(t)] tiene distribucién
normal de media cero y varianza 1. Denotando por & su funcién de distribucién se
obtiene

P(X(t+2) < 1+ X(t+1)+ X(1) = P(X(t+2) - X(t+1) - X(£) <1)

= P(VETBIX(t+2) = X(t+1) - X ()] < V/5TB) = #(V/37T3) ~0.73.

¢) Teniendo en cuenta que las variables aleatorias X (1) y A son independientes se obtiene

PX(t)> 4)= P(X() >0n A=0) + PX() > 1N A= 1)
= PX(t) > 0)P(4=0) + P(X(t) > )P(A=1)
= (%)T + %(1 —®(1)) ~ 0.3203
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donde @ denota I funcién de distribucién de una variable aleatoria normal de media

0y varianza 1.
d) La variable aleatoria Y = X(3) X (2) tiene distribucién normal de media 0 y varianza
VAR[X(3) - X(2)] = VAR[X(3)] + VAR[X (2)] - 2COV[X(3), X (2)]
=1+1-2R,(1)=1
La funcién de distribucién de Z = Y2 es
Fz(z)=P(Z<2)=P(Y?<2)=0, 250,
Fa(z)=P(Z<2)=P(Y?<2)=P(-/Z<Y £3)
=0(v2) - ®(-v7), 220
Entonces la funcién de densidad de Z es

J(0) = Fy(2) = ¥ (Vg ~ ¥(—VAs
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Problem 3. textbook problem 6.23
Consider the following moving average processes:

Y,

S+ X)) Xo=0
2 1
Zy=3Xut gXa Xo=0

(a) Flip a coin 10 times to obtain a realization of a Bernoulli random process X,.. Find the resulting
realizations of ¥, and Zy. (b) Repeat part (a) with X, given by the random step process introduced in
Example 6.12 (i.e., D = 2I,, — 1 where I, is the Bernoulli random process. At any time, the process takes
value +1 with probability p and value -1 with probability 1—p). (¢) Find the mean, variance,and covariance
of Y, and Z, if X, is a Bernoulli random process. Are the sample means of Yy, and Z, in part (a) close to
their respective means? (d) Repeat part (c) if X, is the random step process.

() Realizations of X,., Yy, and Z, are shown in Figure 1.
(b) If X, is a random step process, realizations are shown in Figure 2. At any time, the process is +1 with
probability p or -1 with probability 1 — p.
() If X, is a Bernoulli random process, the mean and variance of ¥;, are
1 1 11
E(Ya) = 3E(Xn) + 3EXn-1) = 5p+ 5 =P

ol L 1.,
E(Y3)=E (zx,, 45 XnXnr 4 X2,
1 1 1
= 1B + 3B E(Xn 1) + 7B(XG )
[T S '
=71 P 21’ P 1 P
1
=gp(1+p)
1 1
var(¥,) = E(Y?) - (E(Y,))* = Fp(1+p) —r= Fp(1-7)
The autocovariance of Y, is found by
1 1
B0Y) = B (500 + X )5+ X))
- %E[X,,X,,“ X Xy + XX, £ X, X,
1
=30+ +p+p7)

1
=3 +n)
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1 1
EOae) = B (§060 4 X J e+ Xoi)) > 1

1
= 7B XnXnsk + Xno1Xnpk + XnXnikor + Xno1Xnpko)

@ PP =4
COy(nn+1) = EY,Yoi) - B(YV)EY, )
1 1
=16+ -pp=30-7)
Cy(nn+k) =EY, Yo ) —EV)E(Yny) k>1
P —pp=0
Similarly, the mean and variance of Zy are
1
E(Z,) = FE0L) + 5EE ) = 30+ 3o =p
2 _p(dxz. 4 1ye
E(Z})=E (gx,, + 5% X1 + gx,,,,)
4 4, 1
=gp+ghtgP
4,5
=¥ +gp
var(Za) = B(Z2) - (B(Z) = 3% + o= = 2p(1 - p)
The autocovariance of Zy is found by

Btz 5 (5 ) (B -4

-r (5x,.x,.+, X Xt 42X X A ,x,.)
4, 2, 2 1,
=g + gP + 9P+ g
_Te2
=gt
2 1 2 1
E(ZuZnii) = E ((EX" + §x,.,.) (§x,.+k + §x,.+k4)) > 1

4 2 2 1
_r (gx,,x“k + 3 X1 X+ FXn Xkt + g Ko 1 X

:gpz+gp’+§f+$llz

Cz(n,n+1) = E(ZnZns1) = E(Zn)E(Zn+1)

7PZ+§11 PP g(pﬂ”}

Cz(nn+k) = E(ZuZnsi) = E(Zo)E(Znss)  k>1
=p*-p-p=0
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Problem 4. textbook problem 6.26
Find the pdf of the processes defined in Problem 3 if the X, are an fid sequence of zero-mean, unit-variance
Caussian random variables.

If the X,, are an iid Gaussian random variables, then Y and Z, are linear combinations of independent
Gaussians so ¥, and Z, are Gaussian processes (ic., any point in the processes is a Gaussian random
variable). We know that the Gaussian pdf has two parameters, the mean and variance, so it is sufficient to
find the mean and variance of Y, and Z.

(V) = §E ) 4 3B = 504 2 0=0

2
E() = 2E(X) + §E(Xa 1) =0

war(¥,) = B() = TEX) + JECGOB, ) + TE(2)
1 1

14047
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