Segunda Evaluacion de Estadistica
Término: 2015-1
10 de septiembre de 2015

1. Considere las variables aleatorias continuas X1, X3, cuya
funcién de densidad conjunta depende de un parametro
B > 0y esta dada por

flzr,29) = k(1 +22),0 <21 < B,0< 20 < B

(a) (5 puntos) Encuentre el valor de la constante k (en
funcién de ) para que la funcién propuesta sea una
funcién de densidad conjunta.

Solucién: [\’ [ k(w1 + w5)dardzs = kB® = 1. De aqui se

deduce que k = %

(b) (10 puntos) Suponga que Y = X; + X5. Encuentre la
funcién de distribucién acumulada de Y, es decir, G(y) =
P(Y < y). (SUGERENCIA: halle P(X; + X < y) in-

tegrando la funcién de densidad conjunta f(z1,z2) para
diferentes valores de y)

Solucién: En el caso de 0 < y < 3, el gréfico es asi:
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El integral serfa asi: P(X; + Xy < y) = foﬁ g ﬁ—lg(xl +
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Para el caso de § < y < 20, el grafico seria asi:
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El integral quedaria asf: Oy_ﬁ foﬁ ﬁ—lg(ajl + xo)dxodrr +
yﬁ_ﬂ Oy_ml %(ml + z2)dwodry = %—Z — % — % Entonces, la
distribucién de Y quedaria asi:
y° 1 0
7 — % <y<p
PY <y =127 § Y
ZoapE o3 P<y<28

(c¢) (10 puntos) Se desea realizar el contraste de hipétesis Hy :
B <5vs Hy: [ >5. Para probar esta hipdtesis, se decide
tomar una muestra de esta funciéon de densidad conjunta,
y rechazar la hipdtesis nula si Y > 8. Halle el nivel de
significancia de esta prueba.

Solucién: El nivel de significancia se obtiene calculando la
probabilidad de rechazar Hy, es decir P(Y > 8), cuando 8 = 5.
Entonces tenemos que

P(Y >8)=1-P(Y <8) = 1—( . 3) — 0.1386667

2. (20 puntos) Una fébrica de jabas de plastico para bebidas
carbonatadas tiene problemas con los costos de fabricaciéon
de su producto debido a que los costos de importacién de la
materia prima se han elevado. Para enfrentar la situacién,
la administracién ha decidido utilizar material reciclado
nacional para fabricar sus jabas. Investigando en articulos
cientificos, se dieron cuenta que hay 3 féormulas distintas
para producir la materia prima a partir del material reci-
clado. El problema de utilizar material reciclado es que el
proceso produce una mayor cantidad de merma. Para veri-
ficar el nivel de merma que producen las distintas férmulas,
la fabrica produce 100 jabas con cada una de las férmulas
para producir material reciclado, y obtiene los siguientes

resultados:
Férmula A | Férmula B | Féormula C
Inservible 20 15 25
Reparable 30 25 30
Buena 50 60 45

Evaltie si en esta muestra existe evidencia estadistica de que el
nivel de merma es distinto para cada marca. Incluya hipotesis,
estadistico de prueba y conclusién. (Ji Cuadrado con 4 grados
de libertad con cola superior 0.05 es 9.487729).

Solucién: La hipdtesis nula es que el tipo de merma es inde-
pendiente de la formula que se utilice. Las frecuencias esperadas

son

Férmula A | Férmula B | Formula C
Inservible 20.00000 20.00000 20.00000
Reparable 28.33333 28.33333 28.33333
Buena 51.66667 51.66667 51.66667

Los valores de @ son

Férmula A | Férmula B | Féormula C
Inservible 0.0000000 | 1.2500000 | 1.2500000
Reparable | 0.0980392 | 0.3921569 | 0.0980392
Buena 0.0537634 | 1.3440860 | 0.8602151
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El estadistico prueba @ da 5.3462998. Como es menor
que el valor critico de la Ji cuadrado, no se rechaza la hipétesis
nula, es decir, las distintas férmulas dan los mismos niveles de

merma.

3. Se desea comparar la resistencia de dos aleaciones de acero,
para lo cual se producen cables de 10 metros de longitud
con 5 milimetros de espesor con cada aleacién. Cada cable
es sometido a una prueba de estrés, en la que se coloca
un peso que aumenta gradualemente hasta que el cable se
rompe. Los pesos de rompimiento, en kilogramos, de la
muestra hecha con la primera aleacién son 3138, 2856, 3078,
2967, y con la segunda aleacién son 2901, 2932, 2979, 3007,
2953.

(a) (10 puntos) ¢Existe evidencia estadistica de que las
verdaderas varianzas son distintas? Incluye hipdtesis,
estadistico de prueba y conclusién. (F con 3y 4 grados
de libertad con cola superior 0.05 es 6.5913821)

Solucién: Las varianzas son s? = 15524.25, s3 = 1681.8. El
estadistico de prueba es s7/s3 = 9.2307349. Este valor es mayor
que el valor critico, por lo que existe evidencia estadistica de la
varianza del primer grupo es mayor que la varianza del segundo

grupo.

(b) (10 puntos) ;Existe evidencia estadistica de que las ver-
daderas medias son distintas? Sin importar su respuesta al
literal anterior, suponga que las varianzas con iguales. In-
cluya hipdtesis, estadistico de prueba y conclusién. (T con
5 grados de libertad con cola superior 0.025 es 2.5705818)

Solucién: La varianza conjunta es

,  (4—1)15524.25 + (5 — 1)1681.8
P 445-2

= 7614.28

Las medias son T = 3009.8 y y = 2954.4 El estadistico de prueba

es
3009.8 — 2954.4

7614.28 (1 + 1)

T = = 0.9455772

El valor absoluto del estadistico de prueba es menor que el valor
critico, por lo que no se rechaza la hipdtesis nula de que las
medias son iguales.

4. (10 puntos) El ntimero de personas que llega a una agencia
de un banco en dias laborables de 10:00 am a 11:00 am sigue
una distribuciéon Poisson con A = 18. Luego de observar
el nimero de personas de 10:00 a 11:00 durante 50 dias
laborables se obtiene un promedio aritmético de estos 50
nimeros. ;Cudl es la probabilidad de que este promedio
sea mayor que 197

Solucion: Por el tamano de la muestra, se puede aplicar
el teorema del limite central. Los parametros son p =
18,02 = 18,0 = 4.2426407. Entonces

_ 19— 18
P(X>19)=P (2 > > = 1.6667 = 0.04779
4.24//50

5. (10 puntos) A un grupo de 500 personas de 40 anos selec-
cionadas al azar se les realiza una prueba de sangre para
medir el nivel de azucar en la sangre. De los participantes
en este estudio, 200 tenian un nivel de aztcar mayor a
100. Obtenga un intervalo del 95% de confianza para la
proporcién de personas en la poblacién que tienen un nivel
de azticar mayor a 100.

Solucién: El tamano de muestra es n = 500. La propor-
cién de personas con un nivel de aziicar mayor a 100 es
p = 200/500 = 0.4. El intervalo de confianza es

0.4(1 — 0.4)

0.4+1.96
500

= 0.4 £0.0429414

El intervalo es (0.3570586, 0.4429414)

6. (15 puntos) Si X7 y X2 son variables aleatorias indepen-
dientes Poisson con pardmetros A1 y A2, demuestre que
distribucién condicional de X7 dada la suma X7 + X5 =k
es binomial con n =k y p = A1/(A1 + o).

Solucién: Como X; y X5 son independientes, se tiene que
A1)\ 21 A2 \ %2
eMATT €72

331! 1‘2!

P(Xl :l'l,XQ :irz) =

Entonces, la probabilidad conjunta de X; y X7 + X5 es

P(Xl =c, X1+ Xo Zk) :P(Xl =c, Xo :k‘—C)
B e’\l)\‘{ 6,\2)\15%
cd (k—c)!

Esta distribucién conjunta estaria definidada para ¢ =
0,1,2,...,kyparak=0,1,2,...



Table 1: Tabla Normal: Funcién de distribucién acumulada de
la Normal Estdndar N(0,1)
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