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RESUMEN

El objetivo de este trabajo es determinar la forma bidimensional del cono de
agua durante la produccién simultdnea de petréleo y de agua en un yacimiento
en el cual el mecanismo de produccién que predomina es el empuje de agua de
fondo. La deformacién del contacto-agua petréleo que Se produce debido a la
cafda de presién creada por el flujo dindmico del yacimiento hacia el pozo o
sistema de drenaje vertical es conocida con el nombre de conoficacién de agua.
El flujo radial en el pozo provoca bruscos gradientes de presién que inducen al
agua a elevarse hacia la boca del pozo en forma vertical, similar a la forma de

un cono.

Se considerard para la realizacién de este estudio trabajos realizados
anteriormente, que tienen relacién directa con la determinacién de la forma del

cono, entre estos trabajos Se tiene:

a) Karp, Lowe Yy Marusov,que han trabajado en una expresién para la forma del
cono basada en la ley de Darcy.

b) Kidder, el cual presenta una expresién para la forma del cono en yacimientos
delgados expuestos a interdigitacién de agua.

c) Smith, presenta una expresién para la forma del cono basada en conceptos
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bdsicos de hidrodindmica.

El presente estudio considera una nueva expresidn para determinar la forma del

cono en base a una expresidn modificada de la ecuacidn de Bernoulli.

Ademds = presenta Un anélisis comparativo de las técnicas de aproximacién
presentadas por Smith, Karp y la ecuacidn de Bernoulli con los resultados
obtenidos en el simulador mecédnico de Hele-Shaw. Este simulador utiliza flujo
lineal y permeabilidad isotrépica para obtener un modelo de curva patrdn del
contacto agua-petréleo. Este andlisis serd utilizado para encontar aplicabilidad
a las expresiones derivadas de la ecuacidn de Bernoulli para la forma del cono

en el yacimiento.
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INTRODUCCION

En un yacimiento de rocas oleéfilas, es agua estd a menudo asociada con el petréleo,
generalmente el yacimiento estd preferentemente humedecido por agua cuando dos 0
tres flufdos estdn presentes en el espacio poroso. Si la saturacién de agua en el
yacimiento es mayor que el agua residual, entonces el agua y el petréleo van a estar

separados en dos zonas distintas. La zona de agua es llamada agua de fondo o tabla

de agua.

Para un pozo completado en un yacimiento de agua de fondo, existird una tasa critica
de produccién de petréleo bajo la cual el agua no debe ser producida. Por encima de
Csta temacritica de produccién, el agua de fondo va ha formar un cono y serd producida

con el petréieo.

Esta tesis tratard el problema de la conificacién del agua, especificamente la forma del
cono de agua durante la produccién simultanea de petréleo y agua. Una solucién

acertada a este problema es de importancia por dos razones:

- Primero, una precisa solucién para la forma del cono de agua debe ayudar en
el desarrollo de métodos para reprimir, y prvenir posibles conificaciones de

agua.
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- Segundo, una correcta determinacién de la forma del cono permitird el andlisis

del volumén de petréleo barrido por la conificacién de agua.

Lo expuesto de la forma del cono de agua serd presentado en cuatro secciones, donde
% ha tratado de hacer el enfoque de la manera mds simple y concisa, para asf interesar
al estudiante 0 al joven profesional en este importante tema de Ingenierfa de Petrdleos.

EteB secciones serdn:

[**  Un andlisis tedrico de las varias aproximaciones para determinar la forma del
cono.

2% Una solucién de la ecuacién de Bernoulli para la forma del cono.

3°  Una discusién comparativa de los resultados; y

4" Una proyeccién de los resultados del modelo al yacimiento.



CAPITULO |

ANALISIS TEORICO

Para la realizacién del andlisis tedrico este capitulo fue dividido en cuatro partes:

- Una discusién de la conificacién de agua

- Una derivacién de la ecuacién de la forma del cono usando una forma modificada

de la ecuacién de Bernoulli .

- Una derivacidn de la ecuacién de la forma del cono usando hidrodindmica.

- Una derivacién de la ecuacién de la forma del cono usando la Ley de Darcy.

1.1

CONIFICACION DE AGUA. (5)

Puesto que el agua tiene, una densidad mayor a la del petréleo y es también
inmiscible con é1 , en un yacimiento uniforme el agua estard debajo del petréleo
y formard el agua de fondo. Cuando ocurre la cafda de presién en un pozo el
equilibrio estético en el yacimiento es trastornado. El agua de fondo se levantard
hasta que la presién de equilibrio sea re-establecida en el yacimiento. Un cono
de agua est4tico resulta después de este movimiento de fluido, (Figura 1). La
regla para que el equilibrio estdtico sea re-establecido es que: el unico fluido

producido en el pozo debe ser petréleo.
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La condicién necesaria para el equilibrio estético es :

P(rlz)"'gpwz = Pb

Ec.(1)
Donde :
P (r,z) : Presién en el contacto agua petréleo en el puto (r,z)
g :aceleracién gravitatoria.
p,, - densidad del agua
z. altura del contacto agua-petréleo por encima del contacto horizontal.
P,: presién en el fondo de la zona de petrdleo.

La caida de presién en el fondo del pozo es igual al diferencial hidrostético en

la cabeza gzy(oy-0,)-

El flujo de fluido al pozo es convergente y el gradiente de presién aumenta
répidamente en la cercanfa de la boca del pozo. La Figura 2 muestra
cualitativamente el gradiente de presién como una funcién de la distancia desde
el fondo de la zona de petréleo. Este diagrama tiene validez en el eje de la
boca del pozo. La curva A muestra que el gradiente de presién en la zona de
petréleo incrementa, mientras la distancia desde el fondo de ésta zona aumenta.
La curva B representa el gradiente de presidn constante en la zona de agua.

Este gradiente es constante debido a la aceleracién uniforme de la gravedad.

El cono estdtico de agua debe aumentar con la cafda de presién en el pozo hasta
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alcanzar Z,,. En este punto , el gradiente de presidn en el petréleo, el cual es
causado por los decrementos de presidn en el pozo, es igual al gradiente de
presidn del agua. Esta es la altura méxima en la cual el cono de agua puede
aumentary mantener todavia el equilibrio estitico. Otra disminucidn de presién
en la boca del pozo creard una condicidn inestable y el agua deberé conificarse
inmediatamente al pozo y serd producida junto con el petréleo. Este estado de
inestabilidad de la conificacidn del agua se ilustra en la Figura 3. Este es el tip0

de conificacidn a ser tratado en este estudio.

FORMA DEL CONO USANDO LA ECUACION DE BERNOULLL. (1,8)

Cada particula de fluido en movimiento 0 en reposo, obedece a la segunda ley
de movimiento de Newton . Las ecuaciones de Navier-Stokes Son una expresion
de la segunda ley de Newton para un fluido real. Las siguientes ecuaciones

ilustran la forma general de estas en las coordenadas x,y i z.

du_ 1P 32 _1[2

(au ov aw)]}
pl— + — + — +
at pox ox pl3ax|\ax o9y oz

1 uy 9 9£) iz(@) _5;_{(_32)
+p[%)*ay("ay - 22" az) - adVax) -

‘oba)  H

Ec. (2a)
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av_ 1P _sa _1]2a (a_ua_vez)]}
dat 39y

p oy oy P ox oy oz
1(0( ov af ov af ov d( ou
i [ax(“ ax) ' ay(“ ay) ' az(“ az) ’ ax(" ay) '

H2)- 23
oy\ oy oz\ ay

Ec. (2b)
aw_ 1P _2a _1j23 ,,gt_ua_uez) .
dt p 0Z oz pl3dz| \ox ody oz
1{0( ow Jd( ow a( ow o ou
i [ax(" ax) i ay(” ay) " az(" az) " ax(" az) :
a( ov a( ow
il ay(" az) ' az(" az)]
Ec. (2¢)

Donde:
u: Componente de la velocidad en la direccién x
v: Componente de la velocidad en la direccién y

w: Componente de la velocidad en la direccién z

{): Potencial del campo de fuerza

w: viscosidad

t: tiempo
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p: densidad

Deberd notarse que los términos de viscosidad y densidad en las ecuaciones de

momento NO SON necesariamente constantes.

En esta forma las ecuaciones de Navier Stokes no son manejables. A menudo
en los problemas de flujo de fluidos, se supone un flujo ideal (incompresible y
viscosidad cero). En flujo de fluidos en medios porosos donde las velocidades
son normalmente pequeiias Csta suposicién es razonable. Asi, si un fluido ideal
es tornado, las ecuaciones de Navier-Stokes se reducen a las ecuaciones de

Euler.

Ec. (3a)

av _ _190P oQ
dt poy oy

Ec.(3b)
dw _ _13P _aQ
dt

p 0Z 8z

Ec. (3¢)
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Asumiendo que el flujo en un medio poroso es laminar e irrotacional, las

relaciones siguientes son verdaderas.

au_av ou _ aw ov _ ow

dy oax’ 3z ox' oz oy

Ec.(4)
Dado que la derivada del potencial con respecto a la distancia es definida como
la velocidad, y sustituyendo las relaciones de la ecuacién (4) en la ecuacién

(3a), tenemos:

(ox) (3 ox ox ax ax

Fé f o4 OV g ew 0 L 1P
p ax

Ec.(52)
Donde:
¢ : funcién del potencial de velocidad.
Integrando la ecuacién (5a) con respecto a X, obtenemos :
2 2 2
a¢__‘u++V + wW° Q+— F1(yzo
at 2 P
Ec.(6a)

El miembro derecho de la ecuacién (6a) se convierte en una funcién dey, z 1

t. No es una funcién de X porque la derivada de la ecuacién (6a) con respecto

a X es necesariamente Cero.
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Analogamente, en la integracién de las ecuaciones (3b) y (3¢) se convierten en:

WA VEr W g+ p=F, (xz)
at P

Ec.(6b)

2 2 2
adt,_ u++v2+w +a+E:F3(x'y'°
a

Ec.(6¢c)
Observando que los miembros del lado izquierdo (6a), (6b), (6¢) son idénticos,
eso permite que los miembros del lado derecho también lo sean. Por lo tanto es
evidente que F,, F,, i F; son funciones de t solamente. Si el flujo es estable, la
ecuacién (6) Se reduce a:

2 2 2
utrvir W, g+ P constante
2 P

Ec.(7)

La ecuacién 7 puede ser escrita,

_V-2-+z+E:oonsmmo
29 Y

Ec.(8)
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Donde:
Vv2=y tv2tw
Q =09z

v = peso especifico

Otra manera de expresar la ecuacidn (8) es:

Ec.(9)
La ecuacidn (9) es vdlida para un fluido ideal. Paraun fluido real Csta ecuacidn
no es exacta debido a la presencia de las fuerzas de corte. Paratomar en cuenta
aquellas fuerzas de corte , se le afiade a la ecuacidn un término llamado pérdida

de cabeza hidroststica.

Esta llamada pérdida de cabeza hidrostitica toma en consideracién la

transformacién de energia mecédnica en energia térmica debido a los esfuerzos

aplicados.

Ec.(10)
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A es la forma modificada de la ecuacidn de Bernoulli que deberd ser usada

en la determinacién de la forma del cono.

La ecuacidn (10) puede escribirse:

NBLICTECA

Ec.(11)
L a Figura 4 muestra una representacién gréfica de la ecuacidn de Bernoulli.
Aunque Csta figura representa el flujo dentro de un canal abierto, los principios
del diagrama son los mismos del flujo de fluidos en medios porosos o flujo de

cualquier fluido real.

DETERMINACION DE LA FORMA DEL CONO POR USO DE

HIDRODINAMICA ©.

En hidrodindmica se trata con el flujo de un fluido ideal, el cual tiene las
caracteristicas de incompresibilidad, viscosidad cero, y forma perfecta en lfmites

rigidos. Los conceptos de la funcidn de comente y de la funcidn potencial son

bésicos para cualquier tratamiento de hidrodindmica. L a funcidn de corriente

V¥ es definida por los conceptos de velocidad u i v en plano bidimensional como:
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Ec.(12)
Cuando una funcién de corriente es igualada a una constante particular
representa una linea de corriente dentro de un modelo particular de flujo.
También, la diferencia numérica entre dos funciones de corriente cualesquira
es la tasa de flujo que existe entre estas dos funciones de corriente. Las
funciones de corriente pueden existir en ambos flujo rotacional e irrotacional.
En el flujo irrotacional una sola funcién de corriente puede satisfacer a la vez
a la ecuacién de Laplace y a los limites requeridos para un modelo particular

de flujo.

En el flujo irrotacional, existe una familia de curvas las cuales son ortogonales
a las funciones de corrinte. Aquellas curvas son funciones de potencial de

velocidad y son definidas por la ecuacién:

% _ v
os s

Ec.(13)
Donde:

Y, : velocidad en direccién de la distancia S

Como la funcién de corriente, la funcidn potencial de velocidad es también una
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solucién de la ecuacién de Laplace en flujo irrotacional. La ecuacién (14) es una

forma general de la ecuacién de Laplace para dos dimensiones

mnfo‘rﬁu Ec.(14)
El contacto agua-petréleo , el cual representa al cono de agua mostrado en la
Figura 3, es una linea de corriente. Por consiguiente, si para un grupo de
condiciones limites la funcién de corriente puede ser determinada en términos
de x iy, entonces debe existir una expresién general para el contacto agua
petréleo como una funcién de X i y. ESA expresién serfa una solucién general
para la forma del cono de un fluido ideal el mismo que no es posible por ser el
caso de un flujo particular en cuestién, debido a que los fluidos son viscosos,
inmiscibles, ligeramente compresibles, y varian en densidad. Pero la variacién
de densidad e inmiscibilidad es el producto de la presencia de agua y petrdleo,
por lo tanto para el desarrollo del modelo matemdtico se asume un solo fluido

y asf una sola densidad, este hecho no debe negar la veracidad de los resultados.

1.3.1. La variable complejay el plano. (7,9)

Un ndmero que tiene dos partes escalares distintas, ai b, y es escrito en la

forma a+ib, dondei= /-1, es un ndmero complejo. La letra a es la parte

real y la letra b es la imaginaria.



27

El diagrama de Argand en la Figura 5 da una representacidn geométrica de
los niimeros complejos, con X iy sustituidos respectivamente.
Observando la Figura 5 es evidente que:
z=x+1ly Ec.(15)
Cuando X i y son consideradas variables, z es llamada una variable compleja
y esigual a :
w = f(z) = f(x Tiy) Ec.(16)
La funcidn f(z) es también una variable complejay es analitica, porque dentro
de una regién la derivada de la funcidn tiene un valor iinico en cada punto y
tiene solamente un valor finito de f(z) para cualquier valor de z. La variable
compleja w puede ser separada en dos partes, real e imaginaria llamadas ¢
I Y respectivamente.
w=¢ + iy Ec.(17)
Es bastante obvio que w es una funcidn de x i y, como también ¢ i ¥.
w=¢ Tiy =fix,y) Tifx,y) Ec.(18)
El ndmero complejo, z= x T iy define un punto en el diagrama de argand
el cual puede ser también llamado el plano z. Similarmente, w = ¢ + iy
define un punto en el plano w donde ¢ es la abscisa y ¢ es la ordenada. Para
cualquier punto en el plano z habrd un punto correspondiente en el plano w,

cambiado de posicién por la transformacién del plano z al plano w.

Si ¢ es considerado como una funcidn de corriente y ¢ como una funcidn

potencial de velocidad, la forma de las lineas ¢ y las lineas ¢ en el plano w
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representan un flujo uniforme paralelos a los ejes ¢ Yy en la direccién positiva
¢. Cuando las lineas ¢ y las lineas ¥ son trazadas en el plano z, ellas

representan el modelo fisico real.

La funcién W = f(z) siempre toma el modelo de flujo paralelo, de izquierda
a derecha en el plano W y es una representacién del flujo fisico en el plano
z. La Figura 6 ilustra las caracterfsticas del plano z y del plano W. La
funcién W = f(z) puede ser considerada como una transformacién del modelo
del flujo real del plano z en el modelo de flujo uniforme del plano W.
Cuando w = f(z) es conocida la parte real ¢ = fi(x,y) igualada a una
constante es la ecuacién de las lineas equipotenciales en el plano Z, la parte
imaginaria Y = f,(x,y) igualada a una constante es la ecuacién de las lineas
de corriente en el plano z. Cada linea potencial y cada linea de corriente

tienen su propia constante, diferente una de otra.

1.3.2 Transformacién Schwarz-Christoffel (9)

La Figura 3 ilustra el flujo de fluidos reales a la boca del pozo. La Figura
7 muestra el modelo fisico del flujo de un fluido escapando por una abertura
ubicada en el centro de un rectdngulo. Este tipo de rectdngulo 0 poligono
simple cerrado es llamado faja de tierra semi-infinita Yy tiene por definicién
gue dos de sus vértices tienden al infinito. En la Figura 7 observamos que

el rectdngulo es simktrico con respecto al eje X, si consideramos solamente
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la mitad mds baja del rectdngulo, es evidente que Cste modelo de flujo es
similar al de la Figura 3 en el lado derecho. Asumiendo simetrfa con
respecto a los ejes del pozo, el modelo de flujo en la Figura 7 es similar al

modelo de flujo de la Figura 3 en el lado izquierdo.

El teorema de Schwarz-Christoffel facilita la transformacidn de cualquier
poligono cerrado simple en la mitad de un plano modelo el cual es la mitad
superior de un plano comunmente conocido como el plano t. Vallentine

expresa este teorema como lo siguiente:

El interior del modelo de jlujo de un poligono cerrado simple puede ser
transformado en la mitad superior de un plano, siendo transformado en su
totalidad los limites del poligono en los ejes reales del plano t. Si el
poligono estd en el plano z y el nuevo plano es el plano t, entonces b
transformacion es.

e B -
% . pa (o (e

Ec.(19)
Donde :

A: Re® es una constante compleja.

a, b, ¢ :son constantes reales en orden de magnitud ascendente .

a, B, v :son dngulos de desviacidn externa del poligono.

La transformacidn puede ser concebida como una abertura hecha en un
poligono cerrado simple, ubicada en un punto conveniente extendiéndose Cste

poligono a lo largo de los ejes reales del plano t.
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En la Figura 7 la cual representa el plano z, ABCD es una tira horizonzal

semi-infinita de altura 1. Los puntos correspondientes en el plano t son
también A, B, Cy D. Aquellos puntos son arbitrariamente colocados de
modo que Aesent=-w, Besent=-1, Cesent=+1,yDesent=+oo,
La Figura 8 ilustra la tira semi-infinita transformada en el plano t,
desarrollada a lo largo de los ejes reales de dicho plano.

La ecuacién (19) puede ser escrita.

I
(-1-9" (1"

Ec.(20)
Donde (a-t) i (d-t) son omitidos porque los vértices A y D son infinitos.

Simplificando e integrando la ecuacién (20) obtenemos:

Z=Acosh't+ B

Ec.(21)

Para evaluar A i B es necesario acudir a la Figura 7y usar las condiciones

de borde, las mismas que estdn en los vértices B i C. EStas condiciones son:
Para C, z = -%i siendo t=|I

Para B, z = ‘i siendot=-1 Ec.(22)

Sustituyendo las relaciones anteriores en la ecuacién (21) y resolviendo para

t.
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t =1 senh («/1 2) Ec.(23)

La ecuacién (23) representa la funcién de transformacién desde el plano z al
plano t. De esta manera, es necesario hacer una transformacién desde el
plano t al plano w. El plano w es ilustrado en la Figura 6a. Debe ser notado
que el plano w tiene una forma similar en lo que respecta a la tira infinita
desde el plano t a el plano z ver Figura 9a., la misma que tiene vértices A,
B, C, i D al infinito. Usando la transformacién Schwarz-Christoffel, & ha
establecido que la transformacién para una tira infinita desde el plano t a el

plano z es:

:llnt

T

Ec.(24)
Sin embargo una tira infinita en el plano z, es en parte idéntica al plano w,
y la forma de la ecuacién (24) puede ser usada como la transformacién desde
el plano t al plano w. Efectuando 1 = Q, y un cambio de signo por la

existencia de un sumidero.

Ec. (25)

Esta expresién es la transformacién de un sumidero centrico para el origen



32

de un flujo paralelo en una tira infinita del plano z.

Reemplazando; la ecuacién (23) en la ecuacién (25) obtenemos w=1(z)

w=-9
T

nisenh (—’1‘—2)

Ec.(26)
Sustituyendow= ¢ tiy ;i;z= x T iy en la ecuacién (26) e igualando las

partes reales e imaginarias , obtenemos:

d =-& In
2xn

1 coshm
3 )

Ec.(27)

Ec.(28)
La ecuacién (28) es la descripcion general para la forma del cono de uno 0

dos fluidos ideales.
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14 FORMA DEL CONO POR EL USO DE LA LEY DE DARCY. (2,6)

Karp, Lowe y Marusov han desarrollado una ecuacién de la forma del cono
usando la ley de Darcy. Esta ecuacién es vélida para un sistema de flujo lineal,
el cual representa el modelo de Hele-Shaw. La derivacién de la ecuacién de la
forma del cono, usando la ley de Darcy, se presenta a continuacién :

L a Figura 10representa la forma del cono de agua en un sistema de flujo lineal.
Dos ecuaciones se deducen por las condiciones de presién en el eje referencial

Cero.

Pu(ry) + pwgy = Pc()

Ec.(29)

Po(ny) + po9(y-2) + p,92 = P()

Ec.(30)

Donde:
P,(r,y) : Presi6n en la zona de agua en el punto (r,y)
P,(r,y) : Presién en la zona de petréleo en el punto (r,y)

P, () :Presién en el eje referencial cero y radio r

Aplicando la ley de Darcy para las zonas de petréleo y agua.
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_ . KF,(na K
¢ Ko OF B, OF

<
[

Ec.(31)

Donde :

K : permeabilidad

EStes velocidades dependen solamente del gradiente de presién en la direccién
horizontal, pero Csta suposicién es incorredta porque hay también un gradiente
de potencial positivo en la direccién vertical especificamente en la cercanfa de
la boca del pozo.

Diferenciando las ecuaciones (29) i (30) con respecto a r obtenemos:

3P, _ 3P0
or or
.(32)
Fe 00 v p,gZ - O
Ec. (39)

Substrayendo la ecuacién (33) de la ecuacién (32) da



aF’o an oz oz
_9%w _ oz 9 _o
or or Pod ar Pwd or

Ec.(3)
Re-ordenando la ecuacién (31) obtenemos:
aPo - _p'ovo . an - —p'wvw
or K "oar K
EC. (%)
Combinando las ecuaciones (35) y (34) resulta:
_a_g - ""avo - uwvw
or  Kg(py-pJ
Ec.(36)

Asumiendo la produccibn de petréleo libre de agua, la velocidad en la zona de
agua es igual a cero. Pero esta suposicibn no es totalmente correcta porque el
agua llegard a ser producida y tomard cierta velocidad para que s forme el
cono de agua. Con estd suposicibn,

az _ Vo
ar Kg(p,-p0

Ec.3N)

Sustituyendoel valor del 4rea de la seccién transversal de interface
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A,= (h-z) Wy, en la ecuacidn anterior da:

dz ko
or  Kglpy-p)(h-2W,

Ec.(38)
Donde W, = ancho de la grieta.
La expresidn mencionada para el Area de interface no es correcta. El Ara
efectiva disponible para el flujo de un fluido es el Area delineada por la funcién
de velocidad potencial. Por lo expuesto anteriormente el Area es correcta
siempre que las funciones de velocidad potencial sean lineas verticales. Para
ciertas distancias de la boca del pozo donde la curvatura de las lineas de
corriente SON pequefias esta supocisién es muy buena. Sin embargo para aquel
flujo tan cercano a la boca del pozo, las lineas de corriente estdn curvadasy por
lo tanto la exactitud de la aproximacidn para el Area de flujo rédpidamente
disminuye.

De allf que z solamente es una funcién del radio,

0z dz

or ar

Ec. (39)

Separando variables y poniendo la ecuacién (38) en forma de integral.



0 p'ooa r,
h-2dz = dar
o2 = oW,

Integrando y despejando la tasa de flujo obtenemos:

_ -KgW(p,-pJ(h?-D?

= 2u,(r,-ry

Sustituyendo Q, en la siguiente ecuacién

R Q,
(h-2)dz = ar
Kglpw-po Wi
Y expresando en forma integral
z 1| h2-D?| rr
- = —— ar
fo(h 2)az 2[ r,-rw] To

Integrando y despejando z resulta:

37

Ec. (40)

FC.(41)

Ec.(42)

Ec. (43)
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yeh _\lhz_(hz-oz)(r.-r)

r,-r,

Ec. (44)
Esta dltima expresién es la ecuacién para la forma del cono en un sistema
lineal, como el mostrado por Karp, Lowe Yy Marusov. La altura z del cono es
una funcién deh , D, r,, 1, Y I', todos los cuales Son determinados ficilmente.
Como se indicé anteriormente, las asunciones son muy limitadas. Esta ecuacién
va a ser comparada con las otras dos ecuaciones de la forma del cono.

( Capitulo 111)
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CAPITULO I mpRIeTECA

SOLUCION DE LA ECUACION DE BERNUOLLI PARA LA FORMA DEL

CONO

Para una mejor comprensién de este capitulo se lo ha dividido en tres partes:

1

2)

3)

2.1

Datos experimentales para el andlisis de la ecuacién de Bernoulli para

la forma del cono

Una solucién de la ecuacién de Bernoulli para la forma del cono, y

Una aplicacién préctica de la ecuacién de Bernoulli para la forma del

cono.

DATOS EXPERIMENTALES ( MODELO HELESHAW) (6)

Una vez obtenida una solucién de la ecuacién de Bernoulli para la forma
del cono, es necesario para el anillisis de la misma usar casos de flujo
de flufdo real , éstos casos se basan en el trabajo de Smith, que abarcé
diferentes métodos de control del cono de agua wusando datos
experimentales obtenidos en el simulador de flujo de Hele-Shaw. Estos
mismos datos experimentales se usaron como base para el anillisis, de

la ecuacién de Bernoulli para la forma del cono.
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El modelo de Hele-Shaw representa la mitad derecha de un sistema de
flujo lineal bidimensional similar a la mitad derecha de la Figura 3.
Observando Csia figura notamos que es simétrica respecto a los ejes del
pozo, entoces el modelo también representa la mitad izquierda de la
Figura 3. Por lo tanto se asume que el modelo de Hele-Shaw debe dar
una buena representacién de la forma del cono en un sistema de flujo

lineal a través de un medio con permeabilidad isotrépica.

Las diferentes formas del cono obtenidas en el modelo de Hele-Shaw
fueron graficadas por Smith a escala fotogrdfica, de Csta manera para
los andlisis siguientes de la forma del cono deben contar con Cstas

graficas del contacto agua-petréleo elaboradas por Smith.

SOLUCION DE LA ECUACION DE BERNOULLI PARA LA

FORMA DEL CONO.

La ecuacién de Bernoulli para la forma del cono es:
22 =

A
Y

Ec.(11)

En Csta forma la ecuacién no tiene significado particular alguno como
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una ecuacién para la forma del cono. La formadel cono es una funcién
de los radios desde la boca del pozo . Por lo tanto una solucién para z,

serd expresada en tkrminos de estos radios, r.

Observando los términos en la ecuacién de Bernoulli, es evidente que
P//v, zi, y V*2g pueden ser medidos directamente en la boca del pozo.
Los tkrminos P,/y, V,%/2g y h, son medidos en el campo de flujo y
dependen sobre todo de las condiciones que presenta dicho campo. Para
analizar aquellas cantidades, s debe conocer cierta informacién con
respecto al campo de flujo. Ea informacién es obtenida a partir de las
pruebas de flujo de fluidos hecho en el modelo de Hele-Shaw. Las
presiones son conocidas en dos lugares del campo. L0S dos puntos son
el de inyeccién y el de produccién de fluidos en el modelo de Hele-
Shaw, asf como tambikn nos da la entrada del contacto agua-petréleo,

la presién y la tasa de flujo en la boca del pozo.

Con Cstos datos disponibles, es posible describir completamente el
campo de flujo en tkrminos de funciones potenciales y funciones de
corriente, De Csta manera describiendo el campo de flujo es posible
calcular el campO de presién, velocidad y pérdida de cabeza como una
funcién del radio, el contacto agua-petréleo es parte del campO de flujo
donde aquellos tkrminos van a ser evaluados. Con la presién, velocidad

y pérdida de cabeza a lo largo del contacto agua-petréleo en términos de
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radios, entonces z, es una funcién del radio que es la expresién deseada

de la ecuacién de Bernoulli para la forma del cono.

2.2.1. Flujo Neto

El gréfico de flujo neto s lo debe usar como un método de
descripcién al flujo observado en el modelo de Hele-Shaw. Un
flujo neto es el resultado de la malla formada por una familia de
lineas equipotenciales y una familia de lineas de corriente. La

velocidad en el flujo neto es definida como:
v-Av _ A¢
An As

Ec. (45)
Si las lineas de corriente y las lineas equipotenciales son
escogidas de modo que Ay igual a A+, entonces An serd igual
a As. Estos resultados en un flujo neto 16gicamente se tratan de
cuadrildteros casi cuadrados. Si, entre todas las lineas de
corriente, Ay es igual a una constante y An igual a As, entonces
A+ es igual a una constante entre todas las lineas equipotenciales
durante todo el flujo neto. Algunas caracteristicas bésicas de

flujo neto:
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1) Estdn basado en la suposicién de un flujo irrotacional el cual
no necesita ser continuo (estable)

2) Hay un unico modelo de flujo para un grupo de condiciones
limites dadas.

3) Las lineas equipotenciales s intersectan perpendicularmente
con las lineas de corriente.

4) Todos los lados de una rejilla cuadrada deben ser tangentes a
un circulo construido en el centro del cuadrado.

5) En regiones de flujo uniforme las rejillas cuadradas son de
igual taraiio o medida, en regiones de flujo divergente las
rejillas cuadradas aumentan su tamaiio y en regiones de fluido
convergente las rejillas cuadradas disminuyen su taraiio.

6) El tamaiio de los cuadrados disminuyen hacia el interior de las
curvas 0 decrecen los radios.

7) Las lineas de corriente, como limites sélidos pueden actuar

como limites de flujo neto.

El método de construccién de un flujo neto es bdsicamente un
procedimiento de prueba y error. Primero un 4rea de flujo
uniforme es seleccionada y luego el niimero de lineas de
corriente debe ser determinado. Asf trazadas las lineas de
corriente, las lineas equipotenciales son dibujadas, cumpliendo

con las condiciones de ser ortogonales y formar cuadrados con
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las lineas de corriente. Si obtenemos un flujo neto del pozo
entonces este esquema serd una representacién exacta del campo

del flujo neto del yacimiento.

La forma del cono mostrada en las Figuras 11y 12 es basada en
una prueba de conificacién de agua hecha por Smith. La Figura
11 tiene superpuesto un flujo neto en la zona de petréleo y la
Figura 12 tiene superpuesto un flujo neto en la zona de agua.

La Tabla | presenta los datos que son pertinentes a ambas

figuras.

Determinacién de la presién como una funcién del radio.

Ahora es necesario hallar la variacién de presién a lo largo del
contacto agua-petréleo como una funcién del radio. Las
presiones son conocidas en los puntos (3) y (1) en la Figura 11.
La presién en el punto (3) es 0,4359 Ipc y en el punto (1) es
0,2383lpc. La presién en cada linea equipotencial a lo largo del
contacto del modelo de petréleo se determina, debido al hecho
de que existe una cafda de igual potencial entre las lineas.
Puesto que hay cuarenta lineas equipotenciales entre los puntos

(3) y (1), el incremento de la caida de potencial es:



A¢ — 0.43594_0 0-2383 = 0.00494Ipc

A lo largo del contacto del modelo de petréleo, el incremento de
la cafda de potencial es igual al incremento de la cafda de
presidén. La presidn a lo largo de una linea equipotencial varfa
solamente con el efecto de la presion hidrostética, asf, la presién
de cada linea equipotencial a lo largo del contacto agua-petréleo
pude calcularse. La Figura 14 es un diagrama de la presidn en

el contacto agua-petréleo como una funcién del radio.

La Figura 13 es una curva con dos regiones distintas. Una
regién, r=0 a r=10pulgadas, es una regién con un gradiente de
presién que varfa rdpidamente, Esta regidn es creada por la
variacién rdpida del gradiente de potencial y la cabeza
hidrostdtica produciendo la curvatura de lineas de corriente y la
contraccién del flujo. La otra regién, r=10 a r=60 pulgadas,
es una regién de gradiente de presién constante. Esto es debido

al hecho de que la regidn tiene flujo uniforme.

Para encontrar la presién en el contacto agua-petréleo como una
funcién de radio, es necesario aproximar la curva de la Figura
13. Puesto que el radio es la unica variable considerada, s

aplicard una aproximacién polinomial. Para esto s propone la
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siguiente aproximacién:

P(r,z) =a T br? +crt? Ec. (46)

Si buscando mayor exactitud la ecuacién (46) exigirfa una serie
de raices de orden superior, pero el objetivo de este trabajo es
usar aproximaciones polinomiales tal que sea factible su
resolucién aplicando operaciones algebraicas bésicas evitando el

uso de métodos numéricos.

Adn cuando la aproximacién mostrada sobre Csto no €S exacta,
tuvo una desviacién media de 0.0008 lpc, y un error promedio
de 0129 %. Esto indica que la aproximacién es excelente

cuando se considera el grado de exactitud de los datos.

Determinacién de la velocidad como una funcién del radio.
La velocidad a lo largo del contacto agua-petréleo es el préximo
pardmatro a considerarse. Para determinar la velocidad a lo

largo del contacto agua-petréleo, es necesario hacer tres

suposiciones:

(1) Existe una falla bien definida a lo largo del contacto agua
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petréleo.

(2) La distribucién de velocidad entre dos lineas de corriente
cualesquiera es uniforme.
(3) La velocidad en el contacto agua-petréleo es el promedio de

las velocidades inmediatamente contiguas al contacto.

La Figura 14 ilustra las suposiciones antes mencionadas. La
velocidad en el contacto agua-petréleo es:

v+ Y,
2

V(rn2) -

Ec.(47)

Las suposiciones anteriores facilitan el cdlculo de la velocidad a
lo largo del contacto agua-petréleo, Es obvio que aquellas
suposiciones no sean estrictamente correctas para el flujo de un
fluido real. La Figura 14 también muestra el probable perfil de
velocidad real que cruza aproximadamente el contacto agua-
petrdleo entre los valores V, y V,. Este hecho da crédito a la
técnica del cdlculo empleada para hallar la velocidad a lo largo

del contacto agua-petréleo.

Para el modelo de prueba los resultados en la Tabla I, las

Figuras 11y 12 presentan gréficos de flujo neto en las zonas de
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petréleo y agua respectivamente. El flujo entre las lineas de
corriente ¥, Y ¥, en ambas zonas de petréleo y agua van a
usarse para el célculo de las velocidades contiguas al contacto
petréleo y agua. La velocidad adyacente al contacto agua-

petrdleo es:

Ec.(48)

Donde A: drea delineada por las lineas equipotenciales.

Resolviendo la velocidad en las zonas de petréleo y agua,
aplicando la ecuacién (47) s calcula la velocidad a lo largo del

contacto agua-petréleo.

Para el modelo de prueba mencionado anteriormente, la
velocidad a lo largo del contactoagua-petréleo como una funcién
del radio, s¢ mustra en la Figura 15. La Figura 15 ilustra muy
claramente al agudo crecimiento de la velocidad que ocurre en
el intervalo desde r=0O ar=8 pulgadas. Este agudo crecimiento

de velocidad refleja el hecho de que las lineas de corriente estan
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sujetas a una curvatura excesiva y convergente. Ademds Csa
regién de gran cambio de pendiente en la Figura 15es la misma
regién que presenta un gran cambio de pendiente en el contacto
agua-petréleo, Esta regién de excesiva curvatura en las lineas
de corriente actia como una zona de transicién desde el flujo de

aceleracién lenta a el flujo de aceleracién répida.

La velocidad a lo largo del contacto agua-petréleo como una

funcién del radio puede ser aproximado por:

Ec. (49)

Inmediatamente se nota que Csta ecuacién no es vélida en r=0,
dado que la velocidad se convierte en un valor infinito.
También para resolver el valor constante de la constante b, es
necesario asumir que el término a,/r es cero en algin radio
infinito. Estas dos condiciones no restringen la exactitud de la
ecuacién. Esta aproximacién mostré una desviacién media de -

0.0022 pulg/seg y un error promedio de -2.62%.
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2.2.4. Determinacién de la pérdida de cabeza hidrostdtica como una

funcién del radio.

La velocidad y la presidn a lo largo del contacto agua-petrdleo
han sido descritas como una funcidn del radio. Ahora es posible
calcular la pérdida de cabeza hidroskitica como una funcidn del

radio usando la ecuacidn :

Ec.(10)
Ecuacién que permite el cdlculo de la pérdida de cabeza
hidroskitica, dado que todas las otras cantidades son conocidas

a partir de la prueba del modelo.

El diagrama de la pérdida de cabeza hidroskitica como funcidn

del radio es mostrado en la Figura 16. La linea continua en la

Figura 16 representa la aproximacidn:

h, = a,r Ec. (50)

Los valores reales de la pérdida de cabeza hidroskitica en la
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Figura 16 se desvidn con respecto a la aproximacién en las
cercanfas del pozo . Esta variacién de los valores reales y
aproximados de la pérdida de cabeza hidrostatica pueden ser
explicados conociendo que: la pérdida de cabeza hidrostatica es
directamente proporcional a la distancia y a la velocidad
promedio con que viaja la particula de fluido. De r=6 a r=60
pulgadas, el flujo de fluido a lo largo del contacto agua-petréleo
es casi paralelo al plano horizontal. La velocidad en esta regién
es constante. Asi, la pérdida de cabeza hidrdstatica varia
linealmente con respecto al radio y existe una pequeiia
divergenciaentre los valores reales y aproximados de pérdida de

cabeza hidrostatica.

En el intervalo r=0 a r=6 pulgadas, el flujo cambia su direccién
aproximandose a 90°, y la velocidad en Csta regién aumenta
repentinamente. Dado que el fluido en Cste intervalo recorre una
distancia mayor de 6 pulgadas indicada en la Figura 16, entonces
la pérdida de cabeza hidrostatica serfa mayor que la calculada
por la aproximacién. El efecto del aumento de velocidad en el
intervalo simplemente se suma a la divergencia causada por el

aumento de longitud de flujo.
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2.2.5. La ecuacién de Bernoulli para la forma del cono.

Basado en el andlisis del modelo de prueba mencionado en la

Tabla I, todos los tkrminos en el lado derecho de la ecuacién de

la forma dg] ¢cono de Berngulli:

~1BLILTECS

Er (11N

han sido descritos. Dado que la presién P,, velocidad V, y la
pérdida de cabeza hidrostdtica h; han sido expresados en funcién
del radio desde la boca del pozo, la ecuacién de la forma del

cono de Bernoulli serd escrita como:

an
El cambio de signo del tkrmino pérdida de cabeza hidrostdtica
toma en cuenta el hecho de que la ecuacién es utilizada en una
direccién opuesta al flujo de fluido. Sustituyendolos segundos
valores de velocidad, presién, y pérdida de cabeza hidrostdtica

como una funcién del radio, resulta;
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a,

P Vo1 b
=1 +z v+ — - —[a+br'2+cr'P} - + &r

Ec.(52)
En la aplicacién de Csta ecuacién, ha sido determinado que el
término de velocidad que tiene significado numérico es V,
(velocidad en la boca del pozo). Asi, la ecuacién (52) puede ser

reducida a:

Ltz + v 1 latbr+crP) + ayr
Y 2g vy

Ec.(33)
Esta es la forma final de la ecuacién de Bernoulli para la forma
del cono. Cuando e revisd la ecuacién con el contacto agua-
petréleo en la Figura 11, dié una desviacién promedia de 0.066

pulgadas Yy un error promedio de 0.87%.

APLICACION DE LA ECUACION DE LA FORMA DEL CONO

DE BERNOULLLI.

Una técnica para aplicar la ecuacién de la forma del cono de Bernoulli
es estructurada con la suposicién que puede obtenerse cierta informacién

particular del yacimiento. La Figura 17 muestra los datos que son
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necesarios para la aplicacién de Csta ecuacién de la forma del cono.

Estos datos son:

1) Tasa de flujo, presién, radio del pozo, e intervalo productor a la boca
del pozo.

2) Espesor de la zona permeable.

3) Presién definida en alguna distanciar,, y a cierta altura Y, en una
regién de flujo uniforme.

4) Elevacién del contacto agua-petréleo a la misma distanciar,, en una

regién de flujo uniforme.

Esta solucién técnica debe probarse contra los otros modelos de prueba
conocidos realizados por Smith. Al construir Csa solucidn técnica la
suposicién bésica deberd ser tal que la forma del cono en el modelo es
representativa de la forma del cono en el yacimiento. También en
definir los diferentes términos en la ecuacién de Bernoulli, a las

respectivas condiciones del yacimiento.

2.3.1. Detrminacién de V, P,, y z, (Condiciones de la boca del

pozo)

La velocidad en la boca del pozo es obtenida con la siguiente

ecuacion:
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_9 +q,
' 2=ar,D

Ec. (54)
B2 velocidad promedio en la boca del pozo es una
aproximacién de la velocidad a lo largo del contacto agua-
petréleo. En el yacimiento, la presién P, puede obtenerse
usando una bomba de presién. La altura del contacto agua-
petréleo  Z, es equivalente a la altura de la zona permeable h

menos la profundidad del pozo D.

Determinacién de P, (a una distancia r del pozo).

La relacién de la presién a lo largo del contacto agua-petrdieo

como una funcién del radio es:

P, =a tbr"? T Ec. (46)

E4a ecuacién requiere conocer la presién en tres puntos
diferentes a lo largo del contacto agua-petréleo. La Figura 17
muestra que hay solamente dos puntos donde las presiones son
conocidas. Aquellos puntos son:

1) En la boca del pozo, y
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2) En un radio r,, a una altura Y (zona de flujo uniforme). Por
lo tanto una solucién para la ecuacién (46) es obtenida con el
andlisis de Un modelo de presién a lo largo de la interface en el
modelo de petréleo como una funcién del radio. La Figura 18
muestra la variacién de presién con el radio para la condicién
descrita anteriormente. Este gréfico se basa en las condiciones

de flujo descritas en la Tabla I, y la Figura 11.

El incremento de presién es muy agudo desde r=0O a r=6
pulgadas debido al cambio rédpido de gradiente de potencial en
Cste intervalo. Cuando el radio es mayor que 6 pulgadas, la
pendiente de la curva es aproximadamente constante. El
gradiente de potencial es Cda regién también es
aproximadamente constante y la presién como una funcién del
radio se convierte escencialmente en una relacién lineal. Para

esto se propone la siguiente ecuacién:

P, =aTbr? Ec. (55)

Que se convierte en una buena aproximacién de la curva
representada en la Figura 18. Esta aproximacién da una
desviacién promedio de -0.004 Ipc y un error promedio de -

1.2% . Asi, la presion a lo largo de la interface de petréleo en
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el yacimiento puede ser correctamente descrita.

Ahora es necesario transferir un valor conocido de presién en el
contacto petréleo-yacimiento a un punto en el contacto agua-
petréleo. Este punto en el contacto agua-petréleo estard entre

=0y r=r,, en la regién de flujo uniforme.

En la regién de flujo uniforme la presién en el contacto agua-
petréleo para algunos radios r es igual a la presién en el contacto
petréleo-yacimiento a ese mismo radio r ,mds el efecto de la
cabeza hidrostdtica. De esta manera si logramos determinar una
buena aproximacién para la forma de la interface agua-petréleo
evaluada para ciertos radio r (zona de flujo uniforme), entonces
es posible determinar el efecto de la cabeza hidrostética y por

ende el valor de la presién para esos radios.

Usando la forma del cono ilustrada en la Figura 12, una buena
aproximacién de la forma del cono en la regién de flujo
uniforme serfa:

hz) =a T br? + ot Ec. (56)

Esta aproximacién mostré una desviacién promedia de -0.10
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pulgadas y un error promedio de 0.89%, cuando Se probd con

la Figura 11.

La ecuacién (56) tiene 3 constantes y solamente dos condiciones
conocidas, por lo tanto se debe aplicar un método empirfco para
resolver aquellas constantes desconocidas en estd ecuacién. El

método implica los siguientes pasos:

1) Tomar r=0. Sabiendo que (h-z) en r=0 es una solucién para
la constante a

2) Elegir una distancia radial desde el pozo para lo cual la
presién del contacto agua-petréleo Sea necesario.

3) Determinar la distancia entre los radios elegidos en (2) y el
radio r,, punto en el cual el contacto agua-petréleo es conocido.
4) Arbitrariamente se escoje un punto en el contacto agua-
petréleo el cual estd a la distancia determinada en (3), fuera de
r, (Suponer que r,= 60 pulgadas. La presién deseada ar =40
pulgadas. Arbitrariamente se escoje el punto en el contacto
agua-petréleo para r= 80 pulgadas)

5) Del punto determinado en (4), asumir que el contacto agua-
petréleo estd al mismo nivel como en r..

6) Tres puntos en el contacto agua-petréleo son ahora conocidos

y Se procede a determinar la solucién de tres ecuaciones
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simultdneas.

Esta técnica es muy buena para determinar un punto intermedio
en el contacto agua-petréleo, en la regién de flujo uniforme

debido a que el rango de error estd de 1a 3%.

De esta manera la presién para ciertos puntos intermedios en el
contacto agua-petréleo pueden ser determinados, dado que se
calculael valor de la cabeza hidrostdtica conociendo la elevacién

del contacto agua-petréleo para algunos radios r.

Tres presiones en el contacto agua-petréleo son ahora conocidas.

Aquellas presiones son:

1) La presién en la boca del pozo.
2) La presidn en el contacto agua-petréelo a un radio r.

3) La presidn en el contacto agua-petréleo en el radio r..

Asi se puede calcular el valor de las tres constantes en la
ecuacién (46) resolviendo las tres ecuaciones simultdneas.
Entonces la presién en el contacto agua-petréleo es explicita en

términos de los radios desde la boca del pozo.
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2.3.3. Determinacién de h.,. alBLIOTEGA

La expresién para la pérdida de cabeza como una funcién de

radio es:
hy = a,r Ec. (50)

La pérdida de cabeza para el radio r, es calculada por la

ecuacion :
2 2 k
P. V; P. T
Y 29 v g s
RLIOTECE

Ec.(10)
Donde V,%/2g=0
Conociendo el valor de h; para una distancia r, y evaluando en

la ecuacién (50) obtenemos el valor de la contante a,

2.3.4. Procedimiento para la aplicacién de la ecuacién de Bernoilli

para la forma del cono.

El procedimiento tiene tres secciones donde Se muestra como los
términos de la ecuacién de Bernoulli van a determinarse.

Ademds Se plantea un procedimiento secuencial para determinar
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la ecuacién de Bernoulli para la forma del cono y la aplicacién
del mismo para resolver un problema t§o donde se ilustra

detalladamente ésta solucién técnica.

El procedimiento para determinar la ecuacién de Bernoulli para

la forma del cono se presenta a continuacién:

1) Recolectar datos. Proporcionar datos confiables incluidos h,
Pos Pus Piy Qi 1o, D, P(x,y), ¥ 2(r).

2) Calcular la velocidad en la boca del pozo (V).

3) Convertir P(r,,y) a presién en el contacto petréleo-yacimiento
en el radio r..

4) Determine las constantes en el contacto petréleo-yacimiento

de la ecuacién de presién:

P, =a T b8

5) Arbitrariamente elija una distancia r la cual sea entre r=0 y
r=r,, y gue Se encuentra en la regién de flujo uniforme

( Sugerencia: r=2/3r, ).

6) Calcule la presién en el contacto petréleo-yacimiento en el
radio r.

7)Calcule la presién en el contacto agua-petréleo en el radio
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(2r, -r). Asuma que el nivel del contacto agua-petréleo en el
radio (2r,-r) es el mismo como es en el radio r..
8) Resuelva el valor de las constantes en la ecuacién de flujo

uniforme para la forma del cono.

(h-z) =a tor'2 + ',

9) U=e la ecuacién (8) para resolver el nivel del contacto agua-

petréleo para el valor de r en (5).
10) Adicione la presién hidrostdtica en el radio r a el valor de la
presién en (6). Siendo Csta la presién en el contacto agua-

petréleo en el radio r.

11) Resuelva para las constantes en la ecuacién de presién

P(r,2) =a +br'? cr'®

12) Resuelva para la pérdida de cabeza desde r=0 a r=r,

usando:

13) Resuelva para la constante en la ecuacién de cabeza:
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hL = afzr
14) Escriba la ecuacién para la forma del cono de Bernoulli y

resuelva para determinar la forma del cono.
El ejemplo siguiente, basado en los datos de la Tabla II, debe
aclarar este método descrito. La Figura 19 muestra la forma del

cono de agua para los datos de la Tabla II (Caso I).

A partir de la Tabla IT y la Figura 19, los siguientes datos son

conocidos:

1) Presién en la boca del pozo 0.1079 Ipc
Tasa de flujo de petréleo 0.0479 pulg®/seg
Relacién agua petréleo 0.542
Presién en r, = 60 pulg

( Contacto petréleo-yacimiento) 0.5320 Ipc
Ancho del flujo 0.015 pulgadas

Profundidad del

intervalo productor 0.375 pulgadas
Altura de la zona permeable 19.20 pulgadas
Altura del contacto agua

petréleo en r,=60 pulgadas 6.6 pulgadas
Gravedad especifica del agua 10078

Gravedad especifica del petrdleo 0.826
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2) La velocidad en la boca del pozo es igual a

0.0479 + 0.0479 (0.542)
V, = = 13.12 puig's
! (0.015) (0.375) pulglseg

3) La presién en el contacto petréleo-yacimiento en r,=60

pulgadas es P}g-= 0.532 Ipc

4) Resolviendo para las constantes en la ecuacién:

P,,= a T br?3, con las condiciones

r=0, P,,= 0.108 Ipc

r=60 pulgadas, P,,= 0.532 psi

Resulta

P, =0.108 * 0.0276r*°

Las constantes a y b fueron resueltas por el uso de dos

gcuaciones simulatdneas.

5) Si r=2/3 r, entonces r= 40 pulgadas

6) La presién en el contacto petréleo-yacimiento en r=40

pulgadas es P, = 0.431 Ipc

7) El nivel del cantacto agua-petréleo en un punto (2r, - r) 0 80
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pulgada, desde la boca del pozo es 6.60 pulgadas.

8) Sabiendo que:

2=6.60 pulgadas, r= 60 pulgadas.

z=6.60 pulgadas, r= 80 pulgadas

z=18.894 pulgadas, r=0

h=19.20 pulgadas

y resolviendo tres ecuaciones simultdneas, las constantes en la
ecuacion

(h-z)=a T br'? + cr', se convierte en

(h-z)=0.36 - 2.95r'2 + 8,97

9) En r=40 pulgadas, el nivel del contacto agua-petréleo es (h-
2)l4» = 12.38 pulgadas
(h-2)}6~ = 12.63 pulgadas

10) La presién en el contacto agua-petréleo es:

P(40,2) = 12.38 (0.0361)(0.826) T 0.431 = 0.798 Ipc .

11) Sabiendo que:

r=0, P(r,z) = 0.108 Ipc

r=40 pulgadas, P(r,z) = 0.798 Ipc
r=60 pulgadas, P(r,z) = 0.908 Ipc



y resolviendo para las constantes en la ecuacién
P(r,z) =a T br'? T '3
Resulta:

P(r,z) = 0.108 *+ 0.0204r'"2 t 0.164r'

12) La pérdida de cabeza desde r=0 a r=60 pulgadas es:

|

=
I

=< l_'O
+
N
+

< IN"U

b, = 0108 19, . (18127 0008
0.0364 7728  0.0364

- 6.60

h, = 9.29 pulgadas

13) La ecuacién de la pérdida de cabeza es
hy = 0.1548r

15) La ecuacién para la forma del cono es

65
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113 “CA

1 1
[0.108 + 0.0204r'% + 0.164r'"®] + o 00
0.0364

z =23 -

La solucién para Csta ecuacién de la forma del cono es ilustrada

en la Figura 19.
El ejemplo siguiente, basado en los datos de la Tabla 11, debe
aclarar este método descrito. La Figura 20 muestra la forma del

cono de agua para los datos de la Tabla III (Cam 11).

A partir de la Tabla IIT y la Figura 20, los siguientes datos son

conocidos:

1) Presién en la boca del pozo 0.1079 Ipc
Tasa de flujo de petréleo 0.0384 pulg’/seg
Relacién agua petréleo 0.372
Presién en r, = 60 pulg

( Contacto petréleo-yacimiento) 0.53201pc
Ancho del flujo 0.015 pulgadas

Profundidad del

intervalo productor 0.375 pulgadas
Altura de la zona permeable 19.20 pulgadas
Altura del contacto agua

petréleo en r,=60 pulgadas 5.02 pulgadas

Gravedad especffica del agua 1.0078
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Gravedad especffica del petréleo 0.826

2) La velocidad en la boca del pozo es igual a

_0.03%4 + 0.0384 (0.372) _
v, - - 9.37 pul
‘ (0015) (0.3/5) pulgiseg

3) La presién en el contacto petréleo-yacimiento en r,=60

pulgadas es Plg-= 0.532 Ipc

4) Resolviendo para las constantes en la ecuacién:
.= a T br*3, con las condiciones
r=0, P,,= 0.108 Ipc
r=60 pulgadas, P,,= 0.532 psi
Resulta
P,.=0.108 * 0.0276:*"
Las constantes a y b fueron resueltas por el uso de dos

ecuaciones simulatdneas.
5) Si r=2/3 r, entonces r= 40 pulgadas

6) La presién en el contacto petréleo-yacimiento en r=40

pulgadas es P,, = 0.431 Ipc
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7)EI nivel del contacto agua-petréleo en un punto (2r, - r) 0 80

pulgada, desde la boca del pozo es 5.02 pulgadas.

8) Sabiendo que:

z=5,02 pulgadas, r= 60 pulgadas.
z=5.02 pulgadas, r= 80 pulgadas
z=18.84 pulgadas, r=0O

h=19.20 pulgadas

y resolviendo tres ecuaciones simultdneas, las constantes en la
ecuacion

(h-z)=a T br'2 + ¢r'®, = convierte en

(h-2)=0.36 - 3.32r** + 10.11r""

a
[N

RIMIOTECA

9) En r=40 pulgadas, el nfvel del contacto agua-petréleo es (h-
Z)} = 13.94 pulgadas

(h-2)}60- = 14.223 pulgadas

10) La presién en el contacto agua-petréleo es:

P(40,z) = 13.94 (0.0361)(0.826) T 0.431 = 0.847 Ipc .

11) Sabiendo que:
r=0, P(r,z) = 0.108 Ipc

r=40 pulgadas, P(r,z) = 0.847 Ipc



r=60 pulgadas, P(r,z) = 0.956 Ipc

y resolviendo para las constantes en la ecuacién
P(r,z) =a T br'? T+ cr!®

Resulta:

P(r,z) = 0.108 T 0.0038¢2 + 0.209r'3

12) La pérdida de cabeza desde r=O a r=60 pulgadas es:

2
h = o+ 1920+ (OFTOL _ BBE - 5.0

hy = 9.0 pulgadas

13) La ecuacién de la pérdida de cabeza es

15) La ecuacidn para la forma del cono es

69
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[0.108 + 0.0038r'2 + 0.209r'7] -+ 0.150r

= 2228 -
% 0.0364

La solucién para Csta ecuacién de la forma del cono es ilustrada

en la Figura 20.
El ejemplo siguiente, basado en los datos de la Tabla 11, debe
aclarar este método descrito. La Figura 21 muestra la forma del

cono de agua para los datos de la Tabla IV (Caso 111).

A partir de la Tabla IV y la Figura 21, los siguientes datos son

conocidos:

1) Presién en la boca del pozo 0.1079 Ipc
Tasa de flujo de petréleo 0.0243 pulg®/seg
Relacién agua petrdleo 1.870
Presién en r, = 60 pulg

( Contacto petréleo-yacimiento) 0.5320 Ipc
Ancho del flujo 0.015 pulgadas

Profundidad del

intervalo productor 0.375 pulgadas
Alltura de la zona permeable 19.20 pulgadas
Altura del contacto agua

petréleo en r,=60 pulgadas 8.56 pulgadas
Gravedad espectfica del agua 1.0078
Gravedad especifica del petréleo 0.826
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2) La velocidad en la boca del pozo es igual a

_ 0.0243 + 00243 (1.870) _ 15 49 pui
' (0.015) (0375) 40 pulgiseg

3) La presién en el contacto petréleo-yacimiento en r,=60

pulgadas es P}e-= 0.532 Ipc

4) Resolviendo para las constantes en la ecuacién:
P,,= a T br*?, con las condiciones
r=0, P,.= 0.108 Ipc

r=60 pulgadas, P,,= 0.532 psi

Resulta
P,,=0.108 *+ 0.0276r%°
Las constantes a y b fueron resueltas por el uso de dos

gcuaciones simulatdneas.

5) Sir=2/3 r, entonces r= 40 pulgadas

6) La presién en el contacto petréleo-yacimiento en r=40

pulgadas es P,, = 0.431 Ipc

7) El nivel del contacto agua-petréleo en un punto (2r, - r) 0 80
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pulgada, desde la boca del pozo es 8.56 pulgadas.

8) Sabiendo que:

z=8.56 pulgadas, r= 60 pulgadas.

z=8.56 pulgadas, r= 80 pulgadas

z=18.84 pulgadas, r=0

h=19.20 pulgadas

y resolviendo tres ecuaciones simultdneas, las constantes en la
ecuacién

(h-z)=a T br? + cr'3, se convierte en

(h-z)=0.36 - 2.61r'2 + 7,782

9) En r=40 pulgadas, el nivel del contacto agua-petréleo es (h-
2)}40- = 10.46 pulgadas
(h-2)}e~ = 10.60 pulgadas

10) La presién en el contacto agua-petrdleo es:

P(40,2) = 10.46 (0.0361)(0.826) T 0.431 = 0.743 Ipc .

11) Sabiendo que:

r=0, P(r,z) = 0.108 Ipc

r=40 pulgadas, P(r,z) = 0.743 Ipc
r=60 pulgadas, P(r,z) = 0.848 Ipc



y resolviendo para las constantes en la ecuacién
P(r,z) =a T br'? + ¢
Resulta:

P(r,z) = 0.108 + 0.0259r'2 + 0.138r*3

12) La pérdida de cabeza desde r=0 ar=60 pulgadas es:

0.108 (12407  0.848
- 19.20 -
L= 0.0364 * " 7728 0.0364

- 8.56

hy = 9.49 pulgadas

13) La ecuacién de la pérdida de cabeza es
h, =0.158 r

15) La ecuacién para la forma del cono es

73
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z, = 2.37 - Jo108 + 0.0259r" + 0138 0.158
0.0364 :

La solucién para ésta ecuacién de la forma del cono es ilustrada

en la Figura 21.



CAPITULO 1IIX

ANALISIS COMPARATIVO DE LA ECUACIONES DE LA FORMA DEL

CONO

Las ecuaciones de la forma del cono basadas en la ecuacién de Bernoulli,
hidrodindmica, Yy la ley de Darcy son mostradas en las Figuras 19, 20, 21. Las Tablas
11, I, y IV presentan los datos correspondientes a las Figuras 19, 20, 21

respectivamente.

Los datos presentados en las Tablas y sus respectivos gréficos de la forma del cono
fueron la informacién usada para calcular la forma del cono por Bernoulli. El
diagrama de la de la forma del cono basado en las ecuaciones de hidrodingmica, por
Karp Y otros, las obtuvo Smith con la misma informacién y se las ilustra superpuesta

en las Figuras 19, 20 ,y 21.

Cada una de las figuras mencionadas anteriormente deben ser analizadas
separadamente. El nivel original del contacto agua-petrdleo en las figuras es diferente.
Este hecho, junto con la variacién de tasas de flujo para los tres casos, hace que la

aplicacién de las ecuaciones para la forma del cono sea muy general.

La Figura 19 es el primer caso de flujo a considerarse. La ecuacién de Bernoulli para
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la forma del cono y la ecuacién hidrodinarnica dan la mejor aproximacién del contacto
agua petréleo. La ecuacién de Bernoulli da la mejor aproximacién entrer=7y r=36
pulgadas mientras la ecuacién hidrodinarmica es mejor desde la boca del pozo a r=7
pulgadas. La ecuacién de Karp y otros no da resultados satisfactorios como las

ecuaciones de Bermoulli e hidrodindmica.

La ecuacién de Karp Yy otros, para la forma del cono tiene una desviacién promedia de
2.36 pulgadas 'y un error promedio de 23.9 1% , mientras que la ecuacién hidrodindmica
tiene una desviacién promedia de 0.70 pulgadas y un error promedio de 5.96%.

La ecuacién de Bernoulli para la forma del cono genera una desviacién promedia de

0.56 pulgadas y un error promedio de 7.06%.

La Figura 20 muestra resultados andlogos a los anteriormente mencionados. Las
ecuaciones de Bernoulli e hidrodindmica para la forma del cono son nuevamente
superiores a la ecuacién propuesta por Karp, y otros. La ecuacién hidrodindmica da
una mejor visién del cono de agua entre la boca del porn y r=35 pulgadas, mientras que
la ecuacién de Bernoulli es mejor en el intervalo de r=5 a r=40 pulgadas. La
aproximacidén de Bernoulli para la forma del cono, sin embargo, es bastante regular en
el intervalo entre la boca del porn y r=5 pulgadas. La ecuacién de Karp, y otros, es
nuevamente una aproximacién no tan satisfactoria como las ecuaciones de Bernoulli e

hidrodindmica.

La ecuacién de Karp, Y otros, para la forma del cono muestra una desviacién promedia
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de 3.14 pulgadas y un error promedio de 26.86 % , mientras la ecuacién hidrodindmica
tiene una desviacién promedia de 0.53 pulgadas y un error promedio de 4.43%. La
ecuacién de Bernoulli da una desviacién promedia de 0.09 pulgadas y un error

promedio de 2.44%.

El caso de flujo en la Figura 21 nos genera los mds pobres resultados para la ecuacién
de la forma del cono de Bernoulli y los mejores resultados para la ecuacién de la forma
del cono de Karp, y otros. La mejor aproximacién desde la boca del porn ar=11
pulgadas estd4 dado por la ecuacién hidrodindmica. La ecuacién de Bernoulli es mejor
en el intervalo de r=11 a r=32 pulgadas. La ecuacién de Karp, y otros, es buena
en la regién entre la boca del pozo y r=6 pulgadas. Mis alla de ese punto, la
ecuacién de Karp, y otros es nuevamente la aproximacién relativamente mds pobre que

las ecuaciones de Bernoulli e hidrodindmica.

La ecuacién de KaIp y otros, da una desviacién promedia de 1.90 pulgadas y un error
promedio de 20.63%. La ecuacién de Bernoulli para la forma del cono da una
desviacién promedia de O.7pulgadas y un error promedio de 19.05% , mientras que la
ecuacién hidrodindmica tiene una desviacién promedia de 0.49 pulgadas y un error

promedio de 8.36%.

La ecuacién de Bernoulli para la forma del cono en las Figuras 19, 20, y 21 da una
pendiente irregular del cono de agua en la cercanfa del porn. Esta caracteristica comun

es causada por la aproximacién de la presién a lo largo del contactO agua-petréleo
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como una funcién del radio. Esta aproximacién fue basada en las condiciones de flujo
mostradas en la Figura 11. El declive del contacto agua-petréleo es la Figura 11es
muy empinado en las cercanfas de la boca del porn. ESa inclinacién abrupta afectarfa

la aproximacién de la presién a lo largo del contacto agua-petréieo.

Es evidente que las ecuaciones de Bernoulli e hidrodindmica para la forma del cono
superan en exactitud a la ecuacién de Karp, y otros. Paralos tres casos previamente
discutidos, cualquier cambio significante es pequefio en la exactitud Ol de las

ecuaciones de Bernoulli e hidrodindmica.

La ecuacidn hidrodindmica para la forma del cono es generalmente mejor en el
intervalo de las primeras 5 a 10 pulgadas desde la boca del porn; mientras la ecuacién
de Bernoulli es generalmente mejor en el intervalo entre 10y 40 pulgadas desde la

boca del porn.

La ecuacién de Bernoulli tiene dos ventajas distintas sobre la ecuacién hidrodindmica.
La primera ventaja es el hecho de que la ecuacién de Bernoulli puede ser resuelta
aplicando cdlculos matemdticos bdsicos. La segunda ventaja es que la ecuacién de
Bernoulli da una solucién directa para la formadel cono. La ecuacién hidrodindmica
no es tratable su solucidn por el uso de cédlculos mateméticos bdsicos, porque los
términos en la ecuacién necesitan una solucién compleja, limitando la adaptabilidad de
la ecuacién., También, la ecuacién hidrodindmica para la forma del cono no presta por

sf sola una solucidn directa de la forma del cono. Para obtener una solucién para la
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forma del cono es necesario hacer un diagrama de campO de las lfneas de corriente y
entonces localizar el contacto agua-petréleo en éste camp0 en algdn radio r,. El
contacto agua petréleo desde el radio r, a la boca del pozo es paralelo a otras lineas de

corrientes existentes.

Después de demostrar las dos ecuaciones de mayor precisién para la forma del cono,
la ecuacién de Bernoulli se convierte en la mds aplicable entre esas dos ecuaciones .
La ecuacién de Bernoulli se usard con mayor facilidad y es, asf, la mejor ecuacién para

predecir la forma del cono de agua.



CAPITULO IV

APLICACION GENERAL DE LAS ECUACIONES DE BERNOULLI E
HIDRODINAMICA PARA LA FORMA DEL CONO EN EL YACIMIENTO

EStes ecuaciones para la forma del cono han sido probadas frente a las pruebas de flujo
real en el modelo de Hele-Shaw. Ahora es necesario hacer algunas observaciones CONn

respeco al uso de aquellas ecuaciones para un caso real en un yacimiento.

Las variables en la ecuacién de Bernoulli para la forma del cono estdn en funcién de
la distancia desde la boca del pozo. Un ejemplo de esto es la ecuacién para la presién

a lo largo del contacto agua-petréleo con produccién de agua .

P(r,z) =a Tt br? + cr!? (46)

EHa ecuacién representa la forma de la curva de presién como una funcién de la
distancia desde la boca del pozo. Eda relacién expedida es general e independiente de
la localizacién de los limites. La forma de la ecuacién (46) para el modelo y para el
yacimiento deben ser idénticos. Las constantes en la ecuacién deben ser los factores
gue solamente varien, Asi, la ecuacién de Bernoulli para la forma del cono es una

relacién expedida muy genaral aplicable a ambos casos, el modelo y el yacimiento.
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Examinando la ecuacién hidrodindmica para la forma del cono se puede ver que Csa

ecuacién tiene las mismas caracterfsticas como la ecuacién de Bernoulli. La ecuacién
hidrodindmica puede ser aplicada en su forma bésica para cualquier medida del
yacimiento. Aquellas dos ecuaciones son también independientes de las propiedades

del fluido lo cual afiade a ellas {ndole general.

En el modelo de Hele-Shaw, la permeabilidad fue isotrépica, en el yacimiento rara vez
£ da. Generalmente para un depdsito horizontal acostado, la permeabilidad horizontal
es de dos a diez veces mds grande que la permeabilidad vertical. El movimiento de
los flufdos en la direccién vertical serfa obstrufdo relativo a la direccién horizontal.
Asf el cono de agua en un yacimiento horizontal serfa suprimido en cierto grado. En
una inclinacién baja 0 yacimiento horizontal, la forma del cono de agua puede
facilmentetomar una forma m4s parecida a la ecuacién de Bernoulli que a la forma del

cono real observada en el modelo de Hele-Shaw.

El sistema del yacimiento antes mencionado es un sistema de flujo radial. Aunque el
sistema de flujo radial difiere con el sistema de flujo lineal, la forma del cono
observado en ambos sistemas son bastantes similares. Asi, esto es vélido para hacer

la transferencia de resultados desde el modelo lineal de Hele-Shaw al yacimiento radial.

Considerando las variaciones de permeabilidad en el yacimiento, la ecuacién de
Bernoulli debe dar una representacién muy buena de la forma del cono en el

yacimiento.



CONCLUSIONES

Se han presentado tres ecuaciones para la solucién de la forma del cono de agua

en un yacimiento con agua de fondo, éstas ecuaciones son:

1) La ecuacién de Bernoulli.

2) La ecuacién hidrodindmica, y

3) La ecuacién de Karp y otros.

Asi la ecuacién modificada de la ecuacién de energfa de Bernoulli usada para

determinar la forma del cono es:

P yf [ 1
=1+ +2 - —[a+br'2+cr'B] + a,r
% y “2g "H 7Y &

Donde
P(,z) =atbr'”? T cr'® ;esel término de presién.

h, = a,r es el término de pérdida de cabeza hidrostitica,

Del andlisis comparativo de los resultados obtenidos de la aplicacién de las tres
ecuaciones para la forma del cono, probadas frente a las pruebas de flujo en el
modelo de Hele-Shaw conclufmos que a pesar de haber utilizado ciertas

suposiciones el estudio tiende a ser satisfactorio. Asi las ecuaciones de
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Bernoulli e hidrodindmica para la forma del cono son mejores aproximaciones

que la ecuacién propuesta por Karp, Y otros.

Desde el punto de vista matemdtico la ecuacién de Bernoulli para la forma del
cono es considerada la mejor aproximacién, debido a la relativa facilidad de
cdleulo que presenta, donde los términos de presién y pérdida de cabeza
hidrostdtica en el campo son aproximadas por polinomios.  Aquellas
aproximaciones son limitadas en magnitud a un grado tal que puede ser resuelto
con operaciones de matemética elemental. Esta cualidad en la ecuacién permite

una solucién muy rdpida de la forma del cono.

Se establece que las variables en la ecuacién de Bernoulli para la forma del
cono estd en funcién unicamente de la distancia y pueden ser aplicadas en su
forma bdsica para cualquier medida del yacimiento, por lo tanto dicha ecuacién
es independiente de las propiedades del fluido el cual le da la caracteristica de

indole general pero sin dejar de ser una buena aproximacién

Desde el punto de vista ffsico, considerando que en un yacimiento existen
variaciones de permeabilidad en funcién de la direccién que se tome, la
ecuacién de la forma del cono de Bernoulli debe dar una representacién muy
buena de la forma del cono de agua en el yacimiento, debido a que,
generalmente para un yacimiento horizontal, la permeabilidad horizontal es de

dos a diez veces mds grande que la permeabilidad vertical; entonces el
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movimiento de fluidos en la direccién vertical serfa obstrufdo relativo a la
direccién horizontal, asf el cono de agua serfa suprimido en cierto grado y
ficilmente debe tomar una forma mds parecida a la que representa la ecuacién
de Bernoulli en las cercanfas de la boca del pozo que, la forma del cono

observada en el modelo de Hele-Shaw donde la permeabilidad fue isotrépica.

El hecho importante que muestra la ecuacién de Bernoulli para la forma del
cono es (ue la técnica de aproximacién es un drea donde esfuerzos de
investigacién podridn agotarse siendo bien invertidos. ESta clase de andlisis de
la forma del cono tiene gran mérito, y trabajos adicionales deberfan ser

acometidos en este campo.



RECOMENDACIONES

Mejorar la exactitud de Ias aproximaciones polinomiales en el cual la ecuacién
de la forma del cono de Bernoulli estd basada debido a que, las expresiones

propuestas no necesariamente es el dltimo resultado.

Hacer un estudio de investigacién profunda sobre nuevas técnicas de
aproximacién basandose en un andlisis matemdtico-fisico con la finalidad de
confeccionar un modelo matemdtico que se ajustea las propiedades que presenta

el yacimiento, ilustrando diferentes casos particulares.

Realizar un proyecto que presente la ecuacién de Bernoulli modificada para
determinar la forma de la cresta de agua en un pozo horizontal para un
yacimiento con agua de fondo, disefiando previamente un modelo de flujo real

andlogo al de Hele-Shaw pero ajustado a las condiciones del proyecto.

Proponer como tema de graduacién un proyecto que involucre el desarrollo de
métodos para reprimir y prevenir una posible conificacién de agua , contando
para ello con una técnica de aproximacién que permita obtener una precisa
solucién para la forma del cono de agua, constituyendose ésto en el argumentO

fundamental que motivo el desarrollo de Cda tesis.
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Analizar la forma del cono de agua en yacimientos cOn empuje hidrdulico de
fondo obteniendo una expresién para la presién de fondo fluyentey la pérdida
de cabeza hidréstatica en funcién del tiempo que complementarfa a la expresién
modificada de Bernoulli recomendada en este estudio, teniendo como resultado
el avance progresivo de la forma del cono de agua con respecto al perfodo de

produccidn,



TABLAS
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TASA DE PRODUCCION DE PETROLEO, cc/seg 0.361

RELACION AGUA-PETROLEONETA 0.103

TEMPERATURA 76°F

FiE
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TASA DE PRODUCCION DE PETROLEQO, cc/seg 0.785

RELACION AGUA-PETROLEO NETA 0.542

TEMPERATURA 76°F




TASA DE PRODUCCION DE PETROLEQO, cc/seg 0.630

RELACION AGUA-PETROLEONETA 0.372

’ERATURA 76°F
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TASA DE PRODUCCION DE PETROLEO, cc/seg 0.398

RELACION AGUA-PETROLEO NETA 1.870

ERATURA 76°F
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Cono lInestable de Agua con Agua de Fondo (5)
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Diagrama de Argand (9)
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Flujo por una Abcrtura Angosta en
el Final de un Canal (9)
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Tira Infinita en el Planod (9)
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Fo ma del Cono en un Sistema de Flujo Lineal (s)
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Grdfico de la Perdida de Cabeza Hidros-
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