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OBJETIVOS GENERALES

1.- Difundir las técnicas para resolver los modelos lineales mixtos a la comunidad cientifica
de la ESPOL y del pais.

2.- Promover la cultura con el rigor cientifico de las matematicas.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

1.- Utilizar un modelo de curva de crecimiento para determinar la validez de la dosis
suministrada en los pollitos en un ejemplo de produccion avicola.

2.- Realizar un documento cientifico de consulta en lenguaje espafiol para que nuestros
investigadores sean capaces de leer otros articulos cientificos que usan estas técnicas y asi
poder replicar dichas investigaciones en nuestro pais Ecuador.



INTRODUCCION

Los modelos mixtos se estdn usando en muchas situaciones como en el drea de ecologia en
donde se requiere ver el comportamiento de los individuos de una familia y sometido a
situaciones predictivas.

Para comenzar revisaremos el modelo de coeficientes aleatorios para después tratar con
otros modelos como lo son el modelo de curva de crecimiento y el modelo de curva de
crecimiento rectangular y otros. Estos modelos pueden ser tratados por investigadores de
otras dreas y la intencidn es que este trabajo sea una fuente de consulta para aplicar en
temas dentro del campo de la agricultura, médico, educativo etc.

Este trabajo también contribuye para que los investigadores puedan entender las
publicaciones de otros investigadores. Especialmente se incluye el apéndice que presenta
conceptos y teoremas basicos de algebra matricial que permiten comprender el desarrollo



ESTIMACION DE MAXIMA VEROSIMILITUD DE LOS PARAMETROS

DE UN MODELO MIXTO.

I MODELO LINEAL DE EFECTOS MIXTOS.

El modelo lineal de efectos mixtos (Ime)

yi,l Xi,11
yi,ni Xi,nl-l
Donde

y; es un vector n;x1 (cluster)

Yi = Xip +Zib; + &,

Xi,lm

X inm
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X; es una matriz n;xm (matriz de disefio o efectos fijos)

B es un vector mx1 de parametros poblacionales (coeficientes de efectos fijos)

Z; es una matriz de disefio n;xk de efectos aleatorios

€; es un vector n;x1, término del error con componentes independientes

b; vector kx1 de efectos aleatorios con media cero y matriz de covarianza D, =

0?D

Se supone que los vectores b; y &;,1 = 1, ..., N son mutuamente independientes

(1) Modelo lineal mixto: Tema traducido y verificado del libro [1] Mixed Models Theory and
Applications de Eugene Demidenko, Dartmouth College, Wiley Interscience, 2004.

(2)

I.I. MODELO LINEAL CON INTERCEPTO ALEATORIO

Si el modelo lineal con intercepto aleatorio es escrito en la forma

Wi =al-+,8Hl-+£l-,

donde ¢&; es un vector aleatorio con media 0 y componentes no correlacionados con varianza

constante a2, esto es, var(g;) = a2l remplazando a; por a + b;, llegamos al modelo lineal con

efectos mixtos

Wi = +ﬁHl + biZi + &)

i=1,..

N (2.2)

Paraestecaso Z; = 1; = (1,1, ...,1)" esun vector columna de dimensién n;,



W; es un vector n;x1

H; es un vector n;x1

& esunvector n;x1

b; esunvector kx1,para el caso presentado, k = 1
var(b;) = 05 = 02D ,donde D es kxk

cov(bi, sij) = 0, porque se consideran independientes

B esunvector mx1,para este caso es escalar

Wis 1 Hyy 1 €1
Pl=ali|+B| P [ +b i+ ¢, (2.2)forma vectorial
Wi.,. 1

in; Hinl- 1 gini

La funcidn log(verosimilitud) para el modelo Ime es mas simple si se usa la matriz de covarianza
escalada,

1 1
D = ;D* = ;cov(bi).

Volviendo al ejemplo de los datos de la familia, el modelo para la relacién entre pesos y alturas es
un caso especial de LME (2.4) con un efecto aleatorio (k=1), donde y; = W;

B = [3“* Xi=[1 H) Z;=1;

Las N ecuaciones pueden ser arregladas en una ecuacién asi
y=XB+Zb+¢ (2.7)
Después se apilan los datos en un vector simple y forma de matriz como sigue:
yv:Nrx1, X:Npxm, Z:NpxNk, b:Nkx1l, eNpxl

Donde Ny = YN . n;, y la cov(b) = a2(I ® D).

1 X1 Zy 00
YN XN 0 0 ZN

)k



El modelo (2.7) [1] puede ser rescrito asi

y=Xp+n, (2.10)

Donde, n=|-|= (2.11)

El valor esperado de 7 E(#)=0, y la matriz de covarianzas de 7 tiene forma diagonal por bloques
debido a que se supone que las variables aleatorias de diferentes familias no estdn
correlacionados.

En esta seccién un modelo LME muy especial con un efecto aleatorio es considerado en detalle,
el modelo LME con interceptos aleatorios. Este modelo servirda como un punto de referencia para
comparar estimadores y procedimientos numeéricos para la maximizacién de log-verosimilitud.

El modelo LME con interceptos aleatorios (2) es escrito como
yij =aq; + ;/uij + ‘91']" ] = 1, ...,Tll’,i = 1, ...,N, (263)

Donde y;; es interpretado como la j_ésima observacion del i_ésimo sujeto. El intercepto individual
es la suma de un pardmetro promediado « y un efecto aleatorio, a; = a + b;. Si se supone que
&j~N(0,0%) y b;~N(0,02d), son independientes, donde ¢ es la varianza dentro del sujeto y
d es la escala de la varianza del efecto aleatorio, El caso mas simple del modelo (2.63) , cuando no
existe covariacion, se reduce a un modelo de componentes de varianza (1.8).

El modelo LME con interceptos aleatorios individuales puede emerger en la siguiente colocacion
longitudinal. Considerar un grupo de N pacientes, cada paciente tiene su propia covariacion, tales
como edad, género, peso, dieta, rendimiento fisico, etc. Sea el tratamiento llegar a ser
representado por una variable longitudinal, tal como la presion sanguinea y;; del i_ésimo paciente
j,Dietij). Si
las observaciones cubren un largo periodo de tiempo, Edad, Peso y Dieta varian con el tiempo,

en el tiempo t;;. Luego, el vector de covarianzas es u;; = (Agel-j, Gender;, Weight;

asi que ellas son suministradas con subindice j. Estamos interesados en como la presién sanguinea
es afectada por estas variables. La clave de estos supuestos es que la relacidn no varia de paciente
a paciente, lo que significa es que y es un vector fijo. Sin embargo, admitimos que en el tiempo
cuando comienza el estudio, cada paciente puede tener una presién sanguinea con linea de base
diferente, aun para pacientes de la misma edad, género, peso y dieta. Ciertamente, uno podria
diseiar el experimento, lo cual involucra pacientes con las mismas condiciones iniciales, por
ejemplo la misma edad, género, peso y dieta. Sin embargo el lector estara de acuerdo en cuan
dificil seria obtener tales datos. Un modelo con interceptos individuales seria mas realista porque
aquello permite el andlisis de pacientes con presidn sanguinea con linea de base diferente.

El modelo LME con interceptos aleatorios también emerge en Econometria como modelo para
datos de panel en un analisis seccional cruzado, ver Maddala (1987) para una revisién. En la
literatura de componentes de varianzas este modelo es llamado modelo lineal con estructura de
error nested, por ejemplo, Christensen (1996), Wan and Ma (2002).



(2) Modelo lineal coninterceptos aleatorios: Tema traducido y verificado del libro [1] Mixed
Models Theory and Applications de Eugene Demidenko, Dartmouth College, Wiley Interscience,
2004.

En notacion matricial, el modelo LME con interceptos aleatorios puede ser escrito como
yi~N(X;p,0%(I; +d1;1)), i=1,..,N (2.64).

Donde X; es una matriz n;xm de rango completo con la i_ésima fila x{]- = (1,u{j); B =
(a, 7))’ es un vector mx1 de efectos fijos; 1; es un vector unidad de orden n;x1; 62 es la varianza
dentro del sujeto de los efectos aleatorios. En la notaciéon de (2.13), k=1, 1; = Z;, d=D. El modelo
(2.63) tiene una estructura de correlacidn intercambiable (compuesto simétricamente) porque

- . d .
los coeficientes de correlacion entre y;; = y;; es constante, Tog paraj # k. En efecto, nuestro

modelo LME con datos de familia de pesos y alturas de la secciéon (2.1) tiene la forma (2.63).

La funcién log-verosimilitud de varianza perfilada, escrita en la forma (2.38), es

N

N
Lp(8.d) = —%{NTInZ[(yi —XiB) U+ 11D 0 = KB+ ) Inly + dlilzl} (2.65)

=1 =1

Donde e; = €;(B) = y; — X;B es el vector residual n;x1. Las férmulas de reduccion de dimension
(2.19) y (2.20) simplifican

In|l; +d1;1}| = 1+ nyd, (I; +d1;1) 1 =1 — 1,1,. (2.66)

1+ nl-d ¢
Asi, el estimador GLS (2.26) para este modelo es

al n?d AL n?d
BeLs = EXWJ— iy 4 EXf~— x| (2.67
PeLs <i=1 T T nidxlxl) ( iYVi 1+ nidxlyl> ( )

i=1

donde

ng
11 1,1
xizn_iXilizn_iinj: Yizn_i}’ili=n_iZYj-
]=

El estimador de efectos fijos (2.29) es el limite de (2.67) cuando d-—»c. Notamos que la matriz
inversa en (2.67) llega a ser singular cuando d—»oo porque la primera fila y columna son cero.
Podriamos usar la inversa generalizada como en (2.29), pero es mas facil minimizar la forma
cuadrdtica (2.31) como una funcién de N+m pardmetros ay, ..., ay, ydirectamente,



N T
S = ZZ(yi]- — a; — uj;)? —»>min.
=1

i=1j=1

Derivando S con respecto a a; y luego igualando a 0, se tiene,

n;
85 ,
o, Z(}’ij —a; —u;)(=2)=0
Jj=1
ny; — nia; —nlliy=10

El minimo es obtenido en @; = y; — ﬁ/'wﬁi, lo cual llega al estimador de efectos fijos (FE),

N 7N
S= ZZ(}’U -y + 0 y—ui;p)?
=1

=1j=1
N N
$= D> (G =7 =ty — 72
i=1j=1
N N
5= (=7 = 20 =7y =)+ (i~ w))’)
i=1j=1
N N N T N 7N
_\2 — ’ — 7 ’ — 7 2
S= Z (vij — %) —Zz (vij — i) (ui; — @ )7"‘22((%7‘%’ )7)
i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1
N N N 71 N 71
s=2 20y =3)" =2 ) (v~ 7wy~ )y+22(uu ')l — )y
i=1j=1 i=1j=1 i=1j=
N T N 1 N N
S = Z (yij — 371)2 — ZZZ(YU —y)(ui; —u')r+ ZZ Y (uy — ) (ui; — ")y
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Derivando con respecto a y, e igualando a 0, se tiene

ni N 1

ZZ (vij = 7i) (wij — u)"’ZZZ(uU ) (uij —u')y="0

i=1j=1 i=1j=

ni N 1

N
Z Z(yUul] ylulj yljul + ylu ) + EZ(uu l] ﬁ u ul]ul ﬁiﬁi,) =0

i=1j=1 i=1j=



N
Z Z(yuuu) - (ViU + YU — yiuy)

i=1 j=1
Z Z(uu l]) —n; (u ul - ﬁiﬁl’, + ﬁiﬁi,) Y= 0
i=1
ni

_i Z(Yijuij) - (i) | + i[ i(uiju{j) — )| | y=0
i1 [\7=1

i=1 | \J=1
N n; -1 N n;

7, = Z Z(uijuij)—niaiaé Z Z(ui,-yij)—niaiyi . (2.68)
i=1 j=1 i=1 j:1

Este estimador podria ser obtenido centrando las observaciones alrededor de las medias
individuales para cada i y aplicando OLS. Interesantemente, el estimador 7_es consistente a pesar
del hecho que el nimero de parametros ruidosos (interceptos de sujetos especificos) se
incremente con el nimero de cluster N—co. En efecto esto es verdad solo para modelos lineales
y nosotros estableceremos similares propiedades asintdticas para el modelo de curva de
crecimiento general, como un compromiso entre los modelos de efectos fijos y aleatorios.
Contrario al modelo lineal, como aprenderemos en la seccién 7.2.2, el LME para el modelo de
regresion logistica con intercepto de sujeto especifico fijo no es consistente, pero la mdxima
verosimilitud condicional es —aunque, como sera mostrado en la subseccién 3.2.1, la presencia
simultdnea de efectos fijos y mixtos lleva a un modelo estadistico invalido.

En un caso especial del modelo VARCOMP (1.8), nosotros obtenemos

Zl 11+n dy‘ ~ 1

A _ N —
AGLs = » Qo =T 2i=1Yi (269
Zl 11+n d

Note que estas estimaciones coinciden cuando n;es constante, esto es, cuando el disefio estd
balanceado.

Recordemos que la aproximacion de los efectos fijos supone que los interceptos son fijos y
diferentes para cada persona. Por el contrario, el modelo de efectos mixtos supone que a; son
independientes idénticamente distribuidos (iid) variables aleatorias con la misma media, a. Una
versién econémica de la funcion log-verosimilitud varianza perfilada, basada en las férmulas de
reduccion de dimensién (2.66), tiene la forma

2

L(5, d)———{NT1n<S dzl hi ) Zln(1+nd)} (2.70)

Y como un caso especial de (2.50) para el ML restringido



N

! nLZd = =/
ZXiXi B 1+ nidxixi

i=1

N 2p
lRp(,Bd)=——{(NT m)ln(S dZH‘ >+ln

+ ) In(1 +nid)} (2.71)
)

Donde el escalar Sy h;se definen como

N
S=S5(6)= ) Iy~ XBII,
i=1

ng
1 1 = Iz
B = hi(B) = — > yiy = Xy = Vi = f'%e. (2.72)
[
j=1

La funcién log-verosimilitud Ip puede ser simplificada para datos balanceados (n; = n). En este
caso la funcién admite una solucion de forma cerrada para el maximo sobre d. En efecto, si n; =
n, entonces (2.70) toma la forma

L vnin(s — a2 4 Ninct + nd
210 1+nd n(l + nd)

Donde 4 = Z =1 h2 El MLE para d vuelve la derivada parcial a 0, lo cual da

n?A—-=S

Abajo consideraremos el caso cuando un modelo lineal con interceptos aleatorios admite una
solucion de forma cerrada. Una comprensiva cobertura del modelo intercepto aleatorio con igual
numero de observaciones por cluster (n; =n) con aplicaciones econométricas puede ser
encontrado en un reciente libro publicado por Hsiao (2003).

Modelo intercepto aleatorio balanceado (3)

En esta seccion consideramos el caso cuando n; = n y X; = X, los datos balanceados. Nuestro
propdsito es obtener expresiones cerradas para el ML estimado como hicimos en la seccién 2.3.
Primero se muestra que la estimacién GLS (2.67) no depende de d y coincide con la estimacion
oLs.

Si X; = Xtoma la forma

Bers = [ X'X nd B X'y nd s 2.74
Bows = T+nd ™ Y 1+ nd™ (2.74)
Donde y = ¥'1/n. (VER ANEXO INTERCEPTO ALEATORIO BALANCEADO)
(3) Modelo lineal intercepto aleatorio balanceado: Tema traducido y verificado del libro [1] Mixed

Models Theory and Applications de Eugene Demidenko, Dartmouth College, Wiley Interscience,
2004.



¢Como los efectos aleatorios afectan a la varianza de MLE?

Antes de avanzar al negocio de efectos mixtos es importante conocer como la presencia de
un efecto aleatorio afectaria la varianza de la mdxima verosimilitud estimada. éla
introduccion de los efectos aleatorios reduce o incrementa la varianza de los estimados de los
minimos cuadrados ordinarios? ¢Es la varianza del MLE una funcidn creciente o decreciente
de la varianza del efecto aleatorio? Responderemos estas preguntas para un modelo
balanceado con intercepto aleatorio donde existe una solucién en forma cerrada.
Encontraremos como la varianza escalada del efecto aleatorio d afecta la matriz de covarianza
de los minimos cuadrados generalizados estimados (2.74) en el modelo intercepto aleatorio
balanceado.

La matriz de covarianzas para el estimador GLS estd dado por

N
COv(ﬁcLs) = g? (ZX{Vi_1Xi>
i=1

Para el modelo intercepto aleatorio balanceado, la matriz de covarianza de (2.74) se reduce a

-1

2
. o
cov(PgLs) = na x'vix

—_ 0-2 XIX nzd ==/ -
-N T+nd ™~
0.2
= (X'X) Y +n2dX'X) Txx' (X' X)™1)

—02 X'x)™t nZdX'X_1 X'1,)(X'1,)' (x'x)1
—7<( )T = d (X)X L) (K 1) ( ))

2

o
= T((X,X)_l +dX' X)X, (X'X)7'X'1,)")

2

=S (woea(er ) (o))

a? d,r 1 0, _.'
- XIX -1 + _* [ m-1 ]
N ( ) N Om—l O(m—l)x(m—l)

Debido a la sentencia a) del lema 3.

Asi, se puede inferir lo siguiente:



La varianza del intercepto aleatorio en el modelo intercepto aleatorio con datos balanceados
afecta solamente a la varianza del término intercepto.

La varianza de la pendiente no cambia con d,.

Se puede interpretar este resultado diciendo que la correlacién igual por datos balanceados
no afecta la estimacion de la pendiente: a) El estimado GLS/ML no cambia; b) la varianza del
estimado no cambia (el mismo resultado se obtiene con regresion de Poison). Se aclara que
esto es verdad solo para datos balanceados. Para ilustrar esto, consideremos el ejemplo
previo con datos de familia desbalanceados.

Ejemplo (continuacidn). Consideremos los datos de las familias de la seccién 2.1, donde el
modelo LME (2.2) con igual correlacidon dentro de las familias tiene la forma del modelo
intercepto aleatorio (2.63). Los datos no estan balanceados y queremos conocer si el GLS
estimado (2.67) o su varianza dependen de d. En la figura 2.1 ploteamos la pendiente de la
alturay su SE como una funcién de d. Ya que los datos no estan balanceados, B;.s ¥ SE (BsLs)
cambian con d. Dos extremos son el OLS (d=0) y el estimador FE (d=o0). Note que la diferencia
entre los valores extremos de la pendiente es bastante pequefia.

Una forma atractiva del modelo intercepto aleatorio que es la prueba exacta estan disponibles
para una hipodtesis lineal sobre los coeficientes 3, ver la seccion 3.8 [1] para detalles.

Hacemos unos comentarios para las varianzas de los parametros en el ML restringido
estimado. Generalmente, RML son cerrados para el ML estandar estimado. La diferencia estd
en los grados de libertad del denominador. Para o2, el denominador es ajustado por el
numero de pendientes de efectos fijos (m-1) y para d por 1. Como aprenderemos en la seccién
3.14 el RMLE para el modelo intercepto aleatorio con datos balanceados son insesgados y
coincide con otros estimadores cuadraticos insesgados: norma minima, método de los
momentos y cuadrados de minima varianza. Interesantemente, para el modelo de
coeficientes aleatorios balanceados de la seccién precedente, ML=RML para a2, pero ellos
son diferentes para el modelo interceptos aleatorios balanceado.

I.Il. MODELO DE COEFICIENTE ALEATORIO BALANCEADO (4)

El modelo lineal de efectos mixtos LME se denomina balanceado si n;= constante y las matrices
de disefo de los efectos aleatorios Z; es la misma para todos los cluster (sujetos), Z; = Z.

Yi = Xif +Zb; + ¢, i=1,..,N ver(2.4)

Llamamos un modelo de coeficientes aleatorio balanceado a:

Vi = Xl-al- + &) i= 1, .,N (112)



Donde a; = ﬁ + bi = Alﬁ* + bi

Si ademas la matriz de diseio de efectos fijos es la misma para todos los X; = X individuales, el
modelo de coeficientes aleatorios es balanceado.

yi =XL + Xb; + ¢, i=1,..,N

(4)Modelo de coeficiente aleatorio balanceado: Tema traducido y verificado del libro [1] Mixed
Models Theory and Applications de Eugene Demidenko, Dartmouth College, Wiley Interscience,
2004.



FUNCION DE LOGARITMO DE LA VERSOSIMILITUD CON EL
SUPUESTO DE NORMALIDAD.

Funcién log-verosimilitud
1(0) =1In(L(B,0% D))
N I
10) = {— 7Tln(2n) - Ez In|o?(In, + Z;DZ})| -
i=1
02 S = XiB) (I + ZDZD ™ (i — XiB)]}

2

N
1(0) = {—%ln(Zn) - Z In(o®)™ + In|(I,, + Z;DZ})|

i=1
L N
=507 ) [0 = i)y, + ZDZ) ™ 0 = X))
i=1
Dejando a un lado el término constante C = — (%) In(2 ), debido a que no afecta al proceso

de maximizacioén, la funcién log-verosimilitud que consideraremos para el modelo LME esta
dada por

1®) =

1 1] — ’ N\ —
—E{Z?’n niIno? + XN [In|ly, + Z:DZ{| + 0 2(y; = XiB) (In, + Z:DZ)) " (y; — X:B)]}

1(0) = _%{NT Ino? + 2L [In|ly, + Z:DZ{| + 672 (y; = XiB) (Un, + Z:DZ) " (v — X1}
(2.14)

Donde O = (,B’, o?, vech’(D))’ es el vector combinado de parametros desconocidos.

En lo sucesivo vech(D) denota el vector k(k+1)/2 x 1 de elementos Unicos de la matriz simétrica
D de orden kxk, (Magnus 1988). Por lo tanto, la dimensidn total del vector de pardmetros es
m+1+k(k+1)/2. El estimador de méaxima verosimilitud mle maximiza la funcién [ sobre el
espacio de parametros

0 = {0: e R™, 02 > 0,D es definida no negativa}.

Note que buscamos un estimado de la matriz D en el conjunto de todas las matrices definida
no negativa, el cual serd denotado D, con una frontera finita, donde la matriz D es singular.
Existe una aproximacion alternativa tomada por Rao y Kleffe (1988), quienes supusieron que
la matriz D puede ser definida negativa siempre que la matriz (2.12) sea definida positiva. Esto
es verdad si y solo si, todas las matrices I, + Z;DZ; son definidas positivas. Sin embargo el
supuesto de la definicion de no negatividad de la matriz D es estadisticamente razonable
debido que D es una matriz de covarianzas. Estrictamente hablando, nosotros tratamos con
un problema de maximizacidn restringido no lineal, lo cual complica tremendamente a los



algoritmos numéricos. En efecto la probabilidad de dar con la frontera de @ es muy alta,
especialmente para N relativamente pequeno; los detalles se ven en 2.15.

La omision del termino C en (2.14) no afecta a la maximizaciéon de [ y estimacion de ML.
La matriz de covarianzas escalada del vector de la variable dependiente y; estad dado por:
Vi=Vi(D) =1y, + Z;DZ; (2.16)

Esta notacidon es usada a través del documento. Los efectos aleatorios inducen correlacion dentro
del cluster (grupo) entre componentes del vector y, debido a que la matriz V; es no diagonal.

Usando la notacion V;, la funcidn log-verosimilitud (2.14) puede ser re-escrita como

N
Nylno? + Z[lanil +07%¢,'V; et (2.15)

=1

1
[ =-5

Donde e; = ¢;(B) = y; — X3, (2.18)

es un vector residual n;x1, del i_ésimo cluster, i=1,...,N.

I.I. ESTIMACION DE LA MAXIMA VEROSIMILITUD

De forma similar puede llegar al otro determinante.

Usando las férmulas de reduccion de dimensién (ver anexos), la funcidn log-verosimilitud (2.14)
podemos re-escribirla en una forma equivalente y mas econédmica como

N
1
I(O) = —5{NrIno? + Z[lnl]k +DZ!Z)|

=1
N
40723 [0 = XiB) (hn, = Zi(l + DZIZ) ' DZ) (i = XiB)])
i=1

Considerando S; = ¢;(B) = e{e; = |ly; — X;B||?, la suma de cuadrados residuales del i_ésimo
cluster. (2.25)

N
1
1) = —5{NrIno? + Z[lnl]k +DZ!Z)|

=1

+0 23S — (Zie) (I, + DZ{Z;)"'D(Z{e)].  (2.24)

Una forma caracteristica del modelo (2.13) es que manteniendo la matriz D constante, | es
maximizado por el estimador de minimos cuadrados generalizado (GLS).

) I N\ — -1 14 N —
Bers = (TN X; (Un, +Z;DZ;) X)) (ZXa X (In, +Z;DZ;) y). (2.26)



Se puede mostrar que la matriz ¥}; X; (I, + Z;DZ{)™'X; es definida positiva si la matriz ¥; X; X;
es no singular como se supuso al comienzo de la seccién. En un caso especial cuando D=0, el
estimador GLS colapsa al estimador de minimos cuadrados ordinario (OLS),

BoLs = (Zliv=1Xi’(1ni + 0)_1Xi)_1(21iv=1 Xi (I, + 0)_1%’)- (2.27)

Otro caso extremo es cuando la matriz D tiende a infinito D = dI,d — oo. Luego, usando la
férmula de reduccién de dimensién (2.19) y denotando § = 1/d — 0, obtenemos

lim v, = lim (L, — Z;(DY '+ Zz]z)'Z))

lim v, = lim (I, — Z,(d L, + Z[Z)71Z))

d—co

lim V,™ =1, — Z; lim (81, + ZlZ) 7]

d—oo

Pero el ultimo limite es la matriz inversa generalizada de de Moore-Penrose (Albert 1972), tal que
zZt = (lsin%(é‘lk +2Z{Z,) 'z{, (2.28)
Note que si la matriz tiene rango completo, la matriz Z;Z; es no singulary

Z =(Z{Z;)"1Z|. Asi, el estimador GLS (OLS) para la matriz infinita D llega a ser

N -1, N
Bo = (Z Xi (In, — Z;lim (81 + Zi,Zi)_IZi,)Xi> (Z Xi (In, — Z;lim (81 + Z{Zi)_lz{))’i>
' =1

=1
) lJ + lJ
Boo = (Ba X! (U, — Z: ZD)X;) (TNa X{ Un, — Z: ZD)y:), (2.29)

Note que esta férmula trabaja aun cuando la matriz inversa de Y, X/ (Un, — Z; Z)X; es cero,
por ejemplo, sucede cuando X; = Z;A; en el modelo de curva creciente, capitulo 4. Ya que la

inversa generalizada de la matriz nula es la matriz nula S, = 0 para este caso.

El estimador (2.29) tiene una bonita interpretacion como el estimador de efectos fijos. En efecto,
consideremos el modelo de efectos fijos como una alternativa para el modelo LME, a saber,

Vi =Xiﬁ+Zibi+€i' bi esfijo

Y tan pronto {g;} son vectores aleatorios independientes con media cero y varianza ¢?2. En el
enfoque de efectos fijos, {b;, i=1,...,N} son parametros ruidosos desconocidos. Ya que los {b;} son
fijos y cov(y;) = o2, el estimador OLS es el mejor estimador lineal insesgado (BLUE), el cual
minimiza la suma total de cuadrados,

phim Filly = Xip — Zibi|)?, (2.31)
’ DN

Podemos rescribir este problema de optimizacién como un problema de minimos cuadrados
estandar introduciendo una matriz compuesta Nrx(m + Nk),



X, Z, 0 .0

X, 0 Z
w=1[x2]=|"? 2 , (2.32)

Xy 0 0 .. Zy

Conv = (B',b")’. Luego (2.31) es equivalente a ||y — Wv||?, donde y y X estén definidas en (2.8).
La solucién OLS para la ultima suma de cuadrados tiene el minimo

Smin =Y'(I = WW™)y. (2.33)

Alternativamente, podemos obtener una férmula econémica para (2.33) manteniendo f
constante y minimizando la suma de cuadrados sobre {b;}. En efecto, si 8 es fijo, la forma
cuadrdtica en (2.31) puede ser minimizada para b; separadamente. Como sigue de la teoria de
minimos cuadrados con la matriz de disefio no necesariamente de rango completo (Rao 1973,
Graybill 1983), los estimados son b, = Z}(y — XB), con el minimo

rr%)inllyi —XiB = ZibilI*=(vi — XiB)' (Un, — Z: ZH) (i — XiB), (2.34)

Después, minimizando (y; — X;)" (I, — Z; ZH)(y; — X;B) para B finalmente conduce a (2.29).
Podemos interpretar este resultado diciendo que el modelo de efectos fijos corresponde al
modelo de efectos aleatorios con matriz de covarianzas D cuando tiende a infinito.

Cual de los modelos, (2.4) o (2.30) es mejor: ¢ efectos aleatorios o fijos? Uno no puede responder
esta pregunta porque esta eleccidén es en efecto, un supuesto; algunas discusiones sobre este
tépico puede ser encontrado en la literatura de varianzas de componentes, por ejemplo, Searle
(1971b), Lindman (1992). Claramente, un modelo de efectos fijos es menos restrictivo y es facil
manejar debido a que se reduce a un modelo lineal estandar, pero el precio es que el nimero de
parametros ruidosos se incrementa con el nimero de sujetos (cluster). En particular, el enfoque
de efecto fijo serd preferible si el nimero de cluster (N) es pequefio y el nimero de observaciones
por cluster es grande. Un model general de curva de crecimiento, sera considerado en el capitulo
4, es un compromiso razonable entre modelos de efectos fijos y aleatorios. Como sigue de (2.29),
el estimador OLS de efectos fijos, [?oo, es inconsistente para 8 cuando n tiende a infinito a pesar
de un numero creciente de pardmetros ruidosos, si la matriz inversa es no singular. Un caso
especial de un modelo lineal con un cluster especifico con término intercepto es considerado en
la seccidn 2.4. En la subseccidn 3.2.1 explicaremos porque la combinacion de efectos aleatorios y
fijos al mismo tiempo conduce a un modelo invalido.

Como aprenderemos mas tarde, la cantidad S,,;, juega un rol importante en el modelo LME;
particularmente, la desigualdad

N
Smin = Z()’i - XiBoo)’ (In, = Z: ZH)(yi — XiPw) > 0
i=1

Provee una condicidn necesaria y suficiente para la existencia de la maxima verosimilitud
estimada, seccién 2.5. También, S,,i, s la caracteristica clave de la prueba estadistica para la
presencia del efecto aleatorio (seccién 3.5) y MINQUE para el pardmetro o2 (subseccién 3.10.2)

Probaremos que es el limite inferior para la suma ponderada de cuadrados, o0 mas precisamente,



N = XiB) (I, + Z;DZ) " (y; — XiB) = Smin, (2.36)
Para cualquier § y D.

Demostracién. Primero mostraremos que (I + Z;DZ{)™ = (I — Z; Z;"). Multiplicar ambos lados
de la desigualdad por I + Z;DZ; siguiendo una sencilla Algebra matricial

(I+zZ,DZ) YU +2z;pz)) = (U -2Z;Z)H(I + Z;DZ))
[ >1+Z,DZ{-Z; Z; + Z; Z; Z;DZ], pero Z; Z} Z; = Z;
[ >1+Z,DZ{-Z; Z; + Z;DZ]
lo que resulta
[>1-Z,Z}

De aqui, el lado izquierdo de (2.36) es mayor que o igual a Sp,in

N N
Z(}’i = XiB) (In, + ZDZ)) " (y; — XiB) = TT;}HZ(}G’ ~XiB) (Un, — Z; Z) (i — XiB)
i=1 i=1

Lo cual completa la demostracidn.

1.1l FUNCION DE LOG-VEROSIMILITUD PERFILADA

Tomando la derivada de (2.14) con respecto a 2, es facil ver que la funcién | se maximiza en

N

o 1 , N

6% = N—TZ(yi —XiB) (I, + Z:DZ) " (y; — XiB), (2.37)
i=1

Lindstrom and Bates (1988) and Wolfinger et al. (1994), entre otros, tomaron ventaja de la
formula (2.37) y sugirieron la funcién log-verosimilitud varianza perfilada sustituyendo (2.37) en
(2.14). Esto conduce a un problema de maximizacién equivalente con o2 eliminada del modelo.

N N
1
L,(B,D) = _E{NTIHE[(:W - XB)'Vi (i — XiP)] + Zln|Vi|} (2.38)
i=1 i=1

Donde la constante ¢ = %NT(NT — 1) esignorada (el indice p indica que la funcién es perfilada).

Aplicando las féormulas (2.19) y (2.21) y suponiendo que D es no singular, obtenemos una
parametrizacion de reduccion de dimensién econdmica de la funcién perfilada,

N N
S, — 1/ (D~" + M)~ r;] + z In|l + DMil} (2.39)
=1 =

i=1

1
L,(B,D) = —E{NTln

i

Donde S; estd definidaen (2.25), 1, =Ze;, M; =Z;Z; (2.40)



Ademas, en la parametrizacién (2.39) podemos considerar D_= D~! como el argumento;
algunas veces esta matriz es llamada matriz de precisién. Esto conduce a la parametrizacion de la
matriz de precision

N N
1,(8,D) = ——{NTlnz [S; — 7,/ (D_+ M)~ 'r;] +21n|D_+Ml-| —NIn|D_|} (2.41)

i=1 i=1

Una posibilidad adicional es excluir § usando la férmula GLS (2.26). Necesitamos el siguiente
resultado general para obtener la tltima funcién (a2, 8)-perfil log-verosimilitud.

Usando la notacidén “larga” (2.8), la suma total de cuadrados puede ser re-escrita como
N ny—1 _ n7—1
a0 =XV i = XiB)] = v = XB)' VT (y — XB)

Luego aplicando la proposicién 1, obtenemos

a=min ) G- XBV 0 XiB)  (242)

= (v - (Caevs) (T ) (X xevs)

Consecuentemente, si V; es conocida, el estimador GLS (2.26) conduce a la siguiente férmula para
(2.37)

6&5—[;2;?9",\,—2@1 XiBYVi ™ 0= XiB)

q

A2
OGLs =
Nr

La funcién log-verosimilitud perfilada completamente, como una funcion de D _, esta dado por

L,(D.) = —%{NT In(q(D_)) + ElnlD_ + M| —NIn|D_[}, (2.43)

i=1

Esta forma de funcién log-verosimilitud es tal vez la mds econdmica debido a las cantidades tales
como Y. yi'vi, Z;'vi, X X;'yi, y X X;'X; puede ser calculado previamente. La parametrizacién de
la verosimilitud perfilada esta bien adecuada para la construcciéon del intervalo de confianza de la
verosimilitud perfilada., ver secciéon 3.4 [1].

.  MAXIMA VEROSIMILITUD RESTRINGIDA.



Es conocido que la estimacion de la varianza de la maxima verosimilitud es sesgada para muestras
finitas. Por ejemplo, en un modelo de regresién lineal estéandar y~N'(XB,a2I) , el MLE de la

. ~ X . . ,

varianza U,E,L = subestima a2, donde SS es la suma residual de cuadrados, n es el nimero de
b . ’ . . .z . . 2

observaciones, y m es el nimero de coeficientes de regresion. El estimador insesgado de g“ es
SS . .

— lo cual toma los grados de libertad en cuenta. Para reducir el sesgo en los componentes de

varianza del modelo, Patterson y Thompson (1971), y después Harville (1974), sugirieron la
modificacion de la funcion de verosimilitud estandar usando minimos cuadrados residuales
generalizados. El método resultante se conoce como restringido (o tal vez mds precisamente,
Residual) Estimacion de maxima verosimilitud (RMLE). Laird and Ware (1982) aplicaron este
método al modelo LME (2.13).

Primero obtenemos el RML para el modelo lineal general y luego aplicarlo al modelo LME.

Sea el modelo lineal general definido como y~N'(Xf,V) donde X es la matriz nxm de rango
completo y V es la matriz de covarianzas nxn, dependiente de algunos parametros 6. En la
estimacién RML maximizamos la funcion log-verosimilitud para el vector residual é = y — XB,
donde S es el estimador GLS, f = (X'V~1X)"1X'V~1y. Note que y tiene distribucién normal
también. Ademas, y é son independientes porque

cov(X'V~1y,é) = cov(X'Vly,y — XB) = cov(X'V 1y,y - X(X'VIX)T1X'V~1y)

Esto implica que la funcién de verosimilitud para y es el producto de la funcién de verosimilitud
para @ y para 3. Pero B~N'(B, (X'V~1X)™1), y por lo tanto la funcién log-verosimilitud para el
vector residual &, sin considerar la constante, es

Ly, 60 = L(B,¢,6)
L(y, &) = L(B, OL(&,6)
Iy, ) =1(B,0) +1(& 0
[y, )~ 1(B,6) = 1(&, 0)

1(é,0)

1 ~ ’ ~

Pero ya que

b —XB)V Iy —XB) = (y—XB) Vi (y—XB) + (B - B) X'V 'X(B - B)

Podemos re-escribir la funcion log-verosimilitud para é como

1
l(e,0) = —E{lan’V_le +In|V| +é'vV1é}



Claramente, la maximizacion de esta funcidn es equivalente a
A 1 7—1 n7—1
lr(8,0) = —-{nX'VX| +In[V] + (y - X'V (y — XB)} (2.46)

Porque la maximizacién de I para § da é =y — XB. La funcién Iz es llamada funcién log-
verosimilitud residual. Note que I difiere de la funcidn log-verosimilitud estandar por el término

1 _ . . I
—Elan’V 1X|. Como una palabra de precaucién, Iz no es una funcién log-verosimilitud real y

consecuentemente la matriz de covarianza para 6 no puede ser obtenida como la inversa de la
segunda derivada esperada. Aunque asintéticamente, ML y RML y las respectivas matrices de
covarianza coinciden, ver subseccion 3.6.3 [1].

Ya que las versiones regular y restringida difieren por el término —0,5In|X'V ~1X| que se traduce
a ln|Z Xi'Vi_lXi| para el modelo LME, llegamos a la funcion RML

1
Ly(0) = 51Ny —m)Ino? + In |Z XV

N
+ ) [Vl +07201 = XBY Vi 0= XiB)] [ (247)
i=1
Note que esta es la funcidn log-verosimilitud estandar (2.14) aumentado por el término

—%{—m Ing? +In |Z Xi'Vi_1Xi|}- (2.48)

La funcién log-verosimilitud para RML puede ser reparametrizada siguiendo la linea de la
reparametrizacion previa. Por ejemplo, llegamos a la funcién o2—perfilada RML sustituyendo

A~ 1 ' N—
0k = i = XiB) (I, + Z:DZ) " (y; — XiB), (2.49)

- Nr—m

dentro de (2.47), lo cual conduce a la funciéon log-verosimilitud de varianza perfilada (hasta un
término constante)

LRP(.B'D) =
_%{(NT —m)In[ZiL, i = XiB)'Vi i = XiB)] + In[Z X'V, + T Infvil},  (2.50)

Note que los grados de libertad en la versién restringida del estimador o2 (2.49) son ajustados
por el nimero de efectos fijos, m. Sin embargo, si el nUmero de observaciones es mucho mayor
gue m, el ajuste sera despreciable.

Podemos llegar ademds a la parametrizacion de reduccion de dimensién usando las formulas
(2.19)-(2.23) [1]. En efecto, podemos usar todas las parametrizaciones log-verosimilitud
previamente obtenido aumentado por el término (2.48). Claramente, uno puede usar las férmulas
(2.19) para reducir la dimensién de la matriz inversa en (2.48).



IV. MODELO LINEAL DE EFECTOS MIXTOS BALANCEADO (5)

En esta secciéon consideramos un caso muy especial del modelo LME (2.4), el modelo de
coeficientes aleatorios balanceados. En este modelo todos los cluster tienen el mismo tamano
m=nyzZ=X;=2;, i=1,..,N, (2.51)

Donde la matriz Z es de rango completo. En la presentacién de (1.12), puede ser llamado el modelo
de coeficientes aleatorios balanceados. Este modelo es atractivo porque nos permite obtener
estimaciones de maxima verosimilitud en forma cerrada. Una situacidn mas general cuando MLEs
admite formas cerradas sera considerada en la subseccion (4.1.5).

Primero, notemos que para el modelo (2.4) con datos (2.51), el estimado de los efectos fijos (2.29)
es cero porque la matriz a invertir Z'(I — Z(Z'Z)~*Z')Z , es nula y por lo tanto la inversa
generalizada también es nula. Segundo, el modelo con datos balanceados puede ser representado
en formato rectangularcomo Y = ZB1' + E, donde Y es uma matriz nxN y 1 es un vector de unos
Nx1; E es la matriz del término del error nxN con media cero, filas mutuamente independientes,
con la matriz de covarianzas 62V = ¢2(I + ZDZ'). Este modelo es un caso especial del modelo
cldsico curva de crecimiento Y = ZfX + E, donde los vectores columnas de E son iid con matriz
de covarianza no estructurada, estudiada por muchos autores: Potthoff and Roy (1964), Rao
(1965), Khatri (1966) y Grizzle and Allen (1969). Pan y Fang (2002), donde fue denominado simple
el modelo de curva de crecimiento. En particular, los Ultimos autores obtuvieron formas cerradas
para los parametros de la varianza, Como lo hacemos abajo en el teorema 2.

(5) Modelo lineal de efectos mixtos: Tema traducido y verificado del libro [1] Mixed Models Theory
and Applications de Eugene Demidenko, Dartmouth College, Wiley Interscience, 2004.

Iniciamos probando que el modelo (2.4) con los datos (2.51), el estimador GLS (2.26) colapsa al
estimador OLS y por tanto aquello no depende de la matriz D. Mas precisamente,

Bers = Bors = (Z'2)71Z'y,  (2.52)
Donde

- _ Z?]:U’i
y N

Y por lo tanto la minimizacién de la suma ponderada es equivalente a la minimizacion de
(7 —ZB)'V-Y(y — ZB), porque el primer término es constante, Ademas, denotando f =
(Z'Z)71Z'y y aplicando la férmla de reduccién de dimensién (2.19) para el Gltimo término de
(2.53), obtenemos

F-2B)VIG-2p) = (6 —2(B - P)) [ - 2D +2'2)72')(¢ - Z(B - B)), (2.54)

Donde é = y — Z[3 es un vector residual. Pero como en el modelo lineal estandar, los regresores
y los residuos son ortogonales, Z'é = 0, porque

Z'e=27'[1-2(2'2)"'Z']y = 0.



De aqui, la suma (2.54) se simplifica a
e+ (z(B-B) V(2B -pB)

Finalmente, ya que la matriz Z'V~1Z es definida positiva, el minimo de (2.54) ocurre en 8 = ﬁ;
asi, (2.52) esta probada.

Asi, de (2.52) vemos que para un modelo de regresién con coeficientes aleatorios balanceado,
OLS=GLS=MLE.

V. MODELO DE CURVA DE CRECIMIENTO LINEAL (LGC).(6)
MODELO DE CURVA DE CRECIMIENTO LINEAL (LGC)

(1) y;=Zia;+g , €(g)=0, cov(g) =02l

(41) a; = ALB + bi , € (bl) =0, COU(bi) = O'ZD

N AlA;  esnosingular
Z; es de rango completo, rank(Z;) = k < n;
Vi n;x1 respuesta, & mn;x1
Z;  mixk  matriz de disefio
a; kx1 vector de coeficiente individuales
a; y & son mutuamente independientes
A; kxm matriz de disefio
B mx1 vector de pardmetros
o’ escalar varianza dentro del sujeto
D kxk parametros de varianza escalada

(6) Modelo de curva de crecimiento lineal: Tema traducido y verificado del libro [1] Mixed Models
Theory and Applications de Eugene Demidenko, Dartmouth College, Wiley Interscience, 2004.

Estimacion del modelo de la curva de crecimiento lineal

4.1.1 Matriz D conocida, de 2.28
Bers=(EM L AZIVT Z,A) Y (T ALZIV  yy)

Con  cov (BGLS) = ‘72(2%\’:1A§Z{Vi_1zi‘4i)_1



V= Iy, + Z;DZ;

W, = (Z'Z)*+D, i=1,..,N

Aplicando la férmula (2.25) de la reduccién de dimensidn, obtenemos:
Iy— ! - ! -1 !
ZiVily = Z [1 —~ 2,0+ Z,Z) Zi]yi
! ! - ! -1,
= (Zi —Z,Z,(D™" + Z,Z)) Zi)yi
’ ! _1
= (1-Zzo +22)") 2y,
’ ’ -1 , , -1
= ((D‘1 +22)(D7 ' +2.2)  —ZZ(D' +2.Z) )Z{yi
-1 4 Y -1 ’ -1 I
= (0 +22) - zz.) (07 +22) " Z}y,)

=D }(D7' + Z;Zi)_lz{yi

(DY +7;2)D) "' Z;y,

=(1+ Z;ZiD)_lz{ y;

=+ Z;ZiD)_l(Z;Zl.)(Z;Zi)_l(Z{ )

= [(ZZ) ™" + ZiZ:D) (227 (Ziy,)]
= [(Zz)™" + DI |(Ziz) " Ziy]

=Wt af

Dondeaf = (Z{Z) 'Zyy,  (4.11)

El estimador se convierte en una version econdmica

(Z AgWi—la;’> (4.10)
i=1

cov(ﬁcLs) = (% A'l-Wi_lAi)_1

N

Z(AQWi_lAi)

=1

Bers =

Modelo de curva de crecimiento lineal (LGC) en forma matricial



Yi= Zia; + &
a; = Aif + b;

yi= ZiAip+Zib; + ¢

}’1 ZlAl Zlbl + 51

S I R ;

YN ZNAN ZNbN + EN
Y=XB+n n= [ :

ZNbN + EN
7,07} +1 0
Y =wvar(n) = o2 v(n) = 0% ZDZ; + 6?1
0 ZnDZY +1

Y =var(n) = o*V x=v(mn)

p=xz%x)"xxY

Z AN\
) [(Z14)" - (ZyAN)'1(e?V)!

_ -1
12,4,
ZnAy

= g2 Z(ZiAi)'(ZiDZi' +D7HZA)

B=<[(le41)' v EyAn)1(e?V) ™

}’1]
ZnAn YN

| [2Dz] +1 0

o?

([(ZlAl)' = (ZyAn)']

0 ZyDZ} +1

(Z,DZ] + I)_lZlAl
= 0'2[(21141)’  (ZyAp)'] :

(ZyDZy + 1)1 ZyAy

A 0-2 -1

B = F(Z(ZiAi),(ZiDZiI + I)_l(ZiAi)) z(ZiAi),(ZiDZi’ + D7y
N -1y

g = ( ALz + ZiDZ{)-lziAi> ZA;Z{(I +2,0ZD) 1y,
i=1 i=1

ALGUNOS CASOS DE MODELO DE CURVA DE CRECIMIENTO LINEAL (7)

Llamamos un modelo LME un modelo de curva de crecimiento balanceadosi X; =Xy 4; =
I ® q;', donde g;es un vector columna px1y ® es el producto de Kroneker.



10 0 q11’

Al—1®ql'=[0 1 0] ®:
0 0 1y L 1xp
(91 dp] [0 o] [0 0]
= 1[0 0] [9 dp] [0 0]
[0 0] [0 0] [d1 p]

Donde m=pk.
De manera especifica
y; = X;a; + ¢, con a; =A;"+b;, i=1,..,N
Remplazando en el modelo, queda
vi=X;(4;*+b)+¢, i=1,..,N
yi =Xi(U®qNB" +by) + ¢
con B = A;B* remplazamos y queda,
yi =Xi(B+ D)+ ¢
Ejemplo para ilustrar el modelo de crecimiento

En un estudio longitudinal se analiza el crecimiento de un grupo de N nifios en funcién del
tiempo y de la influencia que tiene el consumo de calcio. y; es un vector n;x1,

yij es la estatura del nifio i en el tiempo j ,
tij es el tiempo j en que el nifio i consume la dosis de calcio y se mide la estatura,
&;j es una variable aleatoria N (0, a?).

Yij = Qi1 + Qiptij + €&

La misma ecuacion en forma vectorial es:

1 tip,

Donde los coeficientes aleatorios a;q, a;; estan en funcién del consumo de calcio
aj; = By + B¢ + by
ajz = B3+ Paci + biy

Donde
b;1, b, son variables aleatorias normales con media 0 y varianza 62,1, 02, no correlacianados

En forma matricial es



aiz B3
Ba
Esto es
a; = ®q;")B+b;
Entonces
yi = Xia; + &,
1 tll
Donde X; =i ]
1 t,

(7) casos de curva de crecimiento lineal: Tema traducido y verificado del libro [1] Mixed Models
Theory and Applications de Eugene Demidenko, Dartmouth College, Wiley Interscience, 2004.

V.I.LESTIMADOR GLS (GLS *MINIMOS CUADRADOS GENERALIZADOS*)
Implementacion del modelo LGC

El estimador GLS (minimos cuadrados generalizados) tiene la siguiente implementacion de dos
pasos:

1.- Separadamente estimar (4.1) y; = Z;a; + &; por el OLS para obtener (4.11) paracada i’ =
L.,N  af=Zz)"Zy,

2.- Reemplace a; con a? en (4.2) a; = A;f + b; y aplique minimo cuadrado ponderado
(4.9)

a; = A;f + b;

al = (Z{Zi)‘lZ;yi Vi =ZAiB +Zb; + ¢
af = (ZiZ) ' Z(ZAB + Zib + £)

af = (Z]Z) ' Z,ZAB + (Z{2) T ZiZ;b; + (Z{Zi)_lzégi
af = A+ b+ (ZZ) Zie,

Se observa que:

V(@ad) = 02D + V((ZZ) Z;e)



oD + (Z/2)"1Z,0?

02D + 02(Z{Z) " 2, Z,(Z{Z)
=a?(D +(Z{Z)™)
De aqui

€(@)=4p , V(&)= cov(ai)
o?W; = o*(D + (Z{Z)™)

Y por lo tanto 4.10 como una implementacidn de los minimos cuadrados ponderados con peso
w;t

Dos casos para D

D =0, entonces

Bows = (Z Al(ZiZ) ™t + D]‘l)_l (Z AW a?)

-1
bos = (D 4iziz:) () Aizizia?), donde af = (Z{2) ™2}y,

N
Bovs = (Z A;Z{ZiAi> D 4iziv) @12
i=1

ElotrocasoD - 00 , D=dl y d—- o
-1
O azyr+oyra) (O a@zy + ) af)

= 1im (Y aiczo +ania)” (Y an@izo + an-iaf)

= ‘11133 <z Aj ((Z{Zi)‘l + %1) Al-)_l <Z A ((zi’zi)-1 + %1)_1 ag’>

-1

= lim (Z ANdZIZ) ™ + 1)—1;11-)_1 (z A(d(Z(2)7 + D7ap)

= (X))



-1

EOLS:< A;Ai> < Aga?)

Estos estimados pueden ser interpretados como minimos cuadrados ordinarios aplicados a la

i
-

segunda etapa del modelo (W; = I, no ponderado)

V.VI. MODELO DE CURVA DE CRECIMIENTO ESPECIAL (RECTANGULAR)
(RLGC)(8)

Definicidn.- El RLGC con igual matriz de disefio es llamado el modelo de curva de crecimiento
balanceado BLGC, en adicion a (4.38) A; = (I ® q;) qjespxl tenemosn;=n, Z =Z; con
k.p <ncuandop=1vygq; =1, BLGC = BRC o mas precisamente el modelo de la curva de
crecimiento colapsa al modelo del coeficiente aleatorio balanceado como en la seccion (2.3),
GLS = OLS para el modelo BRC.

Teorema 25. Para el BLGC model, 855 no depende de la matriz D y coincide con el estimador OLS
Bi=Caqq) (T Clia?j), j=1,,k y cov(f;) = 02((2'2)5’1 +D;;))Xqiq)?

(8) Modelo lineal mixto: Tema traducido y verificado del libro [1] Mixed Models Theory and
Applications de Eugene Demidenko, Dartmouth College, Wiley Interscience, 2004.

V.VIl. ESTUDIO LONGITUDINAL POR MEDIO DE MODELO DE CURVA DE
CRECIMIENTO (9)

ESTUDIO LONGITUDINAL DE UNA PRODUCCION AVICOLA-(EN R).

(9) Crecimiento de cada pollito a través del tiempo: Crowder, M. and Hand, D. (1990), Analysis of
Repeated Measures, Chapman and Hall (example 5.3)...

Descripcion:

Para ilustrar el modelo de efectos mixtos consideramos un estudio longitudinal que nos
provee el programa R en la cual presenta los datos de peso, tiempo pollito y dieta
suministrada.

La base de datos ChickWeight tiene 578 filas y 4 columnas de un experimento para
observar el efecto de dieta en el crecimiento de los pollitos.



Weight: Es un vector numérico que nos indica el peso del pollito a través del tiempo.

Time: NUmero de dia que la dieta es suministrada al pollito y que la medida del peso fue

tomada.
Chick: Es un factor ordenado de 1 a 50 que identifica el numero de pollitos.

Diet: Es un factor de niveles de 1-4 que indica la dieta que recibe el pollito en cada
medicion de su peso durante todo el estudio (Cada pollito recibe uno y solo un tipo de
dieta).

Detalles:

Los pesos de los pollitos son medidos al nacer y cada dos dias, hasta el dia 20. También
fueron medidos el dia 21.Hubieron 4 grupos de pollitos con diferentes dietas.

Para observar el crecimiento de los pollitos de manera individual se utilizé
plot (ChickWeight)
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(IR RN NN NN NN NN NN AN NI NN
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Figura 1: Crecimiento de cada pollito a través del tiempo.
Crowder, M. and Hand, D. (1990), Analysis of Repeated Measures,
Chapman and Hall (example 5.3)...




El crecimiento de los pollitos en funcién del tiempo en un mismo plano

plot(weight~Time,ChickWeight,col=Chick,pch=as.numeric(Chick))
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Figura 2: Crecimiento de los pollitos a través del tiempo en un mismo plano.
Crowder, M. and Hand, D. (1990), Analysis of Repeated Measures,
Chapman and Hall (example 5.3)...

Modelo de intercepto aleatorio

Welgh.tu = ,80 +B1Tlm€l] + bi + gij' ] = 1, ...,Tli,i = 1, o, N

ml=1lme (weight~Time, ChickWeight, ~1|Chick)
summary (ml)

Linear mixed-effects model fit by REML
Data: Chickweight
AIC BIC TogLik
5627.398 5644.822 -2809.699

Random effects:
Formula: ~1 | chick
(Intercept) Residual
StdDev: 26.79274 28.27404

Fixed effects: weight ~ Time
value Std.Error DF t-value p-value

(Intercept) 27.845104 4.387674 527 6.34621 0
Time 8.726062 0.175518 527 49.71592 0
Correlation:
(Intr)

Time -0.422



abline (27.845104,8.726062)

Los coeficientes explicativos del modelo son:

Weightij = 27.845 + 8726062Tlmel] + bi + Ei]', ] = 1, ...,Tli,i = 1, ,N

Los coeficientes del modelo lineal de cada pollito se encuentran en el anexo.

Segln el modelo 1 existe fuerte evidencia estadistica que los pollitos tienen su propio
intercepto considerando que tienen la misma pendiente.

El modelo de coeficientes aleatorios con intercepto de tiempo por pollito es:

Weightij = (BO + bil) + (‘81 + biz)Timei]- + 5ij: ] = 1, ...,Tli,i = 1, ,N

m3=1lme (weight~Time, ChickWeight, ~Time |Chick)
summary (m3)

Linear mixed-effects model fit by REML
Data: Chickweight
AIC BIC 1ogLik
4839.499 4865.636 -2413.75

Random effects:
Formula: ~Time | Chick
Structure: General positive-definite, Log-Cholesky parametrization
StdDev corr
(Intercept) 11.854721 (Intr)
Time 3.760789 -0.951
Residual 12.786927

Fixed effects: weight ~ Time
value Std.Error DF t-value p-value

(Intercept) 29.177998 1.9572600 527 14.90757 0
Time 8.453052 0.5408264 527 15.62988 0
Correlation:
(Intr)
Time -0.871

Number of Observations: 578
Number of Groups: 50

El valor p del intercepto y el tiempo son adecuados esto significa que cada pollito tiene su
propio peso de inicio y su propio crecimiento. Es decir que cada pollito tiene una forma
diferente de crecimiento.

Modelo 4:

Modelo de Coeficientes aleatorios con intercepto tiempo y pollito anadiendo el efecto
por dieta es:



Weightij = (,80 + bil) + (ﬁl + biz)Timel-j + ﬁzDiet + gi]" ] = 1, ...,Tli,i = 1, ,N

Linear mixed-effects model fit by REML
Data: Chickweight
AIC BIC TogLik
4821.754 4860.912 -2401.877

Random effects:
Formula: ~Time | Chick
Structure: General positive-definite, Log-Cholesky parametrization
Stdbev corr
(Intercept) 12.404362 (Intr)
Time 3.759579 -0.981
Residual 12.784862

Fixed effects: weight ~ Time + Diet
value Std.Error DF t-value p-value
(Intercept) 26.356156 2.2907133 527 11.505655 0.0000

Time 8.443779 0.5403076 527 15.627725 0.0000
Diet2 2.838620 2.3626972 46 1.201432 0.2357
Diet3 2.004432 2.3626972 46 0.848366 0.4006
Diet4 9.254785 2.3657267 46 3.912026 0.0003

Correlation:
(Intr) Time Diet2 Diet3
Time -0.796
Diet2 -0.351 -0.004
Diet3 -0.351 -0.004 0.344
Diet4 -0.350 -0.005 0.343 0.343

Standardized within-Group Residuals:
Min Ql Med Q3 Max
-2.76169054 -0.57577683 -0.03526591 0.47887989 3.50246956

Number of Observations: 578

Number of Groups: 50

Los coeficientes tienen un valor p< 0.05 lo que indica la diferencia de la forma del
crecimiento de los pollos dependiendo de su dieta.

CRITERIO DE INFORMACION DE AKAIKE entre eL modelo 3y el modelo 4 nos indica lo
siguiente

df AIC
m3 |6 4839.499
m4d |9 4821.754
AlC=-21-

Y la tabla ANOVA entre el modelo 3 y el modelo 4 nos da los siguientes resultados

Model df AIC BIC loglLik
6| 4839.499| 4865.636 -2413.75
9| 4821.754| 4860.912| -2401.877




El valor p<0.0001

Para culminar y apreciar de manera detallada tomaremos un pollo y observaremos su
crecimiento con los efectos de peso y tiempo del pollito. Detalles del modelo logistico al
final de los anexos.

plot(weight~Time,ChickWeight,subset = Chick=="21")

abline(26.356156+2.838620-22.66139027,8.443779+7.5100731)
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Figura 3: Crecimiento de un pollitos con los efectos de peso y tiempo.
Crowder, M. and Hand, D. (1990), Analysis of Repeated Measures,
Chapman and Hall (example 5.3)...
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Figura 4: Crecimiento de un pollitos con los efectos de peso y tiempo. Modelo
Lineal y Modelo Logistico de cuatro parametros. Crowder, M. and Hand, D.
(1990), Analysis of Repeated Measures, Chapman and Hall (example 5.3..

Los coeficientes de los modelos lineales quedan asi:

> | coef(m3)
(Intercept) Time

18 31.58 7.53
16 48.96 0.93
15 47.36 2.04
13 46.63 2.09
9 46.85 3.02
20 42.10 3.50
10 41.42 3.94
8 40.15 5.09
17 40.90 4.69
19 37.81 4.72
4 35.57 5.95
6 36.49 6.85




11 34.23 8.33
3 28.22 8.19
1 29.65 7.68
12 28.16 8.07
2 27.87 8.53
5 23.43 9.66
14 19.18 12.04
7 14.02 12.69
24 50.59 141
30 36.95 6.05
22 37.14 6.07
23 34.90 6.91
27 31.94 7.26
28 25.33 9.61
26 23.86 9.90
25 20.73 11.22
29 15.89 11.83
21 9.81 15.77
33 38.03 6.34
37 33.64 6.45
36 24.89 10.04
31 23.82 9.74
39 21.76 10.44
38 17.56 11.63
32 15.22 13.06

14.16 13.21

40




34 9.46 14.69
35 3.82 17.25
44 36.19 6.98
45 32.02 7.91
43 32.85 9.47
41 31.38 8.63
47 30.43 8.74
49 26.41 10.02
46 25.79 9.85
50 21.26 11.46
42 19.45 11.84
48 13.06 13.37

Tablal: Coeficientes del Crecimiento de los pollitos

En donde se observa solo el tiempo que se toma cada pollo en crecer dependiendo de la dieta
gue tome lo cual se puede observar su comportamiento en el siguiente grafico

plot(ranef(m4))
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Figura 4: Crecimiento de los pollitos dependiendo de la dieta que tomen.
Crowder, M. and Hand, D. (1990), Analysis of Repeated Measures,
Chapman and Hall (example 5.3)...

VI. MODELO LME MULTIDIMENSIONAL (10)

Para fijar la idea tomamos un ejemplo con peso, altura y tamafio de pie de los miembros
de las familias, entonces es razonable suponer que tenemos dos modelos de interceptos
aleatorios; un modelo mixto para el peso en funciéon de la altura y un modelo mixto para
el tamafio del pie asi mismo en funcién de la altura, de los miembros de las familias.

W; =i+ p1H; + biy + €4
S; =X+ BH; + bi + &7
bl'l""’N(O, O-Zdl) ) bi2~N(O, O'Zdz)

gil"’N(O,O-ZI) ) giz"’N(O,O-ZI)

Algunos supuestos pueden hacerse:
1.- El supuesto mas simple es que los dos modelos LME son independientes.

2.- Los errores de los modelos en una misma familia estan correlacionados. Pero
b;; vy b;z no. Podemos suponer que para cada familia la correlacidn entre la desviacion
del peso y tamaio del pie es la misma.

3.- ej1 Y €;» estan correlacionados, pero b;; y b;; también estdn correlacionados.

Luego ademas de la distribucion para e; el par (b;; , b;)’ tiene distribucién normal en dos
dimensiones.

(10) Modelo lineal mixto: Tema traducido y verificado del libro [1] Mixed Models Theory and
Applications de Eugene Demidenko, Dartmouth College, Wiley Interscience, 2004.



CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

CONCLUSIONES.-

1.- El modelo de efectos mixtos permite estudiar el comportamiento de una variable de
respuesta en funcion de variables explicativas y variables aleatorias.

2.- Las variables explicativas permiten identificar el nivel de la variable de respuesta pero
las variables aleatorias permiten considerar la correlacion existente en la misma familia o
individuo.

3.- Las férmulas de reduccién en muchos casos permiten simplificar los calculos para
encontrar las inversas de las matrices.

4.- En el modelo de la curva de crecimiento lineal (LGC) para el caso de que D=dI| para d=0,
el estimador 8 se reduce a S5 (minimo cuadrado ordinario aplicado a la segunda etapa
del modelo 4.1, 4.2 W; = I.

RECOMENDACIONES.-

1.- Continuar estudiando los modelos mixtos (LME) considerando estructuras de
covarianza lineal.

2.- Plantear y  estimar modelos lineales, con efectos aleatorios
multidimensionales(MLME) para modelar problemas con respuestas vectoriales.

3.- Aplicar estos modelos mixtos en problemas relacionados con tratamientos a pacientes,
produccidn, temas educativos, etc.
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ANEXOS

Matrices Definidas no negativas y definidas positivas

La relacién de orden entre matrices A < B (A < B) significa que la matriz B-A es definida no
negativa (positiva).

Definicién. Una matriz C cuadrada es llamada definida no negativa si a’Ca > 0 para todo vector
a. (C se dice definida positiva si a’Ca > 0).

Para que el modelo Ime sea identificable para 8, suponemos que la matriz ), X;X; es no singular
y que Y. n; > m. Para hacer el modelo LME identificable para a2 y D, suponemos que al menos
una matriz Z; Z; es definida positiva y

N
;(ni—k)>0

Identificable.- es una propiedad necesaria para que la inferencia sea posible. El modelo es
identificable si tedricamente se puede obtener el verdadero valor del parametro fundamental de
este modelo después de obtener un numero infinito de observaciones. Esto equivale a decir que
diferentes valores del pardmetro deben generar diferentes distribuciones de las variables
observadas.

21.1. MODELO LINEAL CON INTERCEPTO ALEATORIO

Para cada individuo j de la familia i se tiene que:
Wij =« +BH;; + b; + &,
E(W;;) = E(< +BH;j + b; + &) =x +BH,;,
Recordemos que E(b;) =0y E(g;) =0
V(W;;) = V(e +BH;; + b; + &)
v(w;;) =V (b; + &;) = V(by) + V(i) + 2cov(by, &)
Pero cov(b;, &;) = 0,porque son independientes
De modo que V(W;;) = V(b; + &) = V(b)) + V(&;;) = a5 + o2
cov(Wiy, Wye) = E | (Wi — EWi)) (Wi — E(W)))]

cov(Wij, Wy) = E[(b; + e )(b; + &)



cov(Wij,Wik) = E(bi2 ) +E(b; g ) + E( b; & ) + E( Eik sl-j)
Pero E(b; &) =0, E(bi eij) = OyE(sik sl-j) =0
tal que cov(Wij, Wl-k) =02
El coeficiente de correlacidon queda asi
cov(Wij, Wik) _ 05 2

- - 2_|_ 2
T ee e B

Y la matriz de covarianzas de W; es

corr(Wij, Wik) =

0,% +0% .. 0‘%
cov(W;) =
aj 0,% + o2

La matriz de covarianzas de W; es de la forma o?V;, donde la matriz simétrica n;xn; V;es de
la forma

1+4+03/0% .. dZ/c?
ci/c® .. 1+05/0?
Claramente, esta estructura de covarianzas implica equi-correlacion (simetria compuesta)
o 202 2
corr(Wyj, W) = p = 65 /(0 + 03)
Equi-correlacidn: Igual correlacidn entre cada dos elementos.

El punto clave del modelo de efectos mixtos es que podemos obtener estimaciones mas eficientes
para « y 3, minimizando la suma de los cuadrados ponderado.

19
Z(Wi—“ —BH) 'V (W;—x —BH;)
i=1

lo cual produce la estimacion mediante minimos cuadrados generalizados.
En este capitulo se supone que b; y &; son normalmente distribuidas como:
2
bi~N(0,0%D),  &~N(0,0%1,,)
El modelo de efectos mixtos

yi=XiB+Zibit+eg, i

I
:—\
Z

Es tal que
E(y) = E(XiB) + Z;E(b;) + E(g;)

Pero E(b;) = 0,E(g;) = 0, entonces



E(y) = EXiB) = Xip
var(y;) = var(X;B) + var(Z;b; + &;)

var(y;) = 0+ var(Z;b; + €;)

var(y;) = var(Z;b;) + var(g;) + 2cov(Z;b;, ;)
Pero cov(Z;b;, €;) = 0, entonces
var(y;) = var(Z;b;) + var(g;)
Esto es,
var(y;) = var(Z;b; + €;) = Zyvar(b)Z;' + var(g;)
Pero var(b;) = 02D, entonces remplazando, tenemos,
= 7;0°DZ;' + 0?1
=02(Z,DZ;' +1) = 0%V,
var(y;) = o?V;

Entonces la matriz V queda asi,

In, + Z,DZ) 0 0
V =var(n) = o2 0 0 , (2.12)
0 0 Iy, +ZyDZ}

De aqui en adelante, el modelo Ime escrito como una ecuacion matricial (2.7) 0 (2.10) sera referido
como notacion “larga”.

Por lo tanto, el modelo LME especificado por (2.4)[1] con variables aleatorias distribuidas
normalmente puede ser escrita en forma marginal como

Vi~ (X, 02 (I, + Z:DZ])),  i=1,.N (213)

Usamos la formula

A 1hp'A7?

_ nN=1 _ -1
(A —cbb") A +Cl—cb’A‘1b

,c es escalar
Para la matriz inversa en (2.74). Usando esta formula obtenemos

X'X) xx'(X'X) !
1/c —x"(X'X)"1x

n%d -
<X’X — 9?9?’) =X'X)"t+ (2.75)

1+ nd

MODELO INTERCEPTO ALEATORIO BALANCEADO



n?d L . . .
Donde ¢ = T El siguiente hecho simple es muy util en el estudio de los modelos con

interceptos aleatorios.

Lema 3. Sea X = [1,,, U] una matriz nxm de rango completo, donde 1,, = (1,1, ...1)" es un vector
columna nx1, 0¢;,_1y €s un vector cero, y U es una matriz nx(m-1) de rango completo, y X =

X'1,/n es un vector de promedios mx1. Entonces:

a) (X'X)7X'1, = (1,01))
b) X(X'X)"1X'1, =1,

0 1,/X(X'X)"X'1, =n

d) ¥X'X) %= %

Demostracion de a)
Suponer que (X'X)~! existe,
Multiplicar ambos miembros por X'X,
X'X(X'X)"'X'"1, = X'X(1,0(,_1))", e5t0 €5,
X'1, =X'X(Q1, 0'(m_1))’
Ahora,

1,1, 1n'U]
v, uvul

1] — ! — 1n, — 1n,1n n
X'ln =1, Ul'n = [U’]ln B [U’ln [U’ln]

, , , [ n 1,'U 1 n+0 R
Entonces, X'X(1,0,_1))" = [U’ln U0 0men ] U1 + 0oy = [Ulln] =X'1,.

Lgqd.

La igualdad en b) sigue directamente de a)

1
! —1vy/ — —
XX'X)"1Xx'1, = [1,, U] [O(m—l)] =1,

Las sentencias c) y d) siguen de b).

Debido a la sentencia b) del lema 3, el denominador en (2.75) se simplifica. Asi, sea M =
(X'X)™1, obtenemos

(X'X)—lazaz'(x'X)—1> (X,_ n?d _=>

Bers = | (X' X)71 -
Pors <( V10 o Y " T+nad™



s (s Mxx'M ' n’d _
BoLs = 1/c—1/n y xy

n?d _=+MJEJ?’M . Mxx'M n?d __
1+ndY T 1ym2a)" Y T mEd) 1 +nd Y

BGLS = MX'}_’—M

BoLs = MX'y — . :n - Mxy + n*dMxx'MX'y — 1“::(1: - Mzxx' Mxy
. n%d _ ndz B
Bors = MX'Y = ———MXy + n*dMEZZ' MX'y = —— mMz(1/n)y
5 2d - n3d? _
Bors = MX'y — T g M+ n*dMxx'MX'y — T MY
n2d n3d?

Brre = MX'y — Mxy + n2dMix' MX'y

Pero ¥'MX'y = ¥ es un niumero

. 2d _  n3d? _ 5
=MX'y — V v —n*dx' MX'y | Mx
Bevs Y <1+ndy+1+ndy nax y> x
5 M nd -, n3d? _ n2dx'MX'y n3d*x'MX'y Wz
Bos = Y \T+nad”? T1+nad’ 1+nd 1+ nd x

5 Mx'h n’d _ n?di'MX'y Mz
BoLs = Y 1+ndy 1+ nd x
R . n? - o
Bers = MX'y — T nd y—x'MX'y)Mx (2.77)

N . -
Dondey = % Observamos que y — X' MX'y = 0 sigue directamente de b) del lema 3. De

hecho,
= —_ - 1 —_ - ! —_
y—x'MX'y = (E — x’MX’)y =n"1(1, -1,/ XX'X)"1x")y = 0.
Asi, el segundo término de (2.77) desaparece, y obtenemos:

Bers = Bors = MX'y

De la teoria de la regresién estandar con el término intercepto, se tiene que el estimado OLS
para las pendientes e interceptos pueden ser expresado mas adelante como

A Iy _1~,_ A~ = — A
Yors = (0'0) Uy, @ors =y — W7y

U'iy,

Donde U es la matriz centrada, U = U — 1,u', donde u =

Ahora trabajamos sobre o2 y d. Ya que BML = BOLS no depende de d, de (2.37)



N
1 ~_
= 3 0,0~ KB U + ZDZ) ™ 0~ i),
i=1

obtenemos

~

‘uL = NnZ(J/L Xﬁow)( m)()& XPBovs)

N

duL Ao 12
X.BOLS” Z ()’i —XﬁOLs) 1n] ]
1+n Lz=1
1 dy n?A
62y, = —|S ————|, 2.78
0" ML Nn 1+ ndy, ( )

Donde YN, 116112, é; = y; — XBoLs es un vector nx1 de los residuos de OLSy A = ¥V, (7; — ¥)?
como en la seccion precedente. De (2.73) tenemos

. n*A-S 1 Z |
dyL = = NG2 0= - n’ (2.79)
ML=

n(S — n4)
donde
N
P = = e S (el - n G- 7)), (280)
UML_N(n—1)_N(n—1),1 allr =nn=yrJ), '
i=

Ahora encontramos el RML estimado para un modelo intercepto aleatorio balanceado. Usando la
féormula para el determinante

|A—abb’|(1—ab’A™h),

donde a es un escalar, A es una matriz y b es un vector.

a) Y el hecho de que x'(X'X) 'x = % , podemos simplificar la funcion log(verosimilitud

(2.71) a una funcién equivalente

L NI+ nd) + (Vn—min (S — 422}~ 1nct + na)
5 n n n m)in 1+nd n n .

Permitiendo v = 1 + nd y tomandola derivada con respecto a v , llegamos a la solucién
forma-cerrada

f _[INm—=1)—m+1]An — (N — 1)(S — An)

RML = 2N —1)(S — An) (2.81)

Anélogo a (2.78), obtenmos la relacién entre los estimados RML de 62 y d,



Az 1 . n2A
62 = ——— (S = dppyy ————). (2.82)

Nn_m RMLl +ndRML

Sustituyendo (2.81) en (2.82), finalmente obtenemos el estimador RML de forma cerrada para
o?yd,y d.=o0%d,

, 1
RML™ Nn-1)-m+1

G

N
> el = n@i = 7). (283)
i=1

dpyL = ! zN:(- y)? ! (2.84
RML — (N_l)é_\zML . yl y n’ . )
=

1 - 57
Qo = gy ), 0=V~ (285)
i=1
Hacemos unos comentarios para las varianzas de los parametros en el ML restringido
estimado. Generalmente, RML son cerrados para el ML estdndar estimado. La diferencia esta
en los grados de libertad del denominador. Para ¢?, el denominador es ajustado por el
numero de pendientes de efectos fijos (m-1) y para d por 1. Como aprenderemos en la seccién
3.14 el RMLE para el modelo intercepto aleatorio con datos balanceados son insesgados y
coincide con otros estimadores cuadraticos insesgados: norma minima, método de los
momentos y cuadrados de minima varianza. Interesantemente, para el modelo de
coeficientes aleatorios balanceados de la seccién precedente, ML=RML para ¢?, pero ellos
son diferentes para el modelo interceptos aleatorios balanceado.

FUNCION LOGARITMO DE LA VERSOSIMILITUD CON EL SUPUESTO
DE NORMALIDAD.

La funcion de densidad de las componentes del vector y; es

R ] 30201~ XiB) (n +ZiDZ) " i~ XiB)
fiyi) = (\/ﬁ) \/|0-2(Ini+ZiDZi,) .

La funcién de verosimilitud del vector Y en la notacién larga es

N
1@,0%0) =] [ fiow
i=1

N
=< 1 ) ! 1 2072 SN = XiB) (I +ZiDZD) T (Y= Xif)

e
V27w ,
14|02y, + Z;DZ))|

Funcién log-verosimilitud



1(0) = In(L(B,0% D))

N
1(0) = {— %m(zm - %z In|o?(In, + Z;DZ})| -
i=1

%0_2 =[O = XiB) (In, + ZDZ) ™ (v — XiP)]}

N
N.
1(0) = {~~"In(2m) - z In(0?)™ + In|(In, + Z:DZ})|
i=1

N
1

~ 2o Zl[(;vi — XiB) (I, + ZDZD) ™ (v; — X:B)]}

Es facil mostrar que el espacio de parametros @ especificado por (2.15) es convexo. Mas
precisamente, @ es un cono convexo:

si 0y, 6, €0 entonces 1,6, + 1,6, €0, para cualquier escalar 14,
A, no negativos tal que A4,+1, = 1.

Esto sigue del hecho de que una combinacién lineal no negativa de dos matrices definidas no
negativas es una matriz definida no negativa.

Demostracién de la convexidad de &
si 0y, 6, €0 entonces 1,6, + 1,6, €0

Lo que hay que demostrar es

P B
Al 0'21 + lz 0'22 50
vech(D;) vech(D;)
AP+ 120

Mo? + 2,02,
Avech(Dy) + A,vech(D,)

11+ 223, e R™
para Ay, A, = 0, se tiene que 1,02, + 1,52, > 0
En lo que respecta a la combinacién de vectores A, vech(D;) + A,vech(D;)
Tenemos que D;, D, son definidas no negativas
ADy + A;,D,
x"(44D1 + 4;D2)x = 0
x' (A4 D)x +x"(A,D)x = 0

AM(x'Dix) + A,(x'Dyx) = 0



Pero

(x'Dyx) =0, (x'Dy,x) =0

Por lo que queda demostrado que A, D; + 1,D, es definida no negativa

Cabe sefialar que el MLE para D puede estar en el limite del espacio de parametros, lo que significa

que la matriz D puede ser singular. Esta circunstancia complica al algoritmo de maximizacidn

debido, estrictamente hablando, la maximizacidn de [ trata con optimizacién restringida. Algunos

remedios son discutidos en la seccién 2.15.

La matriz de covarianzas escalada del vector de la variable dependiente y; esta dado por:

V; = Vi(D) = I, + Z,DZ| (2.16)

Esta notacidn es usada a través del capitulo. Los efectos aleatorios inducen correlacion dentro del
cluster (grupo) entre componentes del vector y, debido a que la matriz V; es no diagonal.

Usando la notacidn V;, la funcién log-verosimilitud (2.14) puede ser re-escrita como

1 N
l(@) = _E{NT In O'2 + Z[lanll + U_Zei'Vi_lei] ) (215)
i=1

Donde e; = ¢;(B) = y; — X5, (2.18)

es un vector residual n;x1, del i_ésimo cluster, i=1,...,N.

REDUCCION DE DIMENSION

Existen tres tipos equivalentes de parametrizacion para la funcion log-verosimilitud:

1.

Parametrizacién de reduccidon de dimensién. La funcidén log- verosimiltud estandar
involucra el cdlculo de la matriz inversa y el determinante de matrices n;xn;. Se puede
reducir la dimensidn a k usando las formulas de abajo.

Verosimilitud perfilada. Se puede tomar ventaja de que el vector éptimo de los efectos
fijos B y la varianza dentro del sujeto o puede ser expresada por medio de la matriz D,
asi que ellos pueden ser eliminados de la funcion log-verosimilitud. Seran consideradas
dos funciones perfiladas: perfil de varianza y perfil completo.

Parametrizacién de la Inversa de D. En la parametrizacién de reduccion de dimensién, se
nota que la funcién log-verosimilitud puede ser expresada por medio de D1, lo cual
excluye la necesidad de invertir la matriz. Desde un punto de vista computacional es la
forma mas econdmica de parametrizacion de la funcidn log-verosimilitud de perfil
completo via la inversa de D.

2.2.3 Férmulas de reduccion de dimensién

Nosotros usaremos las siguientes formulas de reduccién de dimension:

=, + ZDZ) = 1y, — Zi(Iy + DZ{Z)*DZ] = I, — Z;D(Iy + Z{Z;D) " Z]



=l —Z(D~ '+ Z{Z)'Z]. (2.19)

Estas férmulas pueden ser verificadas por multiplicaciones directas (la Gltima identidad se cumple
si D es no singular).

Teorema. Sean A, B, C, D matrices tales que estan definidas las operaciones que aparecen.
Entonces,

(A+BCD)'=A4"1-A"'B(I + CDBA™1B)"1CDA L. (2.19.1)
Demostracion:
(A+BCD)™'=E
(A+BCD) *(A+ BCD) = E(A+ BCD)
I =EA+ EBCD
A ' =E + EBCDA Y, entonces A~ —EBCDA™ ' =E
Pero multiplicando por B y despejando EB, se obtiene
A™'B = EB + EBCDA™'B
A™'B =EB(I + CDA™'B)
A"'B(I + CDA™1B)"' = EB
Luego remplazamos en la ecuacion de E para lograr la demostracion
E=A"1—EBCDA™!

E=A"1—A"1B(I+CDA™'B)"1CDA™?

Propiedades del producto de Kronecker

(A®B)(C®D) = (AC) ® (BD) AQB+O=(AQB)+(AR®O0

(A® B)! = A! ® B! (AQB)l1=A1®B!

Una férmula similar de reduccién de dimensidn se cumple para el determinante:
Vil = |In, + Z:DZ]| = |, + DZ{Z;]. (2.20)

Como vemos, el lado izquierdo involucra una matriz n;xn; , pero el lado derecho involucra a
matrices kxk.



Si la matriz D es no singular, se puede expresar el log del determinante en funcién de D1, a saber,
In|V;| = In(|Il, + DZ{Z;|) = In(|DD~Y + DZ}Z;])
=In(|D||D7*+ Z/Z;|) =In|D"Y + Z]Z;| — In|D71|, (2.21)
lo cual constituye la base para la parametrizacién de D1,
Otra fdrmula matricial, que puede ser obtenida de (2.19), se usara:
ZiVi 'Z; = (I + Z{Z;D) ' Z{Z;
=Z{Zi(I, + DZ{Z)™1, (2.22)
Comprobacion:
ZiV;Z; = Z{(In, — ZiD(y + Z{Z;D) ™ Z]) Z;
= (ZiZ; — Z{ZiD(Iy + Z{Z;D)"*Z{Z;)
= (Ik = Z{Z;D (I + Z{Z;D) ") Z{Z;
= (I +Z{Z D)y + Z{Z;D)™* — Z;Z;D(Iy, + Z{Z;D) ™) Z Z;
= (I + Z{Z;D) — Z{Z;D) Uy + Z{Z;D)"'Z{Z;

= (I + Z{Z;D) ' Z{Z;

Si la matriz (Z{Z;)™! existe, las férmulas (2.22) son m3s simples,

ZVi 'z, = Z[(L, + Z;DZ))"'Z; = (Z]Z)~* + D)~'. (2.23)
Para verificar las férmulas 2.19 se sugiere:

ViVi™t = (In, + Z;DZ]) (I, + Z,pZ}) " = (In; + Z:DZ))(In, — Z;(I + DZ{Z;)"*DZ))
Luego aplique propiedades distributivas para obtener:
=In, + Z;DZ{—Z;(I; + DZ;Z;)) 'DzZ] —Z,DZ;Z;(I, + DZ;Z;)"'DZ]
=In, + Z;DZ{—Z;[(I; + DZ{Z) Y+ DZZ,(I, + DZ{Z) '|DZ]
= In, + Z;DZ{-Z;[(;, + DZ{Z;)) (I} + DZ{Z)~*]DZ]
= Ip, + Z;DZ{-Z,DZ]
= I,

L,q.9.d.



De forma similar se puede proceder con el resto de formulas
Demostracion de 2.20
Vil = |In, + ZiDZ;| = |l + DZ;Z;]
Consideremos el siguiente determinante de una matriz
Vil = |In, + Z:DZ]| = |In,+Z; 1, DZ{|
Haciendo el artificio de agregar la matriz identidad, el determinante de la matriz por bloque es

I, DZ

el o, + Zili DZi| = ||| I, — (Z)UDT'DZ{| = | _;
L n;

I. DZl| _ a1
7 Inil|_|1ni||1k+Dzi(1ni) z|

= |Iy + DZ; Z;|
l.g.q.d.

FUNCIONES LOG-VEROSIMILITUD PERFILADA

Proposicién 1. Sea y y X un vector nx1 y una matriz Nxm de rango completo (m<N),
respectivamente, y V una matriz definida positiva NxN. Entonces

Join &7 — XB)'V 1y —XB)
= OV - VLYY KV TV ).

Demostracién. El minimo de la forma cuadratica de la izquierda se obtiene en [ =

(X'V=1X)"1(X'V~1y), tal que el minimo valor es (y — X)) V-2(y — XB)
=(y—XX'V X)XV )V (y - XX'VTIX)TI(X'V L))
=y’ [(1 — XXV XV V(I - X(X'V-1X)-1(X'V-1))] y
=y V- VX'V Y D]y
=0V - XV VTV ).

Lo cual prueba la proposicion.

Donde q esta definida en (2.42). Usando la formula de reduccién de dimension (2.19), las
cantidades en (2.42) pueden ser encontradas como

Z yi'Vi i = Zl’i'(lni —Z;(D™t + Z{Z) T ZD)yi



= Z}’i'}’i - Z(ZiIYi),(Zi(D_l +Z{Z)TN(Zi'v)
D XV = ) X Uy~ 2D+ 22 2y,
= zxi'}’i - Z(Zi’Xi)’(Zi(D_l +Z{Z) T (Z'y)
D XV = D X Uy = 2D+ ZiZ) T2,

= > XX = ) @X) ZD T+ ZZ) KD (244)
MAXIMA VEROSIMILITUD RESTRINGIDA

Sea el modelo lineal general definido como y~N'(Xf,V) donde X es la matriz nxm de rango
completo y V es la matriz de covarianzas nxn, dependiente de algunos parametros 6. En la
estimaciéon RML maximizamos la funcion log-verosimilitud para el vector residual é = y — XB,
donde f es el estimador GLS, 8 = (X'V~1X)"1X'V~1y. Note que ya que y tiene distribucién

normal también. Ademas, 3 y é son independientes porque
cov(X'V~1y,é) = cov(X'Vly,y — XB) = cov(X'V"1y,y - X(X'VIX)"1X'V~1y)
cov(X'Vly,e) = X'Vl - X'V ixX)"x'v v

cov(X'V71ly,&) = X'V IV — (X'V1X)"1X']

cov(X'V™1y, &) = X'V V[ -V IX(X'V-1X)"1X']
cov(X'V71ly, &) = X' = X'V IxX(X'V71X)“x’
cov(X'V71ly,ée)= X' = X' =0.

Esto implica que la funcidn de verosimilitud para y es el producto de la funcidn de verosimilitud
para é y para B Pero [?~N(ﬁ, (X'Vv-1x)~1), y por lo tanto la funcién log-verosimilitud para el
vector residual &, sin considerar la constante, es

L(y,0) =L(B,&0)
L(y,8) = L(B, O)L(¢, 6)
Iy, ) =1(B,0) +1(& 6
Iy, —1(B.6) =10

2.3 Modelo de coeficientes aleatorios balanceados

Demostracion



Iniciamos probando que el modelo (2.4) con los datos (2.51), el estimador GLS (2.26) colapsa
al estimador OLS y por tanto aquello no depende de la matriz D. Mds precisamente,

Bers = Bors = (Z'2)7'Z'y,  (2.52)

Donde

Por definicién, el estimador GLS minimiza la suma ponderada de cuadrados,

N N
D G-V - 28) = ) 0i =DV - )
i=1 i=1

N
42 G- VIT - 2B) + NG - 2BV G - 26) (253)
i=1

Pero el término se elimina porque

N N
D G-V -28) = [Z(yi -
i=1 i=1

Y por lo tanto la minimizacién de la suma ponderada es equivalente a la minimizaciéon de

Vi -2p) = 0.

(7 —ZB)'V-Y(y — ZB), porque el primer término es constante, Ademas, denotando f =
(Z'Z)71Z'y y aplicando la férmla de reduccién de dimensién (2.19) para el ultimo término de
(2.53), obtenemos

F-2B)VIG-2p) = (6 —2(B—P) [ - 2D +2'2)72')(¢ — Z(B - B)), (2.54)

Donde é = y — Z3 es un vector residual. Pero como en el modelo lineal estandar, los regresores
y los residuos son ortogonales, Z'é = 0, porque

Z'e=7Z'll-z(Z'2)Z'ly=0.
De aqui, la suma (2.54) se simplifica a
e+ (z(B-B) V(2B -B)

Ahora encontramos los MLEs y RMLEs para o2 vy D, Lair et al, (1987). Como aprenderemos mas
tarde en al capitulo 4, 634, v 62, Dryy  son insesgados, pero 64, Dy, no lo es. Como una palabra
de precaucion, el sesgo del MLE restringido para los pardmetros de la varianza no es una
propiedad general —asi es verdad solo para modelos balanceados.

Teorema 2. Los MLEs y RMLEs para modelos de coeficientes aleatorios balanceado (Z = X; = Z;)
estan dados por



N
1
Gi, = Odmr = mz yi'U=2(Z'2)"*Z")y;, (2.56)
=1

—~

DyL = (Z'2)Z'EE'Z(Z'Z)™ - (Z'Z)7%, (2.57)

~2
N6y,

1
D =——(Z'2)YZ'EE'Z(Z'2)" Y - (Z'2)"1, (2.58
RML (N_l)@z“( ) Z2'z) Z'z) (2.58)

Donde
N
EE' = Z(yi - ZEGLS)(yi - ZBGLS),I
i=1

es la matriz de las sumas de productos cruzados, yfs1.s = BoLs como esta definido en (2.52)

Demostracién. Denote e; = y; — ZB;.s, €l vector residual nxl1 del i-ésimo cluster, y E =
[e1, - en], la matriz nxN, tal que
EE' = Zli\l=1 e;e;’. Note que e; no depende de D. Primero, expresamos 2, dado por (2.37), a
través de la matriz D usando la férmula de reduccion de dimensidn (2.19). Obtenemos

N N
1 1 1
g% = N_lel ei’V_lei = N_Tltr <Zl eiei’V'1> = N—ntT(EE %4 1)
1= 1=

1 ..
= mtr(EE’[I —Z(D™ 1+ 2'2)71Z'])

_i Tl nld _i il nld -1 rN—1r71
—Nntr(EE) Nntr(EEZ(D +Z'2)717")

_ i R AYEE i Tl nld r7y—1
=N tr(EE") N tr(EE'ZD(D + Z'Z)7'T), (2.59)

Donde T = (Z'Z)~1Z'. Segundo, trabajamos en la matriz D. El MLE para D satisface la ecuacién
de resultados, la derivada parcial de la funcién log-verosimilitud con respecto a la matriz D. En un
caso general la derivada es provista por la férmula (2.101). En el caso balanceado la ecuacion de
resultados para D se simplifica a

NZ'V='Z —672Z'VEE'V™'Z = 0. (2.60)
Nosotros tenemos
ZVt=Z7'[l-zZ(D Y+ 2'2)"17']
=7'-Z'Z(D7Y+7Z'2)717'
=[-2Z'zZ(D"*+72'7)~Y7'

=[(D*+Z'2)D*+Z'2) ' -Z'Z(D+Z'2)" 7'



=[(D*+Z'2)-Z'Z)(D*+Z'2)7'Z
=D YD 1+Z'2) 17
=D 'D+Z'ZD) 17’
=+2'ZzD) 7'
=(Z'Z(Z'Z)y*+Z7'ZD) 17’
=((Z'2)*+D) N Z'2) 7
=((Z'2)*+D) YN Z'2) 'z’ =M'T,
Donde M = (Z'Z)™! + D. Luego, usando la férmula (2.23) re-escribimos (2.60) como NM~t —

0 2M~YTRT'M~* = 0, lo cual da la ecuacién para D,

1
D=—=TRT' —(Z'2)7%, (2.61
——TRT' = (Z'2), (261)

Donde R = EE’. Sustituyendo esta férmula en (2.59), uno obtiene
2 —it (EE')—it EE'Z LTRT’— (Z'Z2)~')xNo?(TRT)™'T
v Nn' No? xa
LT S) o, (EE'T'(TET")'T)
“Nn' (I=F) n ’
Donde P, = Z(Z'Z)~1Z' es una matriz de proyeccién. Pero para el tercer término tenemos

tr(E'E’T’(TE'T’)_lT):tr((TEE"T’)_lTE'E’T’)=m, y de aqui resolvemos para o2,

finalmente obtenemos el MLE

i, = NGi—m) tr(E(I — P,))

N
1 . R
= WZ(% = ZPeLs)' (I — P (i — ZPeLs)
1=
Ya que (I — P,)Z = 0, la férmula precedente puede ser re-escrita como (2.56). Remplazando

o2 con 63, en (2.61), llegamos al MLE

Dy = (Z'2)Z'EE'Z(Z'2)"*—(Z'2D)7 .

NéZ,
De nuevo, usando el hecho que (I — P,)Z = 0, la férmula presente es equivalente a (2.57).

Para la maxima verosimilitud restringida la expresion para o2 y la ecuacién de resultado para D
llega a ser (2.49) y (2.129) respectivamente. De aqui, la ecuacién (2.60) transforma a



(N-=1)Z'V-1Z —¢72Z'V-IEE'V~'Z = 0, y consecuentemente (2.61) cambia a

1

b=t—D

TEE'T' — (Z'Z)71. (2.62)

Luego, andlogo a (2.59), para el estimador RML,

1 o - e
0% = tr(EE") — tr (BE'ZT + (N — 1)0?EE'T'(TEE'T") ' T)

n—m Nn—m

_ 1 il nld (N—l)O'Z oo L AN

=——tr(BE'( - B)) —————tr (BE'T'(TEE'T') 'T)
B . (N —1)o?
—Nn_mtr(EE (I—PZ))——Nn_m m

Resolviendo para g2, llegamos al mismo MLE, (2.56). El estimador (2.58) sigue de (2.62).

Desde el acuerdo de nuestra convencién, D denota la matriz de covarianza escalada, el estimador
para la matriz de covarianza de efectos aleatorios es 64, D donde D es el estimador ML o RML
(preferimos RML porque es insesgado).

67, es positivo si al menos un y; no es una combinacién lineal de vectores columnas de la matriz
Z (aprenderemos mas tarde en la seccion 2.5 que esto es cuna condicion suficiente y necesaria
para la existencia del MLE). Sin embargo, no se garantiza que Dy, 0 Dgy,;, Sean matrices definidas
positivas (hay un ligero mejor chance para ﬁRML que sea definida positiva). Si las matrices no son
definidas no-negativas, uno podria proyectar la matriz en el espacio de las matrices definidas no-
negativas, como se ha definido en la seccién 2.15. Note que para datos balanceados, 5ML <
5RML. Esto tiene perfecto sentido porque EML es negativamente sesgada y ﬁRML es insesgada.

Modelos lineal, logistico de 3 parametros, logistico de 4 pardmetros y gompertz.
P=ChickWeight

pollito=subset(P,Chick=="21")

plot(weight~Time,pollito)

m1=Im(weight~Time,pollito)

abline(m1,col=1)
m3=nls(weight~SSlogis(Time,a,b,c),pollito)
curve(predict(m3,data.frame(Time=x)),add=TRUE,col=3)
m4=nls(weight~SSfpl(Time,a,b,c,d),pollito)
curve(predict(m4,data.frame(Time=x)),add=TRUE,col=4)
mb5=nls(weight~SSgompertz(Time,a,b,c),pollito)

curve(predict(m5,data.frame(Time=x)),add=TRUE,col=5)



AIC(m1,m3,m4,m5)
summary(m1)
summary(m4)
plot(resid(m1))

plot(resid(m4))



de las férmulas existente e este y otros documentos relacionados.



