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RESUMEN

El mercado actual demanda productos de alta calidad y de consumo
inmediato, que contengan soélo ingredientes naturales. El éxito de estos
productos se debe a sus buenas caracteristicas sensoriales y nutricionales.
Por ello, ha sido necesario el desarrollo de nuevas tecnologias de
conservacion que retrasen los procesos de deterioro y mantengan la calidad

e inocuidad microbioldgica, durante la comercializacion de estos productos.

Una alternativa es el uso de peliculas comestibles biodegradables las cuales
crean una barrera a los gases, produciendo una atmdsfera modificada
alrededor del producto reduciendo la tasa de respiracion y la pérdida de

agua, aumentando asi, la vida de “anaquel’.

La orientacion de este estudio es realizar un Analisis de Varianza Funcional
con el objetivo de determinar la efectividad del uso de dos diferentes tipos de
peliculas comestibles en frutas al preservar el producto durante las dos
primeras semanas de su periodo de maduracidon pos-cosecha. La ventaja de
la aplicacion de un Andlisis de Datos Funcionales (FDA), es explotar las
caracteristicas que tienen las funciones, como poder realizar todas las

operaciones matematicas basicas entre ellas, el poder aplicar toda técnica



estadistica univariada como multivariada, asi como utilizar las propiedades
de sus funciones derivadas y diferenciales, las cuales son una fuente de
informacion adicional de los aspectos dinamicos del modelo. El lector debera
tener conocimientos previos en Algebra Lineal, Estadistica Multivariada,

Simulaciéon Matematica y Disefio de Experimentos.
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INTRODUCCION

La papaya es una fruta de alto perecimiento, por lo que el control de la
maduracidén es esencial para aumentar la vida util, tanto para el mercado
interno como para la exportacion [2]. El estado de madurez de la fruta al ser
cosechados, es especialmente importante para su manejo, transportacion y
comercializacion ya que repercute directamente en su calidad y potencial de

almacenamiento [7].

Comunmente conocidas como peliculas comestibles, estas consisten en un
revestimiento o envoltorio producido a partir de almidén de maiz [2] donde
éstas se utilizan como una cubierta sobre los frutos en el momento que éstos

son cosechados.



El mecanismo por el cual estas peliculas conservan la calidad de frutas y
vegetales es debido a que crean una barrera ante los gases, produciendo
una atmésfera modificada alrededor del producto. Esta atmdsfera reduce la
disponibilidad de O e incrementa la concentracion de CO,. De tal forma, se
reduce la tasa de respiracion y la pérdida de agua, aumentando asi, la vida

de “anaquel’.

En el laboratorio de Bromatologia de la Facultad de Ingenieria Mecanica y
Ciencias de la Produccion de la ESPOL, se llevd a cabo un disefio
experimental con el fin de determinar la proporcién adecuada de aceites
esenciales (clavo de olor y canela) a aplicarse en peliculas comestibles, con
el fin de maximizar la proteccion anti-fungica del recubrimiento, creando una

pelicula comestible con aceites esenciales.

Si bien esta pelicula maximiza la proteccion anti hongos de la papaya, la
aplicacion de estos aceites esenciales podria tener efectos desconocidos o
tal vez adversos a las caracteristicas fisicas y quimicas de la papaya, las
cuales son percibidas por el cliente en la calidad del producto como la

textura, color, peso, nivel de acidez pH y sdlidos solubles en el producto.

La orientacion de este estudio es utilizar analisis de varianza funcional con el

objetivo de determinar la efectividad del uso de diferentes tipos de peliculas



comestibles en frutas al preservar el producto durante sus dos primeras
semanas del periodo de maduracion pos-cosecha. El uso de esta técnica
funcional permitira estimar los efectos para todo instante de tiempo t durante
el periodo de maduracién, aun en los momentos donde no se realizaron

mediciones.

Todos los graficos, calculos y programacion fueron realizados en el software
libre R, haciendo uso de la libreria fda que contiene las técnicas estadisticas

del Analisis de Datos Funcional.



CAPITULO|

1. MOTIVACION
1.1. Introduccion

En FDA los datos discretos son transformados en funciones a través
de un proceso de interpolacion utilizando bases ortogonales de
funciones como polinomios, splines, exponenciales, Fourier, entre
otras, dado que en la practica los datos son tomados como muestras
discretas; ya sea en un estudio longitudinal donde la continuidad
corresponde al tiempo t donde se toman las mediciones, o un estudio
geoespacial donde la continuidad esta relacionada a la posicion

espacial de las observaciones [8].

1.2. Caracteristicas

La aplicacion de analisis de datos funcionales tiene caracteristicas
deseables que no se tendrian si al contrario realizaramos un analisis
estadistico de datos individuales. Algunas de las principales

caracteristicas mencionadas por [6] son:



. Los datos constituyen un conjunto de mediciones continuas.
. Se puede suponer que el proceso que genera los datos es

suave y continuo.

. No se requieren supuestos parameétricos para la modelacién.

. A menudo se tiene multiples medidas de un mismo proceso.

. Por lo general, los procesos tienen alta afijacion y poco ruido.

. Las funciones son diferenciables y derivables por lo que sus

funciones derivadas son una fuente adicional de informacion
acerca de los aspectos dinamicos del modelo.

] Cada dato funcional o curva constituye una observacion, al
contrario de que los puntos individuales que forman la curva
sean considerados como observaciones.

] Toda técnica estadistica, ya sea descriptiva, inferencial o

multivariada puede ser aplicada para datos funcionales.

1.3. Estadisticas descriptivas para datos funcionales

Las estadisticas descriptivas para datos univariados que resulta
familiar en las clases introductorias de estadistica son aplicadas de
igual manera para datos funcionales. El grafico 1.1 muestra las

estaturas de 20 nifas medidas en 31 ocasiones desde su nacimiento



hasta los 18 afos de edad, esto para el Estudio de Crecimiento de la

Universidad de Berkeley.

Las mediciones no se encuentran igualmente espaciadas; durante el
primer afo de vida las mediciones fueren trimestrales, medidas
anuales desde los dos hasta los ocho afos y posteriormente las

mediciones fueron de manera semestral.

Los circulos indican la medicién observada. Sin problema alguno se
podria hablar de funciones de crecimiento las cuales se calcularon
interpolando las mediciones observadas por medio de funciones

bases.

Grafico 1.1: Funciones de crecimiento resultantes de interpolar las estaturas de 20
ninas medidas en 31 ocasiones desde su nacimiento hasta los 18 anos de edad.

200

180

160+

1401

1201

estatura (cm)

100

80

80 . . . . . . . .
o

edad

Fuente: [5] Hooker, Giles: Introduction to Functional Data Analysis,
International Workshop on Statistical Modeling, Cornell University.




1.3.1. Media funcional

La funcién media puede ser calculada como

O =) 1) (11)

donde x(t) es el promedio de las n curvas correspondientes a las n

observaciones.

Grafico 1.2: Funciones correspondientes al desplazamiento de una pieza
mecanica de su eje en un ciclo completo de duracién de 2.3 segundos. La curva
soélida azul representa la funcion promedio del desplazamiento.
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Fuente: [5] Hooker, Giles: Introduction to Functional Data Analysis,
International Workshop on Statistical Modeling, Cornell University.

El grafico 1.2 muestra la funcion media correspondiente al
desplazamiento de una pieza mecanica de su eje en un ciclo completo

de duracion de 2.3 segundos.



1.3.2. Varianza funcional

De igual manera la funcion varianza puede ser calculada como

1 _ 2
$2(0) = —= > (u(®) - £®)’, (12)
n—1
donde la raiz cuadrada de esta funcion seria la funcidon desviacion

estandar que explicaria la variacion absoluta promedio de las curvas

con respecto a la funcién media.

En el grafico 1.3 se observa la funcion varianza correspondiente al
desplazamiento de una pieza mecanica de su eje durante un ciclo

completo de 2.3 segundos.

Grafico 1.3: Funcién varianza correspondiente al desplazamiento de una pieza
mecanica de su eje en un ciclo completo de duracién de 2.3 segundos.
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Fuente: [5] Hooker, Giles: Introduction to Functional Data Analysis,
International Workshop on Statistical Modeling, Cornell University.




1.3.3. Funcion de covarianza

La funcidn de covarianza mide la dependencia entre dos variables
para toda unidad de tiempo t. Si la variable es la misma, se denomina
funcionde autocovarianza, la cual mide la dependencia de la variable

en diferentes instantes de tiempo t; y t,.

La funciéon de covarianza se obtiene como

1
C(ty,tp) = mZ(xi(tl) - f(ﬁ))(}’i(tz) - J_’(tz))- (1.3)

El grafico 1.4 corresponde a la superficie de autocovarianza y

diagrama de contornos para el ejercicio anterior.

Grafico 1.4: Superficie de autocovarianza (izquierda) y diagrama de contornos (derecha)
correspondiente al desplazamiento de una pieza mecanica de su eje durante un ciclo corto
de 1 segundo y 2.3 segundos correspondientemente.

segundos

segundos

Fuente: [5] Hooker, Giles: Introduction to Functional Data Analysis, International Workshop on
Statistical Modeling, Cornell University.
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1.3.4. Funcion de correlacion

La funcidn correlacion se obtiene estandarizando la covarianza de
igual manera que al trabajar con datos multivariados. Si se analiza la
correlacion entre una misma variable en diferentes instantes de

tiempo, esta se llama funcion de autocorrelacion.

En el grafico 1.5, es relevante notar en la superficie la diagonal de

unos (1’s) cuando t; = t,. La funcion correlacion es calculada como

C(tll tZ)

Js2(t)s2(t,)

R(ty,ty) = (1.4)

Grafico 1.5: Superficie de autocorrelacién correspondiente al desplazamiento de
una pieza mecanica de su eje durante un ciclo de rotaciéon de un segundo.

Fuente: [5] Hooker, Giles: Introduction to Functional Data Analysis,
International Workshop on Statistical Modeling, Cornell University.
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1.3.5. Prueba T funcional para la diferencia de medias de dos

poblaciones independientes

La prueba T para diferencia de medias para el caso funcional potencia
su nivel explicativo de tal manera que podremos determinar en qué
instante de tiempo t se podria considerar significativa la diferencia de
medias y por consiguiente rechazar Hy.

El estadistico de prueba T funcional bajo el supuesto de igualdad de

varianzas se calcula como

() = x1(t) —19?2(? ' (15)
Sp(t) n_1+n_2

donde sg (t) es la funcion correspondiente al estimador S? “pooled”.

Grafico 1.6: En el panel izquierdo se muestran las 20 curvas de crecimiento
representadas en azul las curvas correspondientes a los hombres y en rojo las mujeres.
El panel derecho muestra la funcién T analoga al estadistico de prueba T.
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Fuente: [5] Hooker, Giles: Introduction to Functional Data Analysis, International Workshop on
Statistical Modeling, Cornell University.
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1.3.6. Derivadas como indicadores de la dinamica del modelo

Si x(t) es la estatura de un individuo en un instante de tiempo t donde
a la funcion x(t) la llamaremos funcién estatura, haciendo uso de las
propiedades de derivabilidad de las funciones podemos determinar la
funcion velocidad de crecimiento como la primera derivada de x(t) y la

funcién aceleracién como la segunda derivada de x(t), esto es

d d?
v(t) = ax(t), (1.6) acc(t) = ﬂx(t). (1.7)

Grafico 1.7: En el panel izquierdo se muestran las 10 curvas correspondientes a la
velocidad de crecimiento de las nifias mientras que en el panel derecho se encuentran las
curvas de aceleracién del crecimiento.

P T T T T T T T - 2

Velocidad (cm/afio)
Aceleracion (cm/edad’)

1 L 1 L 1 L 1 —
2 4 B B 10 12 14 16 18
edad

Fuente: [5] Hooker, Giles: Introduction to Functional Data Analysis, International Workshop on
Statistical Modeling, Cornell University.

Es facil notar los cambios en la velocidad y aceleracién del crecimiento
en las ninas especialmente cuando entran en la etapa de la pubertad y

posteriormente cuando alcanzan la madurez.
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1.3.7. Funciones lineales y regresion

En regresion lineal estandar, el modelo estandar usualmente conocido

se lo puede expresar como
k
Yi =Po + Zﬁjxij + €
j=1

mientras que en FDA, x(t) es una variable de explicacion para cada

instante de tiempo t donde

7i(©) = fo+ [ PO@de + e (1.8)

Grafico 1.8: Precipitacion diaria promedio de lluvia en milimetros sobre Canada. Las
curvas fueron pronosticadas por medio de un modelo de regresion donde el estado, la
temperatura y la estacion climatica fueron tomadas como variables de explicacion.
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Fuente: [5] Hooker, Giles: Introduction to Functional Data Analysis,
International Workshop on Statistical Modeling, Cornell University.
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1.3.8. Intervalos de confianza para los estimadores de regresion

Siempre es de vital interés medir el efecto de alguna de las variables
de explicacion sobre la variable de interés, mejor aun si podemos

medir el comportamiento del efecto a lo largo del tiempo.

La caracteristica funcional permite estimar el efecto aun para periodos
donde no existen mediciones. Un intervalo de confianza funcional se

calcula como:

bi(t) = ta/2Sp,(t) < Bi(t) < by(t) + ta/2Sp, (1) (1.9)

Grafica 1.9: Intervalo del 95% de confianza para la funcion S(t) correspondiente
al efecto de la temperatura sobre la log precipitacion anual de lluvia en Canada.
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Fuente: [5] Hooker, Giles: Introduction to Functional Data Analysis,
International Workshop on Statistical Modeling, Cornell University.
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Al observar el grafico 1.9, los valores negativos que toma el efecto
para los dos primeros trimestres del afo implica una disminucion en
las precipitaciones mientras que el valor positivo para el ultimo

trimestre corresponde a un aumento en las precipitaciones.

1.4. Generalidades

Muchas de las técnicas estadisticas multivariadas se extienden al
analisis de funciones como observaciones tales como analisis de
componentes principales, analisis de conglomerados, correlacion

canonica, analisis discriminante, modelos lineales en general entre otras

[6].

Por lo general, un estimador o estadistico resultante de la aplicacién de
alguna técnica estadistica resulta ser una curva y por lo tanto nos
permite hacer un analisis con respecto al tiempo o al espacio de su

variacidn para todo instante de tiempo t durante el periodo de analisis.

El analisis de datos funcionales hereda muchos de sus conceptos del
analisis funcional, una rama del analisis matematico donde una funcién

representa unicamente un punto en un espacio funcional [8]. Las
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funciones son matematicamente flexibles ya que con ellas se pueden
realizar una amplia variedad de operaciones matematicas. Ademas
todas estas técnicas estadisticas funcionales se encuentran
implementadas en softwares estadisticos y matematicos como Matlab,

R, SYSTAT, entre otros.

Se puede hacer referencia a diversas areas de investigacién donde los
datos funcionales pueden ser encontrados, y las herramientas aqui
mencionadas podrian potencialmente revelar relaciones que no seria

faciles de identificar con los métodos estadisticos usuales.

En algunos casos, el analisis de datos funcionales permitira al
investigador contestar preguntas no muy faciles de responder, o que
serian computacionalmente complicadas de responder usando los
meétodos estadisticos tradicionales [6]. Mas aun, los modelos
funcionales facilitan la representacién visual de los datos, y esto provee

un mayor poder de explicacién.



CAPITULOIII

2. ANALISIS DE DATOS FUNCIONALES

2.1 Introduccion

El analisis de datos funcionales es una rama de la estadistica que
analiza los datos provenientes de curvas, superficies, entre otros, cuyo
dominio sea continuo. “EI dominio continuo” a menudo es el tiempo,
pero también puede ser la ubicacién espacial, pesos, frecuencias,

probabilidades, etc.

La filosofia basica del analisis de datos funcionales es tomar las
funciones observadas como entidades uUnicas mas no como una
secuencia de observaciones individuales. El término funcional al
referirse a observaciones hace referencia a la estructura intrinseca de

los datos, mas no a su forma explicita [11].

En la practica, los datos funcionales son n pares ordenados (tj,y;)
observados de manera discreta donde y; es un valor de la funcion x(t;)
en el tiempo t;, usualmente afectado por un error ¢;. Esto es expresado

por
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yi = x(tj) +¢ 1)
o simplemente se puede expresar a (2.1) de manera algebraica como
y==x(t) +e, (2.2)

donde y, x(t) y e son vectores de longitud n.

Al hablar de datos funcionales no significa que exista un valor de x para
cada valor de t pues esto implicaria una serie de infinitos valores, al
contrario, se supone la existencia de una funcion x(t) la cual aproxima

los datos observados [11].

Ademas, usualmente deseamos definir que la funcién que “sigue” los
datos es suave, de tal manera que un par valores adyacentes y; y ;.4
se encuentren necesariamente relacionados entre si, esperando no

difieran en gran cantidad el uno del otro.

De no cumplirse el supuesto de suavidad, no existiria ventaja alguna
entre realizar un analisis funcional o simplemente un analisis
mutivariado. Sin embargo las curvas observadas no pueden ser del
todo suaves dada la presencia de lo que usualmente se llama ruido o
error de medicion, donde se presenta sin patrén alguno y de manera
impredecible por lo que por razones practicas es ignorado, esto segun

Ramsay [11].
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2.2 Representacion de funciones por medio de sistemas bases

Un sistema de funcién base es un conjunto de funciones conocidas ¢,
que son linealmente independientes entre si y tienen la propiedad que
pueden aproximar arbitrariamente sin problema alguno una funcién por
medio de una combinacion lineal de un numero suficiente de K
funciones de estas [11]. Un sistema de funciéon base representa una

funcién x por una expansion lineal

K

x(©) = ) i), 23)

k=1

2.2.1 Sistemas bases

La familia de sistemas de funcion base tradicional es el conjunto de
monomios que son usualmente construidas por diversos tipos de
bases. Las mas comunes son las series de potencia
1,t,t%,t3, ..., tk, .. (2.4)
y junto a las series de potencia se encuentran los conocidos sistemas
de series de Fourier,
1, sin(wt), cos(wt) , sin(2wt) , cos(2wt), sin(3wt) , cos(Bwt), ...,

sin(kwt), cos(kwt), ... (2.5)
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los cuales son de gran aplicabilidad, en casos donde los datos son

de caracter periddico.

Fourier con un periodo de una unidad.

Grafico 2.1: Cinco primeras funciones bases de una serie de

0, (t)

Fuente: www.functionaldata.org [6]

Las funciones polindbmicas son por tradicion una de las mas usadas;

representada por

o) =(t—w)kk=0,.. ,K

(2.6)

donde w es un parametro de desplazamiento que usualmente es el

punto medio del intervalo de estimacion.

Existen otros tipos de bases como son las ondas (wavelets),

polinémicas, poligonales, funciones escaldn, constantes, empiricas,

exponenciales, b-splines, entre otros, donde de estos dos ultimos
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se hablara con mas detalle en el presente capitulo dado su aplicacion

en esta tesis.

2.2.1.1 Sistemas bases exponenciales

Los sistemas bases exponenciales consisten en una serie de
funciones exponenciales,

eht ehat oMt (2.7)
donde los parametros A, son todos distintos, y usualmente
A, = 0 con el fin de representar una constante [11]. Cuando las
funciones no suelen ser constantes, lineales, o simplemente no
ondean, usualmente esta clase de comportamiento puede ser
representado de manera acertada por las bases exponenciales
cuyo comportamiento es seguido por muchos procesos

naturales.

Sus aplicaciones son varias y algunas de ellas se fundamentan
en que las ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes
constantes, tienen como soluciones expansiones en términos de
funciones bases exponenciales, donde la diferenciabilidad de

una funciéon es una medida de suavidad.
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Grafico 2.2: Funciones bases exponenciales para el intervalo [0,5]
con funciones bases 1, exp(-t) y exp(-5t).

1.0

0.8

0.4

0.2

0.0
L

2.2.1.2 Sistemas bases B-Splines

Tal vez el sistema base que es utilizado con mayor frecuencia son
los “B-splines” desarrollados por de Boor [3], dada las amplias

ventajas que tiene sobre los sistemas clasicos. Alguna de ellas son:

e Flexibilidad: Las curvas usualmente tienen como caracteristicas
saltos, aspereza y comportamiento inesperado por lo que
usando polinomios podrian seguir estos patrones solo con el

uso de un gran numero de funciones bases pero los splines no.
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Rapidez en el calculo de los coeficientes c;. Esto son calculados
facilmente resolviendo un sistema de ecuaciones lineales con

una ecuacioéon por cada funcioén base.

Aun si necesitamos de miles de funciones bases no habra
problema alguno al contrario de los polinomios, series de
Fourier, ondas las cuales solo funcionan bajo ciertas

condiciones como observaciones igualmente espaciadas.

Diferenciabilidad: Las derivadas juegan un papel importante en
la modelacion de las curvas por lo que deseamos que las
funciones bases tengan derivadas que sean suaves. Las series
de Fourier trabajan muy bien aqui pero los polinomios
disminuyen significativamente su explicacion dado que sus
derivadas se ven afectadas rapidamente y en la practica no es

asi.

Restricciones especiales: Algunas funciones solo pueden ser
positivas, algunas otras son monoétonas crecientes o
decrecientes. Estas restricciones pueden satisfacerse por medio
de b-splines de tal manera que las funciones cumplan con las

condiciones deseadas.
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Grafico 2.3: Funciones bases cubicas “B-splines” para el intervalo [0,1].
Nétese que la base es conformada por ocho funciones bases definidas por
cuatro nudos interiores.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fuente: SAS/STAT(R) 9.2 User's Guide, Second Edition. [12]

2.3 Ajuste de los datos usando un sistema base por minimos

cuadrados

La funcién x(t) puede ser escrita como una combinacion lineal de

funciones bases denotado como la expresion

K

x() = ) cubi(®) = €', (2.8)

k=1
siendo el vector c quien contiene los K coeficientes ¢, y la matriz ® de
dimensiones n por K que contiene los valores de ¢;(t;) . Un suavizador
lineal simple es obtenido si determinamos los coeficientes de la

expansion c;, por el criterio de minimizacion de minimos cuadrados
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n K 2
SSE(yIc) = ) [y,- -> ck¢>k(t,-)] (29)
j=1

k
donde (2.9) escrito de manera matricial se presenta de manera simple
como

SSE(y|c) = (y — ®c)'(y — ®c) = ||y — ®c||*. (2.10)

Tomando la derivada parcial de SSE(y|c) con respecto al vector c, e
igualando a cero podemos calcular el vector estimado ¢ que minimiza el

criterio de minimos cuadrados; esto es:

0
— SSE =0
P (ylc)

20 dc - 20y =0
¢=(o'0) @Yy.
donde el vector § de valores ajustados es
§=0é=d(0'D) Dy (2.11)
La aproximacion por minimos cuadrados es apropiada en situaciones
donde asumimos que los errores ¢; alrededor de la verdadera curva son

i.i.d. con media 0 y varianza constante o?.

2.4 Ajuste de los datos usando un sistema base por minimos

cuadrados ponderados
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Para minimos cuadrados ponderados incluimos a la matriz inversa de
varianzas y covarianzas del error £, como ponderador esto es
w=2x1 (2.12)
Si X, es desconocida puede ser estimada por
L. =(N-11EE, (2.13)
donde E es la matriz de varianzas y covarianza de los residuos. Por lo
tanto la suma cuadratica del error estara dada por
SSE(y|c) = (y — ®c) W(y — ®0), (2.14)

siendo ¢ el vector de coeficientes que minimiza (2.14) calculado por

= (P'WD) dWy.

El vector § de valores ajustados sera

§=d¢=0(OWD) ®Wy =Say, (2.15)
donde Sy es la matriz “hat” u operador de proyeccién correspondiente al
sistema base ®. La matriz “hat” permite para visualizar los valores

estimados de y como combinaciones lineales de los valores observados

[16]. Estos se muestran de la forma
91 $11812813 " y1
Vol _ « _ 521522523
A= y= Sq)y = : (2.16)
f’n Sn1Sn2Sn3 ™
ademas se puede probar que la matriz S4 es idempotente es decir que

S.;I)S(p == Sq)z = Sq).
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2.5 Derivadas

Al referirse a una funcion suave, significa que esta posee una o mas
derivadas, denotadas por Dx, D?x, asi hasta D™x, que representa la
derivada de orden m, donde D™x(t) es el valor de la derivada de orden
m en el instante t. Modelar la razéon de cambio de un sistema es

usualmente llamada analisis de dinamica [11].

La curvatura de una funcién x en el instante t generalmente es medido
por el tamafio de la segunda derivada, calculada como |D2x(t)| o
[D2x(t)]?. En lugares donde la curvatura es grande, es esencial tener

suficientes puntos para estimar la funcion de manera efectiva.

La cantidad de puntos va a depender de la cantidad de error ¢; definido

en la seccion 2.1, donde de ser pequefo el error, unas pocas
observaciones serian suficientes para hacer inferencia estadistica

acerca de la aceleracion de un sistema. Véase Press et al. [10].

La derivada de primer orden puede ser aproximada por medio de la

primera diferencia central denotada como

Dx(t) ~ M (2.17)
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asi mismo, la segunda derivada puede aproximada por la segunda
diferencia central denotada por

YVit1 tYj-1— 2y
(4t)?

D*x(t;) = (2.18)

2.6 Cuantificacion de aspereza (Roughness)

Una manera sencilla de cuantificar la aspereza de una funcién es el
cuadrado de la segunda derivada de una funcién para todo instante t,
esto es [D%x(t)]?, lo que usualmente es llamada medida de curvatura

en el instante t.

Si tenemos una linea recta, dado que no tiene curvatura su segunda

derivada siempre sera siempre sera cero. La aspereza se medira por
PEN, (x) = J[sz(t)]zdt, (2.19)

donde se lo denota PEN por “penalization” que significa penalizacion en
inglés. Si se desea cuantificar la penalizaciéon de aspereza para curvas
de aceleracion, de hecho estas son segundas derivadas, por lo que la

penalizacion para las curvas seria

PEN,(x) = f [D*x(t)]%dt; (2.20)
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con lo anteriormente mencionado, podriamos generalizar la

penalizacion de aspereza de orden m como

PEN,, (x) = f [D™x(t)]2dt. (2.21)

Partiendo de la expresion (2.20), se puede expresar la penalizacion de

aspereza PEN,, (x) como se muestra a continuacion

PEN,,(x) = f [D™x(t)]?dt
= f [D™c'®(t)] dt

= ] c D" ®(t)D™P(t) c dt

c U DmCD(t)Dmd)(t)dt] c

=cRec, (2.22)

donde

R=j D™®(t)D™P(¢)dt. (2.23)

Regularizacién de Tikhonov

La regularizacion de Tikhonov, llamada asi por su creador Andrey

Tikhonov, es el método de regularizacion mas comunmente usado para
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problemas donde no existe una solucion o existen infinitas, lo cual se
denota en inglés ill-posed [15]. Este método también es llamado método
Tikhonov-Miller, método Phillips-Twomey, método de inversion lineal
restringido o simplemente método de regularizacion lineal.
Supongamos que la expresion
y = P,

no esta bien condicionada, debido a que no existe solucién unica o
existen infinitas soluciones para c. La aproximacion por minimos
cuadrados busca minimizar el residuo

ly — @cll?,
donde ||| es la norma euclidiana. El no tener solucion, puede darse
cuando el sistema esta sobre-determinado o sub-determinado (® puede

ser una matriz mal condicionada o singular).

Con el fin de dar preferencia a una solucién particular con ciertas
propiedades deseables, se incluye un término de regularizacién en esta
minimizacion, esto es

ly — dcll* + [ITcll?,
donde T es llamada matriz Tikhonov [15]. En algunos casos se toma
como la matriz identidad ' = I dando lugar a soluciones con normas
menores. Esta regularizacibn mejora las condiciones del problema

haciendo posible una solucion numérica. Una solucidn explicita
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denotada por ¢ es dada por

¢E=(P'WP +I'I) o'Wy (2.24)
donde si T'T=A®'®, al vector ¢ se lo denomina estimadores de
James-Stein. Este estimador cumple la propiedad de tener menor MSE
que el estimador por minimos cuadrados siempre que dim(¢) = 3, lo
que hace que este estimador sea admisible bajo esta condicion [14].

Véase grafico 2.4.

Grafico 2.4: MSE del estimador de Minimos Cuadrados (MC) vs. El
estimador de James—Stein(JS). El estimador de James—Stein tiene una
mejor estimacion cuando la norma del parametro es cercana a cero.

MSE

0 5 10 15 20 25 30
2
[16l]

Fuente: Wikipedia. James—Stein estimator.

Uno de los casos particulares es la regresion Ridge, donde T'T =2Aly
el vector de estimadores ¢ es

E=(®'WP +AD) 1d'Wy. (2.25)



32

Es facil demostrar que al afadir el término AI a la minimizacion se
puede lograr que la matriz ®'W® sea inversible, llegando a tener una
solucion particular para ¢, donde ademas se logra reducir el error
cuadratico medio del vector de estimaciones. Para mayor detalle I1éase

Hoerl [4].

En el caso particular del Analisis de Datos Funcionales, I''T = AR donde
la matriz R se encuentra definida en (2.23) y A es el parametro de
suavizacion. El vector de estimadores es calculado como

¢=(®'WeP +2R) o'Wy, (2.26)
por lo que I = VARY?, donde R'/2 es la matriz raiz cuadrada de la
matriz R anteriormente definida, la cual puede ser calculada por

descomposicion de Cholesky.

Para este caso particular, la matriz “hat” correspondiente al sistema

base ®, con parametro de penalizacion A estara definida por

So; = P(®'Wd + IR)  ®'W, (2.27)
donde a la matriz S, se la llama de operador de sub-proyeccion, dado
que a diferencia de los operadores de proyecciéon, no cumple la
propiedad de idempotencia, es decir:

2
So801 # Sp.2-
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2.8 Meétodo de Validacion Cruzada Generalizada

El método de validacion cruzada generalizada o método GCV, esto por
su acronimo en lengua inglesa generalized cross-validation, fue
desarrollado por Craven y Wahba en 1979, siendo una de las medidas
mas frecuentemente mencionadas en la literatura de suavizamiento, el
cual tiene como principal objetivo determinar el valor o6ptimo del

estimador del parametro de suavizacion A.

Segun [11], el mejor estimador sera el valor de lambda que minimice la

expresion
n~1 SSE
GCV() = > (2.28)
[n~1 traza(I — Sg )]
o la expresion equivalente
GCV(A) = ( n ) ( SSE ) (2.29)
~ \n —df(1)/ \n — df(1) '

donde el segundo multiplicando es el estimador insesgado de la
varianza del error o2 usualmente conocido en regresion y los grados de
libertad son equivalentes a la traza de la matriz S¢; anteriormente

definida en (2.27).

Este método se basa en método de validacion cruzada simple y tiene

las ventajas de existe una menor tendencia a sobre-suavizar y evita la
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necesidad de volver a suavizar para las n ocasiones. Siempre se
debera probar con grandes cantidades de valores de A para minimizar
el GCV por lo que es necesario el uso de métodos numéricos por medio

de algoritmos de optimizacion numérica [11].

Suma Cuadratica del Error penalizada de orden m

La Suma Cuadratica del Error penalizada de orden m denotada por
PENSSE,,,, se obtiene sumando la Suma Cuadratica del Error expresada
en (2.14) y la penalizacién de orden m (2.22); esta ultima se debe
multiplicar por el parametro de suavizacion A obtenido previamente por
el Método de Validacion Cruzada Generalizada. De esta manera
tenemos

PENSSE,, (y|c) = SSE(y|c) + A PEN,,,(x)

PENSSE,,(y|c) = (y — ®c) W(y — &c) + AcRc. (2.30)

Tomando la derivada parcial con respecto al vector de parametros c,

obtenemos
a [ ’
%(y— dc)W(y—Pc)+AcRc=0

—2®'Wy + @' Wdc + ARc = 0,
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de la cual obtenemos la expresidon para el vector de coeficientes

estimados

¢=(®'Wd+R) O'Wy, (2.31)
expresion que coincide con (2.26) resultante de la Regularizacion de

Tikhonov cuando T = VA RY/Z,

Funciones Monotonas

Usualmente sabemos que en ciertos procesos las mediciones son
valores que siempre se estan incrementando como por ejemplo la
estatura de una persona, es por esto que algunas veces hablamos de

datos o funciones mondtonas crecientes o decrecientes.

La monotonicidad es un principio global en la suavizacion, de modo que
eliminando los valores negativos para la primera derivada puede

estabilizar las curvas, especialmente al inicio y al final de ellas.

En vez de usar una funcién para directamente ajustar los datos, la
utilizaremos para definir otra funcién que cumpla con las caracteristicas

requeridas, en este caso la monotonicidad [6].
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Supongamos que W(t) es una funcion cualquiera la cual no tiene
restricciones excepto de que W(t,) = 0. Entonces exp [W(t)] es una
funcién siempre positiva y sabemos que la integral definida de una
funcidn positiva siempre se incrementa. En consecuencia, nosotros
definimos una funcion positiva m(t) de la forma

m(t) = eW®,

donde W(t) es
WO = adi(®),

k

por lo que la expresion a minimizar por minimos cuadrados ponderados

penalizados es

PENSSE,(Wly) = [y — eW(t)]'w[y —e"®] 4+ AJ[DZW(t)]Zdt,

donde dada la naturaleza de la ecuacion, el calculo computacional se
vera complicado en comparacion que al proceso de suavizacion usual

[11].

El principio de monotonicidad implica que la primera derivada o
velocidad de x sea siempre positiva, lo cual puede ser denotado como
una ecuacion diferencial, esto es Dx(t) = e ®, por lo que integrando a

ambos lados podemos expresar a la funcion x(t) como

x(t) =C+ ftexp[W(u)] du. (2.28)

to
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2.11 Factor de Inflacion de la Varianza

El Factor de Inflacion de la Varianza o VIF (Variance Inflation Factor)
mide la cantidad de multicolinealidad que existe en un modelo de

regresion por Minimos Cuadrados Ordinarios.

El VIF es un indice del aumento del error estandar dada la
multicolinealidad que existen entre las variables independientes del

modelo.

Suponiendo el siguiente modelo lineal que tiene p variables

y = Bo + B1x1 + Box; + -+ BpX, t+ €, (2.29)
la matriz de varianzas y covarianzas de los estimadores de regresion X
es estimada de manera matricial por MCE(X"X) ™! [16], mas el estimador
de la varianza de cada uno de los estimadores ;, segun Kutner [9]

puede ser calculado como

var(B,) = MCE ! ) (2.30)
77 (n—Dvar(x) \1-R?

donde Rj2 es el coeficiente de determinacion R? para el modelo de
regresion donde x; es explicado por medio de las otras covariables,

esto es

Xjp =Yoo+ - tVj-1Xj-1 FVjraXj + o+ & (2.31)
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El segundo factor, 1 /1 — R]-2 es el VIF, el cual indica en cuantas veces

se vera incrementado el error estandar para el estimador 3, a causa de
la multicolinealidad. Si el VIF es igual a uno, esto implica que x; es
linealmente independiente con las restantes covariables, lo que
matricialmente representaria que el vector x; es ortogonal con respecto

a las columnas correspondientes a las otras covariables en la matriz de

disefno.

Kutner [9] sugiere que si el VIF es mayor a diez, se podria considerar
que existe una alta multicolinealidad, lo que sugeriria que x; puede ser
excluida del modelo. EI método VIF se encuentra debidamente
implementado en el software estadistico R como VIF() y se encuentra

en la libreria car.



CAPITULO Il

3.1. ANALISIS DE VARIANZA FUNCIONAL

3.1.1.Introduccion

El Analisis de Varianza (ANOVA) es una de las herramientas mas
usadas en la estadistica aplicada, esto es para el Disefio de
Experimentos. Mientras esta es muy util cuando se trabaja con datos
de pequefias dimensiones, tiene sus limitaciones analizando variables

de interés funcionales.

Tales variables funcionales son encontradas, por ejemplo, cuando las
unidades son tomadas alrededor del tiempo, incluso cuando no se
tiene en si una funcion pero si un conjunto de evaluaciones

individuales suficientes para suponerla [1].

En tales casos, el método de Analisis de Varianza Funcional
(FANOVA) provee igual solucion que el tradicional ANOVA cuando la
variable dependiente es funcional, sin dejar de lado su poder de

explicacion y facilidad de interpretacion.
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3.1.2. Aplicacion del Analisis Funcional de Varianza

Se desea determinar si existen diferencias significativas en ciertas
caracteristicas fisico quimicas de las papayas, al usar dos tipos
diferentes de peliculas comestibles, por lo que la metodologia a usarse
es el andlisis de varianza funcional dado que la variable dependiente

constituye un dato funcional.

En términos formales, si Y es la caracteristica a medir en la papaya y
tenemos P tipos de peliculas comestibles, el modelo que explicaria la
r — ésima observacion funcional con el tipo de pelicula p denotada por
Y, seria

Yor (©) = Bo () + ap(t) + €y () (3.1)
donde B,(t) es la funcién promedio u(t) de la caracteristica de interés
Y para papayas sin pelicula, a,(t) es el efecto sobre la caracteristica Y
al usar el tipo de pelicula p. El término €,,(t) representa la funcion
residual, la cual es la variacion no explicada respecto a la r — ésima
papaya con pelicula comestible p. Nétese que es de interés analizar
a,(t) y a,(t) dada la condicion que

ay(t) =0, vt. (3.2)

Podemos definir las tres funciones de regresion g; correspondientes a
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las constantes del modelo anterior, esto seria 8, = a;y S, = a,. De
esta manera el modelo puede ser expresado por
Y(t) = Bo(t) + B1(£)Z1 + B(0)Z, + €(D); (3.3)

también se puede escribir (3.3) de manera general [11] como

p
Vor () = " Ziom B5(0) + pr(0) (34
J

o bien podriamos expresarlo de manera compacta en forma matricial
por medio de la expresiéon

Y=Z8+ ¢ (3.5)
donde Z es la matriz de disefio y B =[S, B, B,] ambos bajo la

condicién en (3.2).

Ajuste del Modelo

Si tuviéremos un modelo lineal estandar se deberia usar el método de
Minimos Cuadrados para hallar el vector B que minimice la Suma
Cuadratica Residual. Extendiendo el criterio de Minimos Cuadrados de
manera adecuada para el caso funcional, tenemos que cada uno de
los residuos Y, (t) — Z,B(t) constituyen una funcion, por lo que el

criterio de ajuste por Minimos Cuadrados no ponderados seria



3.1.4.

42

tf p 2
LMSSE(B) = ZZ f Y, (t) —Zz(pr)ljﬁj(t) dt,  (3.6)
14 j=0

L
donde ¢, y t; representan el tiempo inicial y final de la realizacion del
experimento respectivamente. Téngase en cuenta, que la
minimizacion en realidad es respecto a el vector de coeficientes c,

dado que los B;(t) son combinaciones lineales de los elementos del

sistema base ®.

Bajo la restriccion que Z(,,), = 1 se obtiene la estimacion del vector
de parametros B por Minimos Cuadrados, siendo la medida
cuantitativa del error el area bajo la curva de las funciones residuales

al cuadrado.

Validacion del Modelo

Para la validacion del modelo al igual que en el analisis de varianza
comun utilizamos el Coeficiente de Determinacion R?y el Estadistico
de prueba F de Fisher. Para el caso de Analisis de Varianza
Funcional, R? y F son funciones, al igual que las sumas y medias

cuadraticas.
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Al igual que en los modelos lineales multivariados, la principal fuente
de informacién en el analisis de la importancia de los efectos es la
Suma Cuadratica del Error que seria
SSE(t) = Z[Ypr(t) — 2, BT (3.7)
P
La Suma Cuadratica Total, puede ser comparada como la Suma
Cuadratica del Error cuando en el modelo solo se considera la media

global i como predictor. Esto es,
N 2
SST(®) = ) [1yr(6) = A(0)] (3.8)
D

donde la media global fi(t) puede ser hallada de manera descriptiva
como en (1.1), o dado que el disefio es balanceado puede ser

calculada en funcién de los efectos como

_ 3Bo(t) + B (t) + Ba(0)
3 )

f(e) (3.9)
La Potencia de Explicacion del Modelo puede ser calculada por medio
de la funcién de Correlacion Multiple Cuadrada RSQ analoga del
coeficiente R? usado en Analisis de Varianza Simple, esta es calculada

como

[SST(t) — SSE(¢)]
SST(t) ’

RSQ(¢) = (3.10)

donde el numerador corresponde a la funcién Suma Cuadratica de
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Regresion. De igual manera podemos calcular las funciones analogas
correspondientes a los estadisticos de la tabla ANOVA para el analisis
univariado. Por ejemplo, la funcién Media Cuadratica del Error tiene la
forma funcional,

SSE(t)
df(error) '

MSE(t) = (3.11)

donde df(,,,r) Son los grados del libertad del error correspondientes al
tamano de la muestra menos el numero de funciones independientes
B; en el modelo. La funcién Media Cuadratica de Regresion seria

MSR(t) = SSY(gf(_ S)SE(t). (3.12)
reg

Finalmente podemos calcular la funcidén analoga al estadistico F de
Fisher llamado en literatura funcional como Fg,r0 la cual se calcula

como

MSR(t)
MSE(¢t)’

Frario(t) = (3.13)

y con esto hallar la funcidon P,y equivalente al valor p
correspondiente a la Prueba F, la cual nos permitira concluir si en
algun instante de tiempo t durante el experimento, existe algun efecto
significativo sobre la variable de interés Y al aplicar un cierto tipo de
pelicula. Obsérvese en la tabla 1, el compendio de funciones

anteriormente definidas resumidas como la tabla FANOVA.
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Tabla 1: Tabla de Analisis de Varianza Funcional (FANOVA)
Fuentes de Grggos Sumas Medias Estadistico
Variaciéon . Cuadraticas Cuadraticas | de Prueba F
Libertad
= 2 SSR(t) MSR(t)
REGRESION -1 [Z,:B(® — 2(D)] 2
P ; P df(regresién) MSE(t)
ERROR _ Yo (8) — 7. B(t 2 SSE(t)
(Residuales) n-p ;[ o (8) = ZeB( )] dferror)
TOTAL n-1 Z[Ypr(t) —a@]*
rp

Bajo las condiciones dadas, el contraste de hipdtesis respectivo para

la prueba F de FANOVA seria:

Hy:a.(t) = a,(t) =0
Vs

H;: Al menos una funcion a(t) # 0

Es decir la hipotesis nula postula que los efectos de los tratamientos
son nulos, que es lo mismo decir, sin importar el tipo de pelicula que
se aplique, en promedio siempre se tendra iguales resultados. Con un
(1 —a)100% de confianza la hipotesis nula H, sera rechazada en

favor de H, en el instante de tiempo t si

Frario(t) > F (& dfregy Afierrory)’ (3.14)
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donde F(,, A reg)Aferron) €S el percentil (1 — a)100 de la distribucion F

con df(,.4) grados de libertad en el numerador y df(.,r,r) grados de
libertad en el denominador. Si deseamos rechazar en base al valor p,
llamaremos Py 4.y @ su funcién analoga la cual puede ser calculada

como

Prarwe(t) =P (F (df(regyAfcerror) = T RATIO (t)>- (3.15)

3.2. PRUEBA T FUNCIONAL PARA DIFERENCIA DE
MEDIAS PARA POBLACIONES NORMALES CON
VARIANZA DESCONOCIDA

Sera de interés determinar si el uso de aceites esenciales en las
peliculas comestibles tiene un efecto deseable sobre alguna de las
caracteristicas de interés Y. Con este fin, se realizaran pruebas de
hipétesis funcionales para diferencias de medias, comparando los

dos tipos de peliculas, cuando sea necesario.

Para esto, se debe tener dos muestras independientes bajo la
condicién, que ambas poblaciones de las que se toman las muestras
son Normales e independientes. Notese que no se exigen las

condiciones del Teorema del Limite Central [16].
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Prueba T funcional para diferencia de Medias para
Poblaciones Normales con Varianzas desconocidas e

iguales

Bajo el supuesto que en un instante t del experimento,
X, ~N(uy (), 02(t)) mientras que X,~N(u,(t),d2(t)) siendo a?(t) =
a2 (t) = d%(t), se desconoce g2(t); n, y n, seran los tamafios de
muestra correspondientes a las muestras independientes X, y X, los

cuales permanecen constantes a lo largo del experimento [16].

Grafico 3.1: Poblaciones Normales con igual varianza. No se exigen
las condiciones del Teorema del Limite Central.

Distribucion de la
Poblacion 2
N

Distribucion de la
Poblacion 1
X

Fuente: Probabilidad y Estadistica, Fundamentos y Aplicaciones, Zurita [16]

Dado el supuesto que las varianzas iguales para todo ¢, se calcula un
Estimador de la funciéon varianza comun ¢?2(t) por medio de las
funciones de varianzas muestrales s?(t) y s2(t). Este estimador es

analogo al estimador S polled para el caso no funcional, y es
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calculado como

(ny — Dsf(t) + (np, — D)s5(t)
2 —
s2(t) = T2 . (3.16)
El estadistico de prueba funcional es
X, (t) — x,(t) — (¢t
r() = 2 xzi) 1(), (3.17)
Sp (t) n_l + n—z

donde §(t) es la funcidén correspondiente al valor de la diferencia de
medias postulada en la hipétesis nula. El estadistico T(t) tiene
distribucion T de Student con n; +n, — 2 grados de libertad para

todo t.

Bajo las condiciones dadas, el contraste de hipotesis unilateral

respectivo para la prueba funcional T seria

Ho: py (t) — p2 (1) 2 0

vs
Hy: pg (6) — pp(t) < 0.
La hipotesis nula postula que ambas funciones promedio son iguales
durante todo el experimento. Con un (1 — @)100% de confianza la
hipotesis nula H, serd rechazada en favor de H, en el instante de

tiempo t si

T(t) < _T(a nptny—2) (3.18)
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donde T(y .n,+n,—2) €S €l percentil (1 —a)100 de la distribucién T con

n, + n, — 2 grados de libertad. Para este caso funcion P, .y (t) es

calculada como

Pyarye(t) = P (T(n1+n2—2) =< T(t))- (3.19)

Prueba T funcional para diferencia de Medias para
Poblaciones Normales con Varianzas desconocidas y

desiguales

Bajo el mismo supuesto de normalidad para las poblaciones X; y X,
en todo instante ¢t del experimento, ademas o?(t) y o2Z(t) son
desconocidas y se suponen desiguales; n; y n, seran los tamafios de
muestra correspondientes a las muestras independientes X; y X, los
cuales para este experimento permanecen constantes durante su

realizacion.

Bajo los supuestos anteriores, y siendo &(t) la funcion
correspondiente al valor de la diferencia de medias postulada en la
hipétesis nula, el Estadistico de Prueba funcional T(t) puede ser

calculado como
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T(E) = x1(t) — x5 (¢) — 5’ (3.20)

st® | 70
ny n;

tiene distribucion T de student con v(t) grados de libertad, los cuales

son calculados como

s2(t) | s2)\
—_l_—
v(t) = <"1 "2> : (3.21)

= e

n1_1 nz—l

donde es el estadistico de prueba anterior y su aproximacion para los
grados de libertad, es conocida en literatura estadistica como
“Satterwaite’s Test” [13]. Como los valores de v(t) pueden ser
decimales, estos deben ser redondeados. Nétese que los grados de
libertad v(t), y del Estadistico de Prueba T(t) constituyen también

una funcion.

Bajo las condiciones dadas, el contraste de hipotesis unilateral

respectivo para la prueba funcional T seria

Ho: py (8) — p2(t) = 0

)
Hy: py (8) — up(t) <0,
donde la hipdtesis nula postula que ambas funciones promedio son

iguales durante todo el experimento. Con un (1-—a)100% de
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confianza la hipdtesis nula H, sera rechazada en favor de H; en el
instante de tiempo t si

T(t) < T (@) (3.22)
donde T'(, () s el percentil (1 — )100 de la distribucion T con v(t)

grados de libertad. Para este caso funcion P, ,z(t) es calculada

como

Prapye(t) = P (T(v(t)) = T(t)>- (3.23)

IMPUTACION DE DATOS

Justificacion

Existen caracteristicas de interés que requieren que el fruto sea
cortado para poder ser medidas, es por esto que r papayas
seleccionadas aleatoriamente deberan ser cortadas cada dia con
este objetivo, por lo que se tendran mediciones faltantes para
caracteristicas que son simplemente observables, por lo que sera
necesario utilizar un método de imputacion de datos para poder

estimar estos valores.
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3.3.2. Modelo de Imputacion

Basicamente, las observaciones faltantes 0; seran calculadas
utilizando la funcion media y;, de tal manera que restandole una
funcién lineal f; cuyos coeficientes 5, y ; son de desconocidos y de
interés, se ajuste a los datos observados de mejor manera por medio
del criterio de Minimos Cuadrados, esto es:
O;=yi—fite, (3.24)
donde f; es una funcion lineal de la forma
fi = Bo + Bati (3.25)
donde ¢; es el error, el cual se supone que se distribuye normalmente
con media 0 y varianza constante o2, esto es ;~N(0,0?), ademas
que que cov(e;, ) = 0 para i # j. Dada la expresion (3.24), la Suma

Cuadratica del Error estara dada por la expresién

t

Q= Zt: Zo—y+ﬁ , (3.26)

i=1 i=1
donde reemplazando f; como en la expresién (3.25) tenemos

t

D 10i= 5+ o+ futil? (3.27)

i=1

Multiplicando por (—1) dentro del paréntesis y agrupando de manera

adecuada, puede expresar a (3.27) como
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¢
[(F — 0;) — (Bo + B1t)]?, (3.28)
=1

l

donde, si llamamos
Yi=0F-0), (3.29)

la expresion resultante sera

t

D Y= o+ Bt P, (3:30)

i=1
siendo la expresion de la Suma Cuadratica del Error a minimizar por el

Método de Regresion Lineal Simple [16].

Los estimadores b, y b; que minimizan (3.26) pueden ser hallados por

las Ecuaciones Normales, que forman el sistema de ecuaciones
i=1 i=1
! Lo, (3.26)

bajo la condicién Y; = (y — 0;).

3.3.3. Algoritmo de Imputacion

El algoritmo de imputacién fue programado en el software estadistico

R haciendo uso de la libreria “fda”. Obsérvese el codigo en la Tabla 2.
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Tabla 2: Algoritmo de Imputacion en R para observaciones faltantes.

i=complete.cases (t (0))
inot=!1
O.comp=01[,1i]
O.notcomp=0[, inot]
base=create.basis (range (tiempo) ,nbasis)
Ofd.comp=apply (O.comp, 2, function (y)
Dataz2fd(tiempo[!is.na(y)],y[!is.na(y)],base))
O.comp.media[jl=eval.fd (0fd.comp, tiempo)
Y=matrix (nrow=length (tiempo) ,ncol=ncol (O.notcomp))
B=matrix (nrow=2,ncol=ncol (O.notcomp) )
lengthy=vector (length=ncol (O.notcomp) )
F=matrix (nrow=nrow (O.notcomp) ,ncol=ncol (O.notcomp))
Ob=matrix (nrow=nrow (F),ncol=ncol (F))
for(i in l:ncol (O.notcomp))
{
for(j in l:length(tiempo))
{
Y[j,1i]= O.comp.medial[j]-0O.notcomp[j, 1]
}
reg=lm(Y[,1i]~tiempo)
B[1l,1i]=regScoefficients[1]
B[2,i]=reg$coefficients[2]
lengthy[il=length(na.omit (Y[,1]))
}
B=replace (B,is.na(B),0)
for(j in l:ncol (Z))
{
for(i in 1l:lengthy[j])
{
F[i,j]1=B[1,]j]+B[2,j]*tiempo[i]
}
Fl,j]l=na.locf(F[,3])
Ob[,j]= O.comp.medialj]l-FI[,7]
}

Obdata=matrix (c (Ob,O.comp) , nrow=n)

colnames (Obdata)=c (colnames (O.notcomp) , colnames (O.comp)




CAPITULO IV

4. EXPERIMENTACION

El principal objetivo del experimento es medir si el uso de peliculas
comestibles en papayas puede retrasar significativamente el proceso de
madurez. El estado de madurez de la fruta al ser cosechados, es
especialmente importante para su manejo, transportaciéon 'y
comercializacidén ya que repercute directamente en su calidad y potencial

de almacenamiento [7].
Por esto, el analisis se centra en ciertas caracteristicas fisico quimicas de

interés para el consumidor, y que pueden ser indicadores de la

maduracién del producto.

4.1. Variables

Variable independiente

La variable independiente o factor a considerarse fue el tipo de pelicula

comestible a aplicarse. Esta variable categoérica toma tres posibles
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valores que son:

e Placebo: Es la no aplicacion de pelicula. También llamado
control, este tiene como funcion medir los efectos de la aplicacion

de las peliculas a experimentarse.

e Pelicula comestible estandar: Pelicula comestible elaborada de
almidon de maiz la cual actua como barrera externa a agentes

externos como humedad, aceites, vapor, etc.

e Pelicula comestible con aceites esenciales: Pelicula
comestible estandar con aceites esenciales de canela y clavo de

olor, con el fin de controlar de las pudriciones fungosas.

Variables de Interés

Fueron de interés las caracteristicas que son percibidas por el
consumidor como “sindbnimo” de calidad y que al mismo tiempo,
reflejan la etapa de maduracién y préximo perecimiento de una fruta.
Las variables de interés son: peso, nivel de acidez pH, sodlidos

solubles, dureza y color. La descripcion de cada una de las
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caracteristicas y la metodologia de medicion se detalla a

continuacion:

Peso

Todas las papayas existentes al dia t fueron pesadas (gramos)
en una bascula de precisiéon con capacidad de 2.5 Kg. Esta fue
escogida como variable de disefio dada su influencia al momento
de adquirir el fruto, facilidad de medicion y por ser teéricamente

la de mayor expectativa a ser afectada.

Nivel de Acidez

Influyente en el sabor que se percibe de la fruta, el nivel de
acidez o basicidad en la fruta fue medida en escala pH. Se
homogenizaron 10 gramos de pulpa de papaya en 100 ml de
agua destilada, y se procediéo a medir el nivel pH a temperatura

ambiente con un potenciometro.

Sdlidos solubles

Los sélidos solubles totales en una fruta estan formados en mas
del 90% por azucar y el resto por acidos organicos y minerales
por lo que esta caracteristica es de vital importancia sobre la

dulzura de la papaya. Se mide en grados brix (°brix), analizando
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pequefias muestras de jugo extraido sobre un prisma de

medicion mediante un refractdometro de mano.

Dureza

Se determiné utilizando un penetrémetro manual, introduciendo su
cilindro metalico sobre una de las caras en la zona media de cada
papaya; la dureza se mide en términos de la presién ejercida sobre

la fruta, expresada en g/cm?.

Color
Caracteristica fisica de gran interés la cual fue medida por medio de
un colorimetro el cual descomponia el color en coordenadas RGB

(Red, Green, Blue).

Tabla 3: Colores basicos en sistema de color RGB.

Color [R,G,B] Muestra de Color
Negro [0,0,0] [ ]
Rojo [255, 0 , 0 ] o
Verde [ 0,255, 0 ] [
Azul [ 0, 0 ,255] [ ]
Blanco [ 255, 255 , 255 )
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En las coordenadas RGB, cada una de sus componentes puede
tomar valores entre 0 y 255, lo que da lugar a 256° posibles colores.

Los colores base se componen como se muestra en la tabla 3.

Al tener un vector trivariado, se utilizé la Norma Euclidiana o
modulo del vector como cuantia de la cantidad de color, esto es

IVIl = VR? + G2 + B?, (4.1)
que graficamente representa la distancia entre el origen (0,0,0) y la

coordenada (R,G,B) en R3. Véase el grafico 4.1.

Grafico 4.1: Area cromatica en sistema de color RGB.

Fuente: www.pce-iberica.es/medidor-detalles-tecnicos/images/colorimetro-pce-rgb-imagen1.jpg

Dada la forma de medir cada una de las caracteristicas de interés,
el numero de observaciones a lo largo del experimento es diferente

para cada una de las variables.
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Cada dia se cortaran r papayas de cada nivel para realizar los analizar
la acidez pH, los soélidos solubles y dureza, por lo que estas tres
caracteristicas contaran con r observaciones a lo largo del experimento,
necesitandose un total de rx*t papayas por nivel al inicio del
experimento. Las mediciones aunque son tomadas de papayas
diferentes, seran relacionadas entre si, por el nivel de repisa vertical en

la refrigeradora donde se coloquen las mismas.

Inicialmente, se seleccionaran r papayas de manera aleatoria, las
cuales seran las ultimas en ser cortadas, y estas seran objeto del

analisis de color.

Dado que las papayas son cortadas, para la variable peso se utilizé le
método de imputacién definido en el Capitulo 3, de tal manera que se
cuente con la informacién de las r xt papayas por nivel para todo

instante de tiempo t.

Experimentacién Piloto

Con el fin de determinar el numero de réplicas que debera tenerse en

cada nivel del factor pelicula, se realizé una experimentacién piloto para
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tener resultados preliminares. Con los datos resultantes y bajo los
supuestos tedricos de pérdida de peso, por medio de simulacion se
procedid a determinar el numero de replicas a utilizarse basandonos en

la funcién de poder.

4.2.1. Metodologia

Para la experimentacion piloto se seleccionaron doce papayas
verdes de la especie “hawaiana” (Carica Papaya L), pertenecientes a
una misma cosecha, previendo iguales caracteristicas en los frutos.
El experimento piloto se realizé en dos laboratorios de la Facultad de
Ingenieria Mecanica y Ciencias de la Produccion de la ESPOL. En el
laboratorio de Investigacion y Desarrollo, se procedié a lavarlas y
desinfectarlas por un minuto con hipo clorito de sodio al 2.6% vy

posteriormente se enjuagaron dos veces con agua destilada.

Las papayas fueron puestas en refrigeracién de tal manera que se
las seleccion6 y colocd aleatoriamente, utilizando las tres repisas
verticales de la refrigeradora, con el objetivo de confundir el efecto de
la posicidn en la misma. En el laboratorio de Bromatologia se

procedié pesar las papayas diariamente a excepcion de los fines de
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semana donde no se tuvo acceso al laboratorio. Una papaya fue
cortada a partir del segundo dia con el fin de simular el analisis de

nivel de acidez, solidos solubles y dureza.

Resultados

El grafico 4.2 muestra los pesos en gramos de las doce papayas
sometidas al experimento piloto. Los valores resultantes se
encuentran en la seccion de anexos. Es facil notar que la perdida se
peso se podria suponer lineal, por lo que usar una funcién de este

tipo para representar la pérdida de peso, no seria “descabellado”.

Grafico 4.2: Pesos en gramos de doce papayas medidas en once
ocasiones durante los quince dias del experimento piloto.
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El uso de funciones de mayor grado fue descartado, dado que en los
casos donde se tienen pocas observaciones, esto da lugar a tener
extrapolaciones erréneas. En el grafico 4.3, se puede observar las
funciones lineales que interpolan las observaciones, las cuales

constituyen datos funcionales que fueron hallados por FDA.

Grafico 4.3: Funciones aproximadas de los pesos en gramos de doce
papayas medidas en once ocasiones durante los quince dias del
experimento piloto.
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Dado que las papayas tienen diferentes pesos iniciales, fue
necesario analizar la variable aleatoria “pérdida de peso en gramos”
con el propdsito de encerar las funciones, ya que la pérdida de peso
al inicio del experimento sera siempre cero. En el gréfico 4.4 se

observan las funciones de pérdida de pesos.
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Grafico 4.4: Funciones de pérdida de peso en gramos de doce
papayas medidas en once ocasiones durante los quince dias del
experimento piloto.
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4.2.3. Simulacioén

Por medio de simulacion matematica, con los resultados de la
experimentacion piloto se simularon 10000 experimentos en las
cuales con un nivel de significancia a de 0.05 en cada una de las
simulaciones, se realizaron la prueba F de FANOVA y la prueba T de
diferencias de medias, esto probando con diferentes tamanos de
réplicas y variando los supuestos de los efectos entre niveles. Al final

se obtuvieron las Funciones de Poder respectivas para cada prueba.
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Diseno de la Simulacion

Basados en [2], se sabe que el efecto de la aplicacién de una
pelicula comestible sobre el peso de una papaya al cabo de 15

dias es cercano a dos gramos, lo cual fue tomado como supuesto.

Grafico 4.5: Funciones promedio de pérdida de peso en gramos para
papayas sin pelicula (negro), con pelicula (rojo) y con pelicula con
aceites esenciales (azul).
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En el grafico 4.5 se puede observar el supuesto de dos gramos en
el efecto sobre el peso al aplicar una pelicula estandar, mientras
que el efecto de aplicar aceites esenciales sobre una pelicula
comestible se supone un valor d a variarse, el cual toma los

valores 0.50, 0.75, 1.00, 1.25 y 1.50 gramos.
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Los diferentes tamanos de replicas a probarse son 3, 4, 5,10, 15y
20 papayas, ademas se supuso que cada uno de los niveles del

tratamiento tienen igual varianza.

Dado el supuesto de igualdad de varianzas para la prueba T se
utilizara el estimador insesgado de la varianza poblacional s;(t), el
cual es la ponderacién de las funciones varianzas de los tres

niveles, esto es

(ny — Dsf(e) + (np — Ds5(t) + (n3 — Ds5(t)
n,+n, +n3—3

sp(t) = . (42)

Como para este caso el numero de réplicas es el mismo para cada
nivel, el estimador sz%(t) puede ser escrito de manera simplificada
como

s2() +s2(t) + s3(b)
z ,

sp(t) = (4.3)

notando que el estimador de la varianza poblacional coincide con
el promedio de las funciones de varianza correspondientes a los
tratamientos. El estadistico T se puede expresar de igual manera
como

X1 (t) — %, (t)

Sp (t)\/% |

Para “generar’ las papayas se utilizdé la funcion media de cada

T(t) = (4.4)
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grupo del tratamiento y se les sumo una variacion en términos de
su desviacion estandar. Cada papaya fue generada como

Yip(8) = A, (8) + Z 5,(8), (4.5)
donde Y,,(t) representa la funcion de pérdida de peso de la
papaya r con tipo de pelicula p, fi,(t) es la funcion promedio de
pérdida de peso para papayas con tipo de pelicula p, Z es una
variable aleatoria Normal estandar y s,(t) el estimador insesgado

de la funcion de desviacién estandar poblacional.

Una vez que se tuvieron r papayas por nivel, para cada una de las
10000 simulaciones, se realizaron las pruebas funcionales F de
FANOVA y la prueba T de diferencias de medias, cuyos
estadisticos de prueba se encuentran definidos en (3.13) y (4.4)

respectivamente.

La funcion de poder para la prueba F indica cual es la probabilidad
de detectar diferencias significativas en el peso entre los tres
niveles del tratamiento, esto es, de papayas sin peliculas, papayas
con peliculas estandar y con peliculas con aceites esenciales. De
igual manera, la funcion de poder de la prueba T, nos permitira
calcular la probabilidad de detectar diferencias significativas en el

peso al aplicar peliculas estandar y con aceites esenciales.
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4.2.3.2. Algoritmo de Simulacion

La programacion del algoritmo de simulacion se realizé en el
software estadistico R. El cédigo en R de la funcion que realiza las

simulaciones se muestra en la tabla 4.

Tabla 4: Algoritmo de simulacion en R para determinar el numero de réplicas a
utilizarse en el experimento.

potencia=function(r,d)
{
base.lineal=create.bspline.basis (range (tiempo),
norder=2)

difl=Data2fd(range (tiempo),c(0,2),base.lineal)
dif2=Data2fd(range (tiempo),c(0,d),base.lineal)
mO=media
ml=mO+difl
m2=ml+dif?2
s=as.vector (eval.fd(c(1l:15),de))
numrechF=0
numrechT=0
nt=length (tiempo)
Fcrit=gf (alpha=0.05,3-1,r*3-3,lower.tail=FALSE)
Tcrit=qgt (alpha=0.05,r*3-3, lower.tail=FALSE)
tratamiento<<-factor (rep(0:2,rep(r,3)))
for(i in 1:10000)
{

muestralO=vector (mode="1ist", length=r)

for(j in 1l:r)

{

muestral[[j]]=m0+ (de*rnorm(1l))

}

muestral=vector (mode="1ist", length=r)

for(j in 1:r)

{

muestral[[]j]]=ml+ (de*rnorm(l))

}

muestral2=vector (mode="1ist", length=r)

for(j in 1:r)

{

muestra2[[j]]=m2+ (de*rnorm(1l))

}
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Tabla 4 (Continua): Algoritmo de simulacion en R para determinar el nimero de
replicas a utilizarse en el experimento.

muestravO=sapply (muestral, function (x)
as.vector (eval.fd(evalarg=c(1:15),x)))

muestravl=sapply (muestral, function (x)
as.vector (eval.fd(evalarg=c(1l:15),x)))

muestrav2=sapply (muestraz, function (x)

as.vector (eval.fd(evalarg=c(1:15),x)))
muestravO=apply (muestrav0, 2, function(x) x-x[11])
muestravl=apply (muestravl, 2, function(x) x-x[11])
muestrav2=apply (muestrav?2, 2, function(x) x-x[1])

muestra=cbind (muestrav(0, muestravl, muestrav?)
muestrafd<<-Data2fd(c(1:15),muestra,base.lineal)

#PRUEBA T

medial=apply (muestravl,l,mean)
media2=apply (muestrav2,l,mean)
varO=apply (muestrav0, 1, var)
varl=apply (muestravl,1l,var)
var2=apply (muestrav2,1l,var)
const=sqrt (2/r)
sp2=(varO+varl+var2) /3

sp=sqgrt (sp2)
t=(media2-medial) / (sp*const)

#PRUEBA F

reg=fRegress (muestrafd~tratamiento)

yvec = eval.fd(tfino, reg$SyfdPars$fd)
vhatvec = eval.fd(tfino, reg$yhatfdobjs$fd)
SCE=apply ((yvec-yhatvec) 2,1, sum)

SCT= (apply(yvec,1l,var))* (r*3-1)
SCR=SCT-SCE

MCE=SCT/ (r*3-r)

MCR=SCR/ (r-1)

F=MCR/MCE

#FUNCION DE PODER
{
#PRUEBA T
maxt=max (t, na.rm=TRUE)
if (maxt>Tcrit) numrechT=numrechT+1

# PRUEBA F
maxf=max (£S$F)

if (maxf>Fcrit) numrechF=numrechF+1

¢ (numrechF/10000, numrechT/10000)
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En la tabla 5 se observan los resultados de la simulaciéon. Se

muestran los distintos valores que toma la Funcidén de Poder para

las pruebas F y T, para los diferentes tamafos de replicas y las

diferentes distancias.

Tabla 5: Funciones de Poder de las pruebas F y T realizadas por medio de
simulacion, para diferentes tamafios de réplicas y distancias.
d=0.50 d=0.75 d=1.00 d=1.25 d=1.50
_ F 0.9377 0.9675 0.9856 0.9958 0.9992
r=3 t 0.2533 0.4323 0.6238 0.7907 0.9002
_ F 0.9576 0.9827 0.9946 0.9987 0.9996
r=4 t 0.3275 0.5484 0.7656 0.9055 0.9704
_ F 0.9921 0.9987 0.9999 1.0000 1.0000
r=s t 0.3870 0.6470 0.8557 0.9586 0.9932
_ F 0.9972 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
r=10 t 0.6381 0.9075 0.9882 0.9998 1.0000
_ F 0.9997 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
r=15 t 0.7809 0.9793 0.9995 1.0000 1.0000
_ F 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
r=20 t 0.8864 0.9972 1.0000 1.0000 1.0000

Con los resultados de las simulaciones se decidid utilizar tres

replicas por cada nivel, ya que asumiendo una diferencia promedio

de entre 1 gramo y 1.25 gramos entre papayas con peliculas

estandar y peliculas con aceites esenciales, se obtiene un poder
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de 0.62 a 0.80 para la prueba T y aproximadamente 0.99 para la
prueba F. Utilizar un numero de réplicas pequeno, facilita de gran
manera la experimentacion dadas las restricciones de espacio y

uso de los equipos en los laboratorios.

Grafico 4.6: Funciones de Poder para la prueba F para los
diferentes tamarios de réplica y distancia a probarse.

o
¥ =3
w
[a )
(=]
o
o
o
o
&
P Réplicas
*3 « 10
e4 15
*5 * 20
w
oo
= 1 T T T T
0.50 0.75 1.00 1.25 1.50
distancia (cm)

Grafico 4.7: Funciones de Poder para la prueba T para los
diferentes tamarios de réplica y distancia a probarse.
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4.3. Diseno del Experimento

Una vez determinado el tamafio de muestra se sabe que seran tres, las
papayas que seran cortadas dia a dia para los analisis invasivos por lo
que el numero de réplicas son: 30 papayas por nivel para el analisis de
peso y 3 papayas por nivel para el analisis de acidez, sélidos solubles,

dureza y color.

4.3.1. Confusion

Teniendo inicialmente 90 papayas en total, estas deberan ser
distribuidas en tres refrigeradoras de iguales caracteristicas, en las
gue se usaron sus tres niveles de repisas verticales; es por esto, que
es de preocupacion los posibles efectos que pudieran tener el uso de
distintas refrigeradoras, el nivel vertical de repisa y la posicion de los

frutos dentro de ellas.

Es por esto, que elaboramos un disefio en el que las papayas de
cada nivel deben ser colocadas de tal manera que estos efectos no
se confundan con el efecto de pelicula. Para esto, definiremos los

bloques ‘refrigerador”, “nivel de repisa vertical del refrigerador” y
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‘posicion de la papaya en la repisa’. El disefio propuesto con el fin de
confundir los efectos anteriormente mencionados se muestra en el

grafico 4.8.

Grafico 4.8: Posicion espacial de las papayas en las refrigeradoras durante el
experimento. Obsérvese las papayas sin pelicula (negro), con pelicula (rojo) y
con pelicula con aceites esenciales (azul).
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En el grafico 4.8, se puede observar que existe una unica posicion
por repisa donde se encuentran dos papayas; una de ellas va a ser
cortada el primer dia del experimento, mientras que la restante va a
ser objeto del analisis del color durante todo el experimento. La
seleccion del grupo de papayas a cortarse por dia se realizé de
manera aleatoria la cual se muestra paso a paso en la seccion de

anexos.
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5.1.

5.2.

CAPITULO V

RESULTADOS DEL EXPERIMENTO

Introduccion

En este capitulo se presenta el analisis univariado de las variables
de interés, un breve analisis bivariado, asi como los resultados
obtenidos del Analisis de Varianza Funcional y Contrastes de
Hipdtesis de interés aplicados al modelo estadistico del Disefio
Experimental en estudio. Tal como se mencion6é en capitulos
anteriores, todos los resultados obtenidos han sido realizados en el

software estadistico libre R.

Ajuste de Datos

Dada la naturaleza de cada una de las variables analizadas, cada una
de ellas fue modelizada por funciones con distintos sistemas bases. Las
variables nivel de pH, sdélidos solubles, dureza y color utilizaron un
sistema B-spline mientras que para representar las funciones de

pérdida de peso fue necesario utilizar una sistema base exponencial.
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Tabla 6: Sistemas bases seleccionados para modelizar las variables de

interés.
Variable Sistema Base Parametros
Peso Exponencial {1,e%, e e 3} A=101
Nivel de pH B-Spline nbasis = 6, norder = 4
Sdlidos Solubles B-Spline nbasis = 7, norder = 4
Dureza B-Spline nbasis = 7, norder = 4
Color B-Spline nbasis = 8, norder = 4, 1 = 0.479

Grafico 5.1: Funciones ajustadas para las observaciones correspondientes al
peso en gramos para papayas sin peliculas.

440
|

peso (gr)

380
|

tiempo (dias)

Para obtener un buen ajuste para la variable color fue necesario utilizar
penalizacion por aspereza cuyo parametro A fue hallado por

Generalized Cross-Validation, método que fue previamente definido en
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el Capitulo 2. De igual manera para la variable peso se utilizé una
penalizacion de aspereza de 2 = 10~* para un mejor ajuste con las
observaciones. Las observaciones faltantes fueron halladas por el
meétodo de imputacion definido en el Capitulo 3, y los elementos de la

base exponencial fueron elegidos bajo el criterio del VIF.

Analisis Univariado

A continuacion se presentaran las funciones analogas a las estadisticas
descriptivas mas relevantes para cada una de las variables, ademas de
ciertas funciones que sirvan como indicadores de caracteristicas de
importancia. Las papayas sin pelicula, con peliculas comestibles y con
peliculas comestibles con aceites esenciales se representan con los

colores negro, rojo y azul respectivamente.

e Peso

En el grafico 52 se pueden observar las 90 funciones
correspondientes a las pérdidas de peso (gramos) de las papayas a
lo largo del experimento. En promedio, las papayas que no poseen

algun tipo de pelicula comestible son las que pierden mas peso,
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siendo evidente que casi la mitad del peso total perdido a lo largo
de los quince dias del experimento, se pierde en los primeros dos

dias, siendo el tercer dia donde la papaya aumenta su peso

levemente antes de caer lentamente.

LGréfico 5.2: Funciones de pérdida de peso en
gramos.

Grafico 5.3: Funciones promedio de pérdida de peso
en gramos.
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Grafico 5.4: Funciones desviaciones estandar de pérdida
de peso en gramos.
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Grafico 5.5: Intervalos de Confianza del 95% para la
funciones medias poblacionales.
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a las cuales les fue aplicadas las peliculas comestibles estandares,
fueron las que en promedio tuvieron la menor pérdida de peso casi
durante toda la duraciéon del experimento, donde al dia final se
obtuvo una diferencia de mas de un gramo con respecto al control,

y aproximadamente medio gramo con las papayas con peliculas
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comestibles con aceites esenciales. La funcion desviacion estandar
para las papayas de control, es mucho mayor que las funciones
desviaciones estandar de las papayas con peliculas comestibles,
siendo estas dos ultimas funciones casi iguales. Por tanto, la
aplicacion de peliculas comestibles no solo reduce la pérdida de
peso, sino que reduce la variabilidad de la misma, por lo que
facilitaria el realizar predicciones. Con un 95% de confianza se
puede asegurar que el promedio de pérdida de peso para papayas
sin peliculas comestibles siempre sera mayor que si se aplicara

algun tipo de pelicula.

Nivel de pH

Durante el experimento como era de esperarse, el potencial de
Hidrégeno pH aumentd, dado que la fruta al madurar pierde su
acidez y se torna alcalina. En promedio, la aplicacion de la pelicula
comestible con aceites esenciales acelera la maduracion de la fruta
(en términos de su acidez) teniendo los mayores niveles de pH en el
experimento hasta el dia 10 donde son superadas levemente por
las papayas sin peliculas las cuales se mantuvieron acidas en
mayor manera hasta aproximadamente el dia 6 y luego perdieron

acidez rapidamente (ver grafico 5.9). Al final de los quince dias del
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experimento, fueron las papayas con peliculas comestibles estandar

quienes se mantuvieron mas acidas.

L

Grafico 5.6: Funciones de nivel de acidez pH para
nueve observaciones durante la realizacion del
experimento.
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Grafico 5.7: Funciones promedio de aumento del nivel
pH durante la realizacion del experimento.
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Grafico 5.8: Funciones desviaciones estandar del
i aumento del nivel pH durante la realizacion del
experimento.
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Grafico 5.9: Funciones de velocidad promedio del
aumento del nivel pH durante la realizacion del
experimento.
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La variabilidad del aumento del nivel de acidez pH es casi

impredecible y pareceria verse afectado por

factores

no

contemplados en este experimento. Al menos durante los primeros

siete dias pareceria que las papayas de control son las que poseen

menor variabilidad la cual aumenta en los dias finales.
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En promedio, una papaya sin algun tipo de pelicula comestible

aumenta 4° brix durante la duracién del experimento, mas si se

aplicase algun tipo de pelicula comestible, es decir con o sin aceites

esenciales, la cantidad de sélidos solubles al final del experimento

se va a ver reducido a aproximadamente la mitad.

Grafico 5.10: Funciones de aumento de solidos
solubles para nueve observaciones durante el
experimento.
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Grafico 5.11: Funciones promedio de aumento de
solidos solubles para cada nivel durante el
experimento.
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Grafico 5.12: Funciones desviacion estandar del
aumento de sdlidos solubles para cada nivel durante el
experimento.
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Grafico 5.13: Funciones de velocidad del aumento de
solidos solubles para cada nivel durante el
experimento.
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El cambio en el nivel de sodlidos solubles para las papayas sin

peliculas se mantuvo por debajo de una unidad absoluta hasta el
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noveno dia del experimento, donde a partir de este momento la
velocidad del aumento se dispara exponencialmente. Aunque la
aplicaciéon de una pelicula comestible estandar fue la que dio
mejores resultados para el aumento promedio de soélidos solubles,

esta es la que contiene mayor variabilidad.

Dureza

Como era de esperarse la dureza es inversamente proporcional al
tiempo transcurrido durante la experimentacion, mas cabe destacar
que cuando no se aplican peliculas comestibles en las papayas, en
promedio, se obtuvo la mayor dureza en el fruto durante en todo el

experimento.

Al aplicarse peliculas comestibles estandares durante Ia
experimentacion se observd menor dureza en el fruto aunque al
final del experimento se hayan obtenido iguales resultados a que si

no se aplicara.

La aplicacion de peliculas comestibles con aceites esenciales
pareceria tener efectos negativos al tenerse los menores registros

de durezas en papayas durante toda la realizacién del experimento.
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Grafico 5.14: Funciones de pérdida de dureza en
papayas durante el experimento.
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Gréfico 5.15: Funciones promedio de pérdida de
dureza para cada nivel durante el experimento.
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Grafico 5.16: Funciones desviacion estandar de la
pérdida de dureza para cada nivel durante el
experimento.
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Grafico 5.17: Funciones de velocidad de la pérdida de
dureza para cada nivel durante el experimento.
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Aunque al final del dia catorce se obtuvieron iguales resultados en

dureza entre el control y las papayas con peliculas comestibles

estandar, si se deseara predecir la pérdida de dureza en los

proximos dias al experimento, se tendria que las papayas sin

peliculas perderian dureza mas rapidamente dado que su velocidad

de pérdida de dureza al final de experimento es aproximadamente

tres veces mayor a la velocidad de pérdida de peso para las

papayas con peliculas comestibles estandares (ver grafico 5.17).

Durante los primeros dias del experimento, las papayas sin

peliculas comestibles fueron las que tuvieron mayor variabilidad,
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mientras que para las papayas con peliculas comestibles de ambos

tipos su variabilidad luce algo similar durante el experimento.

Color

El uso de peliculas comestibles afecta de manera positiva a
disminuir los efectos de la maduracién de la fruta sobre la
coloracion de la misma, siendo aun mas efectivo, el uso de
peliculas comestibles estandares. Es partir del sexto dia donde se
puede evidenciar diferencias en la coloracion promedio de las

papayas para cada uno de los respectivos grupos.

La variabilidad para las papayas que les fue aplicadas peliculas
comestibles estandar fue mayor para los primeros dias 10 dias del
experimento, mientras que las papayas de control fueron quienes

presentaron menor variabilidad.

En los gréficos 5.18, 519 y 520 se pueden observar una
representacion grafica de las tonalidades reales que tomaron los
frutos a lo largo del experimento, las papayas de control, con
peliculas comestibles estandar y peliculas comestibles con aceites

esenciales respectivamente.
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Grafico 5.18: Representacion grafica de la coloracion
de las papayas sin peliculas comestibles durante el
experimento.
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Grafico 5.19: Representacion grafica de la coloracion
de las papayas con peliculas comestibles estandar
durante el experimento.
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Grafico 5.20: Representacion gréfica de la coloracion
de las papayas con peliculas comestibles con aceites
esenciales durante el experimento.
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Grafico 5.21: Funciones de cambio de color en
papayas durante la realizacion del experimento.
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Grafico 5.22: Funciones promedio del cambio de color
en papayas para cada nivel durante la realizacion del
experimento.
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Grafico 5.23: Funciones desviaciéon estandar del
cambio de color en papayas para cada nivel durante la
realizacién del experimento.
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5.4. Analisis Bivariado

En el grafico 5.24 se puede observar una Matriz de Diagrama de

Dispersion en la cual se representan de manera simultanea los
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diagramas de dispersion de las variables de interés acidez, solidos
solubles y dureza. Fue de interés la relacion entre estas variables
pues para ellas se utilizaron las mismas unidades experimentales en

cada instante de tiempo t.

Grafico 5.24: Matriz de Diagrama de Dispersion.
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Las variables nivel de pH, sdlidos solubles y dureza, se encuentran

fuertemente relacionadas entre si ya que estas crecen o disminuyen
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casi de manera monotona durante el experimento. De este analisis

podemos decir que:

e El nivel de pH y los solidos solubles se encuentran
correlacionados de manera positiva, pues a medida que aumenta
el nivel pH del fruto y se torna menos acido, los sélidos solubles

aumentaran dando una mayor dulzura al fruto.

e EIl nivel de pH y la dureza son el par de variables que se
encuentran mas fuertemente correlacionados (r = —0.8488). Su
relacion es negativa pues a medida que el fruto pierde su acidez

también este tiende a hacerse mas blando.

e Los solidos solubles y la dureza se encuentran correlacionados

negativamente pues a medida que el fruto se torne mas dulce

por el proceso de maduracion este se tornara mas blando.

5.5. Analisis de Varianza Funcional

En el analisis de varianza funcional y el analisis de la prueba T para

diferencia de medias se presenta a continuacion para cada una de



87

las variables de interés. En los graficos correspondientes a las
funciones analogas a los estadisticos de prueba F(t) y T(t) las lineas
horizontales segmentadas representan los percentiles F; oo Y Fy o5 para
la prueba F, y los percentiles T, sy Ty.10 para la prueba T, esto con el
fin de delimitar la zona de rechazo, incertidumbre y no rechazo; de igual
manera en los graficos de la funcion Py, se ha delimitado rectas

horizontales en los valores 0.05, 0.10, esto con el mismo fin.

e Peso

La Potencia de Explicacion del Modelo fue alta unicamente durante
los tres primeros dias del experimento donde luego disminuyd,
manteniéndose casi constante alrededor de un valor de 30%.

Obsérvese la funcién RSQ(t) en el grafico 5.26.

La baja potencia de explicacion se debe al crecimiento de la funcion
de la Suma Cuadratica del Error, por lo que una gran parte de la
variabilidad de la variable de respuesta no es explicada por el factor
“tipo de pelicula” sino por otros factores no tomados en cuenta en
este experimento o simplemente factores no controlables. Véase
grafico 5.25. La funcién analoga al estadistico de prueba F tomo

valores exorbitantes y como consecuencia el valor p de la prueba
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siempre fue cero durante la realizacion del experimento, es por esto
que al rechazar la hipétesis nula concluimos que siempre existen
diferencias significativas sobre el peso de la papaya, al aplicar algun
tipo de pelicula comestible, mas sin saber cual de ellas dos es la

mas efectiva.

Grafico 5.25: Funciones correspondientes a las Sumas Grafico 5.26: Funcion RSQ(t) andloga al Coeficiente
Cuadraticas de Regresion, Error y Total. de Determinacién del Modelo R?.
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Gréfico 5.27: Funcion F(t) andloga al estadistico de Gréfico 5.28: Funcion Py, @analoga al valor p o nivel
prueba F para el Andlisis de Varianza. de significancia de la prueba F para todo t.
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Grafico 5.29: Funciones de efectos @; y @, sobre el peso de papayas sin peliculas (control), al aplicarse peliculas
comestibles estandar y peliculas comestibles con aceites esenciales respectivamente. Es deseable que el efecto sea
positivo.
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En 5.29 podemos corroborar la informacién anterior observando que
las funciones correspondientes a los efectos de la aplicacion de las
peliculas comestibles son positivas y no cercanas a cero por estos
efectos podrian considerarse significativos. ElI efecto de la
aplicacion la pelicula con aceites esenciales resulta mayor
unicamente durante el primer dia del experimento; como resultado
se rechazo H, para la prueba T de diferencias de medias durante

este periodo de tiempo. Véase grafico 5.31.

Grafico 5.30: Funcion T(t) andloga al estadistico de Grafico 5.31: Funcion Py, analoga al valor p o nivel
prueba T para diferencia de medias. Las varianzas se de significancia de la prueba T para todo t.
supusieron iguales.
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Nivel de pH

La Potencia de Explicacién del Modelo fue medianamente alta a
partir del cuarto dia del experimento casi siempre manteniéndose
por encima del 50% de explicacion. Véase grafico 5.32. Alrededor

del sexto dia del experimento la Potencia de Explicacion del Modelo
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alcanzé un 71.86% donde el valor p se encontré en zona de
rechazo, dejando en evidencia que para este periodo de tiempo
comprendido ente el quinto y séptimo dia existen diferencias
significativas en la acidez del fruto al aplicar peliculas comestibles

de cualquier tipo.

Grafico 5.32: Funciones correspondientes a las Sumas Grafico 5.33: Funcién RSQ(t) analoga al Coeficiente de
Cuadraticas de Regresion, Error y Total Determinacion del Modelo R?.
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Gréfico 5.34: Funcion F(t) andloga al estadistico de Gréfico 5.35: Funcion Py, @analoga al valor p o nivel
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Grafico 5.36: Funciones de efectos @; y @, sobre el nivel de pH de papayas sin peliculas (control), al aplicarse
peliculas comestibles estandar y peliculas comestibles con aceites esenciales respectivamente. Es deseable que el
efecto sea negativo.
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En el grafico 5.36, al observar los efectos al aplicar cada tipo de
pelicula comestible se puede observar que el efecto de la aplicacion
de peliculas comestibles estandar es casi siempre negativo durante
la realizacion del experimento, siendo esto favorable pues se
pretende que el nivel de pH se mantenga bajo con el fin que el fruto
se mantenga acido, siendo esto indicador de la falta de la

maduracioén del fruto.

El efecto de la aplicaciéon de peliculas comestibles con aceites
esenciales es siempre menor que el de las peliculas comestibles
estandar lo cual es evidenciado en el grafico 5.38 donde el valor p
correspondiente a la prueba unilateral de diferencia de funciones
medias es siempre mayor a 0.10, por lo que en ningun momento del
experimento se puede considerar favorable la aplicacion de

peliculas comestibles con aceites esenciales con el fin de preservar

el nivel de pH en el fruto.

Grafico 5.38: Funcion Py, andloga al valor p o nivel
de significancia de la prueba T para todo ¢t.

Grafico 5.37: Funcion T(t) analoga al estadistico de
prueba T para diferencia de medias. Las varianzas se
supusieron desiguales.
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Solidos solubles

La Potencia de Explicacion del Modelo fue alta a partir del dia
cuatro del experimento, tomando su valor maximo alrededor del dia

noveno donde la Potencia de Explicacién del modelo fue 91.79%.

Grafico 5.39: Funciones correspondientes a las Sumas Grafico 5.40: Funcion RSQ(t) analoga al Coeficiente de
Cuadraticas de Regresion, Error y Total Determinacion del Modelo R?.
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Grafico 5.41: Funcion F(t) andloga al estadistico de Grafico 5.42: Funcién Py, analoga al valor p o nivel
prueba F para el Anélisis de Varianza. de significancia de la prueba F para todo t.
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| Grafico 5.43: Funciones de efectos @; y @ sobre los soélidos solubles de papayas sin peliculas (control), al aplicarse

peliculas comestibles estandar y peliculas comestibles con aceites esenciales respectivamente. Es deseable que el
efecto sea negativo.
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A partir del sexto dia del experimento el valor p correspondiente a la
prueba F de diferencias significativas es menor que 0.05 por lo que
se rechaza H, que postula que no existen diferencias significativas
en la aplicacion de peliculas comestibles en las papayas, por lo que

se concluye que si existen diferencias significativas en la aplicacion.

En el andlisis individual de los efectos sobre los sélidos solubles al
aplicar los dos diferentes tipos de peliculas comestibles se puede
observar que el efecto correspondiente a la aplicacion de peliculas
comestibles con aceites esenciales es positivo para la mayoria del
tiempo, lo cual no es favorable ya que produciria mas sélidos

solubles que si no se aplicase pelicula alguna. Véase grafico 5.43.

El analisis de efectos individuales es corroborado nuevamente al
evidenciarse en 5.45 que jamas se rechaza H, que postula que el

efecto de la aplicacion de aceites esenciales en la pelicula es nulo.

Grafico 5.44: Funcion T(t) analoga al estadistico de Grafico 5.45: Funcion Py, analoga al valor p o nivel
prueba T para diferencia de medias. Las varianzas se de significancia de la prueba T para todo t.
supusieron desiguales.
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Con respecto a la variable dureza, la Suma Cuadratica del Error fue

siempre baja dando como consecuencia que para toda

la

realizacién del experimento la Potencia de Explicacién sea siempre

alta tomando incluso valores mayores al 80%. Véase grafico 5.47.

Grafico 5.46: Funciones correspondientes a las Sumas
Cuadraticas de Regresion, Error y Total

— o
T o
s
£ o
w <
= ]
[7s)
T o
T
L o
3 ™~
© |
o
=1
7
& T T T T T T T

tiempo (dias)

Grafico 5.47: Funcion RSQ(t) analoga al Coeficiente de
Determinacion del Modelo R
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Grafico 5.48: Funcion F(t) andloga al estadistico de
prueba F para el Analisis de Varianza.
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Grafico 5.49: Funcién Py, analoga al valor p o nivel
de significancia de la prueba F para todo t.
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Grafico 5.50: Funciones de efectos @; y @; sobre la dureza de papayas sin peliculas (control), al aplicarse peliculas
comestibles estandar y peliculas comestibles con aceites esenciales respectivamente. Es deseable que el efecto sea

positivo.
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Observando los graficos 5.48 y 5.49 correspondientes a la funcién
estadistico de prueba F(t) y su respectiva funcion Py, yr S€
observa que durante todo el experimento hasta el dia trece se
encuentran diferencias significativas en la dureza del fruto al

aplicarsele peliculas comestibles.

El efecto de la aplicacion de peliculas comestibles estandar sobre
la dureza del fruto es casi siempre superior que si se aplicase
peliculas comestibles con aceites esenciales (ver grafico 5.50)
siendo esto indicio de que la inclusidn de aceites esenciales en la

pelicula no tiene el efecto esperado.

La hipotesis nula de la prueba de hipétesis funcional que compara
los dos tipos de pelicula comestibles, jamas es rechazada por lo
que se puede concluir que la aplicacion de aceites esenciales no

tiene efectos favorables en la dureza del fruto.

Grafico 5.51: Funcién T(t) anadloga al estadistico de Grafico 5.52: Funcion Py, 4, andloga al valor p o nivel
prueba T para diferencia de medias. Las varianzas se de significancia de la prueba T para todo t.
supusieron desiguales.
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Color

Durante los primeros 6 dias del experimentos la Suma Cuadratica
de Regresion fue cero por lo que la Potencia de Explicacion del
Modelo fue nula para este periodo tiempo donde luego esta

aumentd tomando entre los dias 9 y 10 su valor maximo de 68.24%.

Grafico 5.53: Funciones correspondientes a las Sumas
Cuadraticas de Regresion, Error y Total
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Grafico 5.54: Funcion RSQ(t) analoga al Coeficiente de
Determinacion del Modelo R?.
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Grafico 5.55: Funcion F(t) analoga al estadistico de
prueba F para el Analisis de Varianza.
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Gréfico 5.56: Funcion Py, .y andloga al valor p o
nivel de significancia de la prueba F para todo t.
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Grafico 5.57: Funciones de efectos @; y @; sobre el color de papayas sin peliculas (control), al aplicarse peliculas
comestibles estandar y peliculas comestibles con aceites esenciales respectivamente. Es deseable que el efecto sea

negativo.
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Es para este mismo periodo de tiempo que tanto la funcién F(t) y
Pya.uE S€ encuentran en zona de rechazo por lo que unicamente
en estos dias (entre el noveno y décimo) es donde se encuentran
diferencias significativas sobre el color, al aplicarse peliculas

comestibles en los frutos. Véanse graficos 5.55 y 5.56.

Se puede comprobar en el grafico 5.57 que los efectos de la
aplicaciéon de ambos tipos de peliculas comestibles son nulos
durante los primeros seis dias del experimento, donde después de
esto es el efecto correspondiente a peliculas comestibles estandar

es negativo lo cual es de deseable.

Aplicando la prueba funcional de diferencias de medias (ver
grafico 5.59) encontramos que nunca se puede consideran que la
aplicacidon de aceites esenciales en la pelicula es favorable en el

color del fruto, como indicador de la madurez del fruto.

Grafico 5.58: Funcién T(t) andloga al estadistico de Gréfico 5.59: Funcion Py, 4, andloga al valor p o nivel
prueba T para diferencia de medias. Las varianzas se de significancia de la prueba T para todo t.
supusieron desiguales.
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CONCLUSIONES

Se pudo comprobar la efectividad de las peliculas comestibles al
retardar el proceso de maduracién en las papayas, retrasando su
pérdida de peso, previniendo el aumento del nivel pH, reduciendo los
sélidos solubles y conservando la tonalidad oscura en el fruto. De
quererse conservar la dureza de la papaya seria recomendable no

aplicar ningun tipo de pelicula comestible.

La aplicacion de peliculas comestibles reduce significativamente la
variabilidad en la pérdida de peso y en la dureza del fruto, por lo que si
fuese de interés predecir la pérdida promedio de peso o dureza del
fruto en un instante de tiempo t, de no aplicarse algun tipo de

revestimiento se tendria mayor incertidumbre.

Para papayas sin algun tipo de revestimiento, la pérdida de peso se
acelera durante los primeros dias del experimento, mientras que para
las restantes caracteristicas (pH, sdélidos solubles, dureza y color) la
mayor parte de la pérdida total se realiza a partir de la mitad del

experimento. En general, la aplicacion de peliculas comestibles



produce que las caracteristicas aumentan o disminuyan de manera
mas suave, es decir que las funciones tengan menos aspereza.

La pelicula comestible estandar resulté siempre mejor que la pelicula
comestible experimental (con aceites esenciales) al momento de
reducir los cambios en los indicadores de interés que son evidencia de

la maduracion del fruto.

En la prueba funcional para diferencia de medias se encontr
significativamente mejor a la pelicula experimental, al conservar el
peso unicamente durante el primer dia del experimento. Esto no tiene
mayor relevancia, dado que para este periodo el fruto aun no se

encuentra apto para el consumo.

No es de desacreditar la efectividad de las peliculas comestibles con
aceites esenciales, pues si el lugar de almacenamiento del fruto es
ciertamente humedo, esto aumentara la probabilidad de que
aparezcan pudriciones fungosas en las papayas y he aqui es donde la
efectividad de esta pelicula es valida, ademas que siempre sera mejor
en la conservaciéon de la madurez del fruto comparado sino se

aplicase ningun tipo de pelicula.



RECOMENDACIONES

Disponer de los recursos necesarios (laboratorios, instrumentos,
equipos, personal, etc.) para realizar el experimento anterior con un
mayor numero de réplicas para asi obtener resultados con una mayor

afijacion.

Probar diferentes condiciones experimentales del entorno donde se
realiza el experimento, tales como ambientes cerrados no refrigerados
y/o ambientes al aire libre, esperandose diferentes resultados para la

efectividad de las peliculas bajo estas otras condiciones ambientales.

Dado que las mediciones no fueron realizadas a las mismas unidades
experimentales durante el experimento porque los frutos eran
cortados, se sugiere utilizar otros métodos para relacionar las
unidades entres tiempo y tiempo; como sugerencia se podria

considerar la parcela de la cual el fruto ha sido cosechado entre otros.

Con el objetivo de medir el color es recomendable utilizar una camara

y fotografiar toda un area del fruto en lugar de realizar una o varias



mediciones puntuales con un colorimetro pues los frutos tienen

diferentes pigmentaciones por area.

La fotografia del area puede ser sometida a un Tratamiento Digital de
Imagenes, con el cual se puede calcular el color promedio del area asi
como eliminar colores aberrantes, por ejemplo manchas. Estas, y mas
herramientas ya se encuentran debidamente implementadas en

diferentes software matematicos y estadisticos como Matlab y R.

Experimentar con otros agentes naturales en peliculas comestibles
que eviten la contaminacion fungosa del fruto y que sea igual o mas
efectiva en la conservacién del fruto que una pelicula comestible

estandar.



ANEXOS



Pesos en gramos
experimento piloto.

Anexo |

de doce papayas medidas en once ocasiones durante los quince dias del

Dia 1 Dia 2 Dia 3 Dia 4 Dia7 Dia 8 Dia 9 Dia10 | Dia11 Dia14 | Dia15
Papaya 1 390,83 | 390,62 | 390,60 | 389,59 | 387,96 | 387,51 | 387,12 | 386,80 | 386,24 - -
Papaya 2 386,21 | 386,10 | 386,30 | 384,54 | 383,18 | 382,63 | 382,22 | 381,76 | 381,26 | 380,62 | 379,56
Papaya 3 438,18 | 437,99 | 437,98 | 436,52 | 434,90 - - - - - -
Papaya 4 382,08 | 381,80 | 381,86 | 380,31 | 378,87 | 378,24 - - - - -
Papaya 5 432,14 | 431,82 | 431,89 | 430,30 | 428,85 | 428,37 | 427,93 | 427,63 | 427,08 | 425,68 | 425,30
Papaya 6 392,40 392,21 - - - - - - - - -
Papaya 7 345,81 | 345,58 | 34564 | 344,82 | 344,06 | 343,80 | 343,70 - - - -
Papaya 8 44417 | 443,98 | 444,12 | 443,35 | 44211 | 441,96 | 441,63 | 441,40 | 441,00 | 439,80 -
Papaya 9 382,28 | 382,05 | 382,02 | 380,92 | 379,67 | 379,20 | 378,97 | 378,70 - - -
Papaya 10 465,39 465,15 | 465,18 - - - - - - - -
Papaya 11 | 475,31 | 475,12 | 475,20 | 474,66 - - - - - - -
Papaya 12 | 447,09 | 446,79 | 446,87 | 446,31 | 445,07 | 444,75 | 444,53 | 444,37 | 444,06 | 443,05 | 442,63




Anexo |l

Representacion grafica de la seleccion aleatoria de papayas dia a dia durante el experimento.
Obsérvese las papayas sin pelicula (negro), con pelicula (rojo) y con pelicula con aceites esenciales
(azul). Las papayas seleccionadas para ser analizadas, se representar con contorno negro y tramado.
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