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l . INTRODUCCtON 

1.1. Objetivos del Proyecto 

Las mediciones de :.os t·ar<l'.:-ctros relaci• r ~ cr n 

el movimiento y la 1:ibraci6:- So!l iMport.:'•• ~ en 

muchas aplicacio!les, tales como halac_ 

y an~lisis de vibraciones. La ca~tidad P'•• r m r­

tal que :;e desee obtener pu<'dc s<'r la ,. l , ir'" , 

la aceleración o la <1mt>litu<' rlf> una vil r ir• f.t. 

El problema central que se presenta en c11,"l< uicr 

tipo de medición de movinientoo vibraci61 , 

siste e n la dcterminaci6:-i de las canticléidr-" 'lpr2 

¡1iadas referidas a alqGn estado espccif! ·de, 

por ejemplo la velocidad, e! desplazanic11t la 

aceleración respecto a tierra. Idealre:- U!l 

quisiera tener un tram:<luctor de rr.ovinient u f' 

se conectara al cuerro en movi:niento rnra qu 

diera una señal oronorcional a la varia! le por 

medir. Este transductor ideal, tarnbiln df>ler~a 

tener caracter!sticas indenendientes de su 1 ca­

lización , esto es, deber!a funcionar de !a -iPrra 

manera cuando se conectara a una estruc•ur1 vi­

bratoria fija en la tierra, que cuando ce colee! 

ra en un acreoplano, o en un vchfculo er;p.1cial . 

---- -

• 
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El objetivo de esta tesis es el dü:eño, r • r,truc-

ci6n y calibraci6n de un transductor par ir 

aceleraci6n , conocido con el nor.bre de " 

tro" .. 

1 . 2 Aplicaciones Generales 

La mayoría de las má<:uinas vibran como C< n~t'cuen­

cia de defectos mecánicos y estos defectoi; se ha­

rán sentir en todos los casos, ya que aú11 :·n cxis 

te la máquina perfecta . t:na máquina bien disPña­

da y bien construida trabajará suavemente, porque 

sus defectos son pequeños , pero cuando lo!; dc-fec­

tos i;on grandes, se producirán vibracion,.~; exce!li 

vas. Consecuentemente las vibracioneG repre~.en­

tan una medida excelente nara evaluar 111:. ,.. ndi­

ciones mecánicas de una máquina. Crur.D el aráli­

sis de las vibraciones puede señalar anba~ cosaf, 

el grado de imnerfecci6n r.ecán~ca y el ori<"en d 

la misma, la medición de :as vibraciones r re~ n 

tan un medio excelente, tanto er. la base- d• di c­

ño como para los ser;icios de r.iantenimie1.t d r.~l 

quinariai;. 
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··•uchas de las itiedic! 0:'!CS d<' v1brt1f'!i t5n ~' 

hoy en d!a mediante acelc~6retro~, '.' 1 

'.' dcsri!..-1zamicnto son ohtC':"iclac .. :""<"inr.t 

ci6;i.. Los acel('>r6~etrrs f':0n Tl!"P.f"!"'id"' 

trurncntos de mcd1c16n de vibrn~i6n ·~r 

h h \ •. 

d 

r 

. -



2 . TEORIA BASICA DE VIBRJ""l.CIO~JFS. 

2.1 Teoría de l;:i nedición de la acclcraci6n 

El instrumento básico c:e r.cc'ici6n de viL n con 

siste de una masa cor.ecta<la " ur. rcccpt' ·· !'Xl-

diante un sistema ?·esorte-amortiguad r ( . 1 ) • 

El receptáculo es fijado sobre el cucrpci vibrante. 

El movimiento a ser Medido es y i z ~ (x - •·) , el 

el movimiento relativo de la Masa con re• fH'cto al 

recept:iculo. GcneralMente se usa algün <l!i:¡;ot.iti-

vo que convierta este movimiento relativ' •'n una 

señal eléctrica que nos permite determin .. r y. 

Para determinar el comportamiento dl' c";t, t 1' de 

instrumento consideramos Ja ecuación cll' ''" imi r.to 

mx = - c(x - k(x - y) . l ) 

P.eer.iplazar.do (x-y} po::- z, se obtiene 

.. 
mz + cz + kz ~ -ny 2 . 2) 

Suponiendo una seiial sinoidal y = y,_, ~'11L•t ; , 1 el 

cueipo vibrante . 
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mz + cz + kz = mYw 2 Sinwt 
( 2 • 3) 

La sol uci6n de estado estable o est¡¡c.:.01 : 1 , cr 

z=zse:-:(wt-.) . .;¡ 

En donde: 

Y(~ ¡2 mYw 2 
_ wn Z • .F~======:========:_;. 

ll(k_mw 2 
}+ (cw) 2 -llti - (~' 2J~ + [2t;~] 2 ' vt W.:1' l:ln 

(2 • 5) 

y 

tan$ " wc ----:; 
k - mw 2 

1 - (~) 2 
n 

( 2 . 6} 

Los aceler6metros son instrumentos de alt.. fre-

cucncia y su rango útil de operación es h e ta el 

40% de la frecuencia natural (~n}. 

La figura 2, muestra ur. gráfico del fact r 

(relación de la frec:iencia de excjtaci6n u la 

frecuencia natural del aceler6metro} , p,1r¿¡ va 

rios factores de amortiguamiento . 



De la F1g .• podemos ·:er que pilra un accl,•1 'r ctro 

con un factor de ar.ortiguamiento de O. 7 •· •1 tr'> 

del ranyo de frecuencias comprendido nt y -

40\ de su frecuencia natur:i· . 

2 •• 
z z . 7 

El movimiento relativo z es dircctamC'nte ¡ 1 ¡x..r-

cional ¡:¡ la aceleración del novir.iiento a :red i n::r 

e inversumcnte proporcional a la frecucPcia natu-

ral uel aceler6w.etro . Por lo tanto la scnr1bili-

dad del acele r6metro decrece cuando su frec110ncia 
w 

n<ltural n crece. Por lo tanto la frecucnc i.1 na-

tural tlel aceler6metro no debe ser mayor de 1 n ne 

cesaría . 

Otro punto importante a considerarse <'n un ni:el!'-

r6mctro es la "distorsión de fase". Par~ rcµroc!~ 

cir una señal compleJa sin cawhiar su forn:i, el -

dcsplazar.iiento existente entre las cor.i~or.entes a~ 

r.i6nic<ls de la excitación (:novimiento víuratorio) 

debe ser el misno que en :as componentes ck la se 

ñ<ll de salida del aceler6netro . Esto se con~iguc 

si el ángulo de ~ase.;, de la señal de s.:il ic!<t se in 

cremonta linealmente con la :'rccuenci". 
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Con un factor de anortigua.-n:iento de O. 7 i'l .Í?'lgulo 

de fase es igual a -- --
2 "' 

con lo cual 

sión de fase es práctica:--er.~e cli~inaca. 

2 . 2 Teoría del ;.celer6nt'tr tir '"iga C:l V l 

Instrument:'lci6n ce 1::,tc:1s61 .. ét ros e léct i i r lr 

gages"). 

2. 2 .1 Deducción de las ec11,1cioncs de vi' i. i6n ele 

la viga 

La Fig . 3 muestra un esquema dr 1 a<:P 1 P r6met ro 

La parte sombreada repre~ent.:i al l Í•Jl.lido vi_ 

coso que se utilizará como medio .iroi tlyua-

dor . J\dem:is en 1 a fiyuril están s.~1 <ll 1clo > 

los sistemas de coord<'nadas que s ut.liza-

rán para la deducción de la ccuacijn e la 

viga. Estas coordenadas significan lo si-

guiente: 

z ~ r:ovir.iicnto relativo de la ':i<; 1 i.:on res 

pecto al e~potramicnto. 

x = posición horizontal de un el .-.r1cnto <le 

la viya con respecto al empotramiento. 
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ys = movi:niento vertical <tbsoluto (con 

respecto a :a Tierra) del t 

y = y • z !:10'.'ir·iento ·:ertical b s 
d 

Considerando w' Cl('ctcnto di!'crcnc vi-

ga las fuerzas internas que act Úün ;obre es 

te son la fuerza cortante y el mor•cnt > flcc 

tor , ver Fi g . ~ . 

Las f ue r zas ext e r nas son ocasionada;, por el 

amortiguamient o y la accl eraci6n U'ir;. > ) • 

Donde p es la dens.idad de la viga, !1 la r,ec 

ci6n de la v:.ga, e el factor de amorti.gua­
a2y 

miento, ~ es la aceleraci6n absoluta y 
¡¡ :r. 

~ la velocidad relativa de la viga. 

Bn la deducci6r. de est as ecuaciones se ha -

despr eciado el ru~ortiguamiento estructur1¡ 

}' la inercia rotacional de l.:i viga por con-

s iderarl os pequeños . (Ver libr o e.le 'I'horison 

en las referencias par a justificacirin de es 

t as h ipó tes i s) . 
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Haciendo un sumatorio de fu~r7.as ~r. la d!rec 

ci6n y . 

J.F = O 
y 

'dV ;~z a2 V - V - dx - cdx - p i'\d X .!!..:Y 
Jx t at 2 

3V dx - cdx az 
pAc1x 

32y - ---'-· = ax 

pero 

y 3M = V 

ax 

por lo tanto 

a'z Cz EI + e 
ax• ot 

pero 

y 

luego 

ót 

o 

+ PA 

= z ... y 
s 

a' z 1z 32 z El + e + pA = 
ax• at 

3t 2 

= o 

e 

( 2 . ~) 

(.' . 9! 
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Esta es la ecuación diferencial q r~prc.;c[!_ 

ta el movimie:-1to de la vig.l. . l c 

ClÓn diferencial '.>1rcial de cu .rt e r r:o-

homogénea. 

r,as con di cio:~~s de borce aplicabl r en-

te problernC1 r:on: 

( <lespl.'.lz an:icnto 
z = o para X = o relativo cero 

en el empotra-
miento). 

¿ o p.'.lra = o (penci•'ntc curo - X 
3X en el crr.pot r 1-

miento). 

a2 z (momr'nto cero 
= o par<1 X = L "n · l l~Xtr1'JTlO 

3x2 
li!:>ro'). 

EI 
3lz 

I< d 2 v + e ~z 
(fu.-.r.~1 cortante = 

ax 3 d ... , ~t produc tlll por 111 ' ~ 
mt-t!ill .. C- cxtr.!:_ n."'\ r u ~: = L .. 
:':'O • . ~) . 

De donde 

'z ri2z a2 v az ¡;¡ - .. + ~-!~ + e 
~Y. J íti ~t' at 

yara ~·= = L 

Donde ¡.¡ es la muso. co:;.c~n ~raC.:i en el nxt re110 

de la viga, e es el factor de .:u:oo.rt iquarnic!l 

to que actúa sobre la trk"'\S a con cent r.1<1.1. Ver 

figura 6. 
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Para la sol uci6n de esta ecuación ··0 ..it il i 

zar1i el método de suocrposici6n e! r: v>, -

natura:es . 

z (x ,t)= r 
n=l 

:' (x): (~) 
n ~ < . to 1 

Donde X son los r.odos naturales e.e vibr,1-n 

ci6n de la viga (son funciones soLtrrC'nte de 

la geometrfa de la viga) y T es un.1 fun­
n 

ci6n del tiempo . 

Como la ecunci6n diferencial e:; no-!tomogé-

nea, empleamos el método de superposición 

de modos naturales de vibración (taml zén 

conocido con el noMbre de variació:1 ch' ¡ .i-

r&metros). Este método consistC' '~ h llar 

los modos nat ura.!.es de vibrilci6n, 1 > cua!. 

se consigue resol \•iendo la ecu<1cilí~ Gl fe-

rencial elir.inando las no- homogcn,-, id;; 'e~ -

tanto er. la ecuación diferenci<tJ co~10 en 

las condiciones de borde. Se puede clemo!l-

trar que los modos naturales son ortogonn-

les entre si , y esta propiedad dL' Jos mis 

mos es usad'1 pnra resol ver el prol,l"ma or i 

ginal . 
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Determinación de :os 'loc~os :<at\:r<llcs 

les se resuelve la ecuoci6n de l " ibra-

ción libre de la ,·iga, c5 dL!cir -; 1 • l tér 

mino de 1<1 no-honoqe"'eiclad y sin 

no del amortiuu«rr.ien::o, usando l, r1Ci-

ciones de borde. 

La ecuación de vibraci6n libre tlc 1.1 viga 

es : 

EI a'z (x,t) 3'z (x,t) o 
+ pl\ = 

y las condiciones de borde 

z (o, t J .. o 

~z (o,t) • 
0 

~X 

a~z(L,tJ= 
0 

cx2 

;¡ 'z (L,t) _ •. 
1 

a2 z (L,t) EI 
' t• 

(~.11) 

.2 .12) 

(?..13) 

(2.1'1) 

( .l';) 
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Para resolver la ecuaci6n hacernos u·;o de s~ 

paraci6n de variables. 

z (x,t) = X (x) T (t) (2.16) 

Entonces substituyendo (2 .16) en ( .~ ) 

E! x1
v(x) T(t) + rA X(x) T(t) - o (2.17) 

y las condiciones de borde 

X(o) T (t) - O ~ X(o) = O (2 .18) 

X' (o) T ( t) = O =) X' (o) = O (2.19) 

X"(L) T(t) =O =) X"(L) =O (2.20) 

EI X'" (L) ':'(t) = l·I 'i' (t) X(L) (2 .21) 

De (2 . 17) dividiendo para X(x) T(t), se ob-

tiene 

xIV(x) 
EI = 

X(x) 

.. 
T(t) 

- pAT(t) (2.22) 

El t6rmino de la izquierda es ~6lo función 

de x, y el término de la derecha es sólo -

función de t, por lo tanto podemos iyualnr 

estos términos a una constante CJU<' por co-
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modidacl la oesignare,~os r.•. 

Luego 

IV X { ~:) T (!: l .. 
(? . 23) 

X (x) E! ~e~) 
A ' -

Ce (2 .23) 

X" (X) - S"X(X) = O (2 . 24) 

La soluci6n de (2 .2 4) es 

X(x) = AcoshBx + Bsen:ir.x + CcosBx 

+ Dsen:>x (2 .2'.i) 

y sus derivadas 

X' (x) = S (.'\.senhEx - Bcoshf:.; - Cscn. :~ 

(::!.26) 

X" (x:} = 5 2 (,\cosh~x + 3senl1._x - Ce. ~~ x 

- ::lser. x) { •.• 2 7) 

X"' (x); S3 (1\senh~x+ Bcor;h~x + Csc:: .. 

- Dcosilx) (2.28) 

.. 
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Haciendo uso ele ::.ns condiciones C.> l ordc, 

substituyendo (2.~8) en (2 . 25) 

A + e = O e .29) 

(2.19) en (2 . 26) 

!3+::l=O !) = -B \ ~ . 

~sdndo (2 . 29) y (2.30) en (2 . 25), s obtie-

n~ 

X(x) = A(cosh()x - cos[\x) + B(scnhl'->: 

- sr>n ';·) (2 .31) 

De aquf se obtienen sus derivadas para ser 

utilizadas en las otras condiciones de hor 

de . 

X"(x) = B 2~(coshbx + cosSx) + B(scnh x 

X'"(x) •6 3[~<senh?x - senBx) 

+ B(coshBx + cosSx)] 

+ SC.:'l x~(2.32) 

(2.~~) 
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Usando (2.20) en (2.32) 

A(coshSL+ cos.L) ~ B(senhSL + sen~L) =O (2.34) 

8 =·A(coshRL + cosBLl 
(senhBL + senflL) 

llanmrernos a coshfL + cosSL e:..::.=.;;.:...:::_ _ _..:;=.::.;;;;. = (t 

senha::. + senSL 

(2.35) 

(2.36) 

La condici6n de borde de la fuerza cortante 

se la puede escribir 

X" ' (L) 
= T (t) 

X(L) EI T(t) 
M 

pero de (2,23) 

T (t) • 

~(t) 
f' A 

.. 
-s• =) T (t) = 

T(t) 
El B" 
ri\ 

(2.37) 

Por lo t.anto la expresi6n (2. 37) puede es-

cribirsc como 

.. 
X"' (L) • !___i!_l EI/oi'~ fl" "' _ '1 • 

X (L) E~ T(t) EI/~! ·'· 
.·o 
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Por lo tanto la condici6n de bord~ (2 .21 ) 

se convierte e:-., 

'1 • X", (L) = - -· PX(L) 
f' A 

~. 38) 

lu cual vemos <~lle' n0 dcpcncle e el 

Reemplazanco (2 .33) y (2.31) en (~.)8) 

, 
S

3 
[ACsenh;.L - sen2·L) + B(coshSL + cos L)j 

+ !:!-. s• [ A(coshSL - cos!lL) + 
pA D ( ncnh 1.L 

Luego, reordenando esta ecuuci6n 

A senhRL - senfL + [ 
~1 

fL (cosh r, - c~s 

PAL 

o 

!,) ] 

+ B [ coshl'lL + cosSL + M 

pAL 

(2. 39) 

PL(scnh L - scnsq]= O 

Las ecuaciones (2 . 34) y (2.39) t r::1:in un sis 

tema de 2 ccuucio~es de la formu 

A f,( L) + l1 f3(¡l:;,,) O 
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Donde f 1 , f 2 , ~l, f,. sen funcion,.; < L . 

F.sto se p~ede esc~ib:c ~,s conv'n • te 

f : <. 1 

' 
.: 1 f 2 ( SLl 

Para que esto se c· .. unnla, se puede l •nlr•' tr.:11: 

que , 

f 1 ( SLl 

det 

Donde 

f
1 

(RL) = cosh L + cosSL 

•• 
f 3 (6L) = scnh$L - sen.::.. + ....::!;lL(ci•h L - co.., L) 

f, (SL) = ooshHL + cos;lL + 

p!\L 

¡.¡ 

.,AL 
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Resolviendo (2.40) 

y haciendo si:c.olificaciones, olit · l' - 1..1 

ecuación caracte~ístic~, 

: .'11) 
" 1 

+ -·- -.L {tanl'lªL - t..1. ) +- 1 =O 
co:;h~ cos 5I, ol'ü. 

Esta es la ecuación que nos per111H0 cletcrmi-

nar el valor de 8 para una longitud L conoci 

da . Como se puede ver, esta ecuación es sa 

tisfecha por muchos valores de e por lo tan-

to ser:í. conveniente llamar il 8 corro 8 . Da­
n 

do que ci (2 .36) es una función de fl ac llruna 

rii a a como ~ . 

Por lo tanto la ecuaci6r. que rcpr('""cnt a a 

los modos naturales ce vibraci6r. d~ .1 vi;a 

viene caca por la siguiente ecuac 6~, obteni 

da 

De (2.31) usando (2.35) y (2.36) 

X (x) = A [cosh B x - cos 8 x - " (scnh 11 x 
n n n n n 

- sen B x)J ·n (2 .42) 

-· 
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Los valores de , son encontrados de la ecua 

ci6n (2.41). 

C&lculo de la Frccucnci~ Natural 

Para calcular In frecuencia nntur l ·0nque 

vibrará la viga, partinos de la ccu;1ci6n -

(2. 2 3) de donde 

Tn (t) 

E! 'l' (t) 
pl" n 

= p.. 
n 

Usmnos el subíndice n ya que c>:ístcn 1auchos 

valores de 8 . 

T (t) + !E 8' T - O 
n n n pi\ 

Cuya so1uci6n es: 

T 
n 

.2 . 41) 

( '.? • 4 4} 

sen \/1K fi z t 
V 1 l\ º 

De donde podemos ver que la frccu,!n.;_ l na-

tura! será 

(2 . 45) 
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Entonces podemos escr:i.bir la función T co 
n 

mo : 

T = C 1 cos~ t + C2 senw t n n n (2 . 46) 

Ortogonalidad de los ::odos Naturales 

La ortogonalidad de los modos naturales es 

una carncterística propia de dicbos modos 

que se utilizará para encontrar la soluci6n 

de l a ecu~ción diferencial parcial . 

Partiendo de la condición de borch~ c0 la 

fuerza cortante (2.¿/) 

El X"' (L) T (t) = ;; 1' (t) X (L) 
n n n ~ 

De la ecuación (2 . 1t<» podemos ver qu 

Por lo tanto (2.~1) en (2.ll) 

El X"' (L)T (t) = - w 2 MT (t) X (L) 
n n n n n (2 . 41)) 
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L.'\ ccu;ici6n (:?. 4 r ) es p,1r.:i un mc>t C' .1'" u:: .1 

n por lo tan'.:0 s0 cumplir~ t.tml>i 'n 1 1 •·q 1.:n 

modn tlistint:o d] CU<!l lo 11,ur.an•nu · l . 

Luego : 

CI X"'{L) T (t) - -
M I?l !"'r {t) .: < 

"l m 

:·lultiplic.:incc J .:i ccuaci6n (2 .48) p ' . .; (!..) 

y l.:i ecuaci6n (2 . 4~} X (L) y re~; t.'" la 
n 

(2 . ~i ) de la (2 . ~9) se tiene : 

EI X"' (L) X (L) - EI X" ' {L) X (L) m n n m 

= (u
2 

- W
2

) ~X·"·(~) X (L) n m w (2 .50) 

Dentro del domi:lio de la viga , 10·· .ndos -

na t ur.:ilcs X , X . . . satisfacen 1.1 c•;1nci6n rn n 

p arc i<il dift:rc•ncial para v i bración liurc . 

Por lo tanto: 
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E! XIV (x) T (t) + pA T (x) X~ (x) - 1 (2 .Sl.) m :m r:i 1 -

Pero: 

T ~ 
T = n 'l " 

.. 
: y T = -u: T m l1 r:i 

Luego 

De (2.51) y (2.Sl-) 

EI x
1

v(x) - pA w2 X (x) = o 
n n n (:'.S3) 

EI XIV(x) - pi\ w 2 X (x) =O (2. 1) m n m 

Multiplica:1do la ecuación (2 . 53) por~:~(.:) 
y la (2.5't) oor X (>:) ·J res;:a:;do l • n J 

ción (2 .53) ce la (2 .5 ~} se tiene: 

EI XIV (x) X (x) - E:;: XIV (x) X (x) 
n m m n 

= ' . ·' n ( 2 • 55) 

Integrando entre el dominio de 1.:1 vigc1 la -

------ -



l 

)(EI 
o 

EI 
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ecuación (2.55): 

X!\'., ,.:v - ) _, 
A - r: I ..... .. \_~ >: :::::: n m m ~ 

Integrando pe?" ;:a::tes el "::liembr 

de la ecuaci6n (2.55) 

l'' Y. 'x ) dx = m n 

' 

L 
X" ' X J m n

0 
- )L (X'" X' - X "'X' ) dx } n m m n 

o 
J, 

X " ' X J -m n 
0 

+ )L (X' X" - X"X") ax} n m m n 
o 

Por lo tanto, 

Í X"X L n m 

Eil X~' (L) xm (L) - X~' (L) X~ (L)] 

L 

= )
0 

(w~ - w~) oAXmXndx 

- X"X m n 1 
r, 

o 

u rdo 

(2 . 56) 

Pero el miembro izquierdo de la ecuaci6n (~.5~) 

aparece en la ecuación (2.SO), por lo tanto 

- (w2 - w2) MX (L)X (L) = )L(w2 - w')f'AX X dx 
n m n m n m m n 

o 
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Por lo tanto la primera relación de ortoc¡or.alidad 

es: 

+ MX (L)X (L) •O n m (2 • 5 7) 

Si multiplicamos la ecuación (2.55 )<X e in t~gra­m 
rnos entre O y L se tiene: 

) Lo EI XIVX dx 
n m 

- ¡µ'- (L pAX X dx = 0 
n) n rn 

o 

De (2 . St) 

L 
( pA X (x) X (x) dx = -H X (L) X (L) 
)

0 
n m n m 

Luego: 

~L EI XIVX dx +.,.¡) 2 ~lX (L}X L • O 
n m n n ::1 

o 
(2. 58) 

La ecuación (2 .5~) es la segunda rcl11c16n <!c> orto 

gonalidad 
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Soluci6n de la Ecuación Diferencial Parcidl 

Para encontrar l.<i solución de l.'l , e 1. c:ión 

diferencial vnle la pcnn escribir t.c d,1!: -

lns relaciones disponibler; que Lw: 1 i ten 

encontrar dicha soluci6n. 

Relaciones de ortogonalidad . 

(LpA X X dx + M X (L)X (L) =O 
) 0 rn n n m 

L 
\ EI XIVX dx + w~ M xn (L) xm (L) = o 
)

0 
m n 

Ecuaci6n diferencial 

3 4 z 
IE -- + 

3x~ 

•2z a~ pA _e_ + e --~ + 
ati •t 

(2.51) 

(2.5&) 

(2. s ) 

Condiciones de borde para la ccuaci6n dif~rcncial 

z(O ,t) =O (2.5'3) 

3z 
(o 't l o () ·"º' ~ 

ax 

a2z (L,t) 
= o (2. &I ) 

ax2 
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ax 3 

27 

t2 t 

Condiciones de> borf.c para los modos n.1t1n ti•''· ele 

v i braci6n : 

X (o) • O 
n 

X' (o) = O 
n 

X" (L) ~ O 
n 

X" ' ( L) = 
n 

La solución de la E.O.? . puede usurnirsc 

... 
z (x,t) = '· 

n=l 
:\ (1)T (t) 
r. r. 

(2.64) 

(2 .65) 

(2 .66) 

(2 .10) 

Es decir , la solución es una sup~rpo~'ci6n del 

p r oducto de los modos naturales por una funci6n 

{T ) sólo de tiempo . n 

Los modos naturales ya har. sido hallatlos, · r lo 

tanto debemos determinar T ~, para ésto ~ul tip.:.i-

caiaos (2 . tO) por PAX con e:. fin de pode1 u·~r -
m 

las r elaciones de ortogonalidad. 
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PA X z(x,t) = ~ oA v v rn n ¿·n··:r. 

Integrando dentro de la longitud 

g a. 

Sumando a ambos niembros de (2.68) 

(L)X (L), se tiene 
m 

(L í>A X z (x,t)dx + T MX (L ) X (L) 
) 0 m n n m 

X X dx n m + M X' (L) X ( L) 1 n m 

• (2 .67) 

.. ¡ 

• E) 

1~·r 

n "'n 

(2. 69) 

Haciendo uso de la primera relaci6n de ortoqcn.il~ 

dad en (2. 69) el lado izquierdo de la cc•:"ciún c>s 

O, si n i m, por lo tanto para~ = m. 

fA(L z(x,t) X (x)dx Jo n 
... 

+ l :: >: (:..) 
r. n 

"' '( f A ~L x'- dx + 'l HX~ (L) 
n J0 n n ~ ( . 70) 

*De aqu1 en adelante usar.os la convcnci(,n de .. um1 , 

en que se entiende qne ~e ~urna sobre lo~ ínrlic•~·, 

repetidos . 
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De donde: 

)L )L z(x,t)X (x)dx = r x2 dx 
n n n 

o o 
I • 71 ) 

Derivando con respecto al tie~pc l.:i ecua· r ( ... 71) 

L 
( az(x,t) x (x)dx = 
)o 3t n 

. ) L 
r C t) X2 (x) dx 

n 
0 

n .72) 

Derivando otra vez con respecto al tiempo: 

)

L 2 
3 z(x,t) X (x)dx = 

o ()'-t n 
.. )L 
-r Ctl xzcxldx n n 

o 
(2. 73) 

Multiplicando (2 . 72) por e y (2. 73) por f;, y r:uman 

do ambos: 

a2z (x,t) 

•t 2 

e T 1 r. 

+ c 
3z(x t)l 

• j xn (x)dx 
3t 

Pero de la E . O. P . (2.9 ) se puede ver que 

A 
a2z (x,t) 

p 

3t2 
+ c az(x,t) = 

at 
- EI 

•t 

(;> . 7-1) 

( • 75) 
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Substituyendo (2 . 75¡ en (2 . 74) 

a"z (x , t ) 
X (x)dx = 
n 

Mediante este proceso hemos cnnseguiclo • 

parte i zquierda de 1.1 ecuaci6n (2 . 74) se i t cgr~ 

ble con respecto a x de tal forMa que pe d . .; 

utiliz a r las condici ones ae borde . 

Integrando por part es el integral 

~L EIº 4z X el:-: 
<lx'' n o 

Se tiene : 

El [ a 3 z xn \ L - I:I ( L 

ax3 0 o Jo 

Inte grando otra vez 

f EI l a 3z 
ax 3 

Pero 

a2 z (L,t) .;._.::....;='-"":... .. o 
ax2 

y 

x•JL + 
n o 

:·~'(o) = O 
n 

I ~ -

\ ·u . i.."UJ... :. ........ .;.,, ... ..:. 
11 e;, r. 
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Luego la ecuaci6n (2 . 76) queda: 

Integrando otra vez: 

EI r a3z 
l ax3 

Pero 

az(o , t) = 
0 

ax 
y X" (L) = O 

n 

Luego la ecuaci6n (2 . 78) queda: 

Eila3zxJL 
' J n 
o X 0 

- EIÍL '.JZ x;·ax 
) 0 ox 

Integrando otra vez : 

EI [ a 3z 
ax 3 J

L 
X -

n o 

Utilizando las con<iicior:es de borde 

X n 'et: 
n 

('.77) 

. 78) 

(:?.79) 

( 2 • 80 ) 

en (2 . 80) 

~: 32z (L , t) a2y 
oz (L,t) 

J X (L) + :Vl 
_ __ s ... e 1\ at 2 at2 at 

L +l.(l)~ a4x M+ F.I t IV 
(2.81) zX dx 

pA n n 
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Pero: 

z = X T n n 

De donde de (2.81 

11 ·.¿ xZ (L) + M 
n n 

Pero: 

Finalmente: 

'2 ,. 
" ' . " 
3t 2 

)

L 4 

El ~X dx - '' 
, 4 n 

O •X 

Por lo tanto: 

M "T X2 (L) + M n n 

x (r.J +e =e xzcr.J ~ i; 
n n n 

.L. l 1 
d2y 
--5 X (L) .e n 

x (~J +e~ x2 (L) n n n 

L 
= • L( pA'i + e:. l: ] ) X d>: n n n 

o 

02y JL 
- rA - - 5

- X dx 
3t2 o n 

•• o (,. ) ,, ~ 

n n 

( 2 • 82) 

(2.83) 
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Reordenando (2.83) 

x2ex ] :; + l CX" (L) n n r. 

+[EI s 4 :-tx2(L) + Eisi' 
pA n Jo 

"' -. ttxn (L) + oA ): . - s 
X ax --J 

a2-: 

n at2 

Dividiendo (2 . 84) para PA. 

~~ x2 (L) + )Lx2 dx l:r 
PA n n n 

o .) 
+[_f. x' (L) 

PA n 

+ [EI$4 ~ x2 (L) 
PI\ P/\ n 

+ Eif\4fLx2dx JT 
ºA )o n n 

= - ..!-.. X {L) + [ ~· PA n 

Pero: 

.. ..,2 
n --= 

PA 

Entonces (2.85) se puede escribir: 

(_.8-l) 

(_. 8'1) 
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r [ ~ 
PA 

x2 (Ll + JLx2axJ-.: n n n 
o 

+ l ~·! 
Pl\ 

X2 (L) 
n 

2c w i­
n n n + [ 2_ X~ (L) 

pA 

[ 

L ~ ·2,, 
M •-

- - - X (L) + J X <lxj --~ 
oA n v n • t2 

Dividiendo (2.g~} ( ~· para -. - X2 (L) 

Donde 

y .. 
~ 

' n o" 

1 
+ W T 

n n 

l ...t!_ X 'L) pA n \ 

l~XL(L) 
PA n 

L 
+J X dx j o n 

L 
+ )( x2ctx1 o n 

La ecuaci6n (2. 87) es una ecuación 

segundo orden no homogénea. Donde 

L ' 
+ J x2

dY 
o n J 

.86) 

(2. 87) 

( 2 • B 8) 

diferrnc-ial de 
a2y 

s 
~ es l.i 

aceleración de la excitación, una función d ticm 

po . 

La ecuación (2 .87 l tiene una solución que está e m 

puesta de una parte transiente, es decir, re h.ice 

cero con el tiempo, y una parte de estndn cst<1hle. 

Para encontrar la parte de la solución tr~n~1ente 
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se resuelve la ecuación ~oll'Ogénea o sea: 

tn + 2( w T + ~ 2 • = o n n n !'1 n . 8 ) 

En donde la solución para un 'actor de 1 u -

miento ( menor que 1 es: 

-~ w t 
( ) e n n (A cos "' t + B sen w t) Tn' = el el (~ ,B'l) 

Donde A y B se determinan con las condicJ<>r f "; i.ni 

ciales: 

(~ ,90 ) 

La solución de estado estable que se oht eP<r~. r~ 

rlí para una excitac'ón scnoidal con la cu ll e . t e 

ac~lerómetro será calibrado. 

En donde: 

Y = 'l' sen wt s 

Por lo tanto 

d2y 

-J!. = -'Y w2scn cut 
at 2 
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De donde la ecuación a resolverse es: 

t + 2~ w T + w2t = y '!' w7 sen wt n nnn nn ,,, 

La solución de e5ta ecu1ci ·,:, es: 

1 

c..::'..)7¡2+ {2r ~)2 
'J,' .. w 
n n n 

21: ~ 
En donde ~ = tang-l n "'r. 

,,, 2 
l -(~ ) 

n 

Llamando a = r se tiene 

y 't'(~ ) 2 1 
sen(wt T = 

ns .... (¡) ,(1-r2
)

7 + (21;nr)' n 

2 • r 
- 1 

~n 

4> " tan l r2 -

( '.91) 

. 9 . ) 

s . ' ( +~.) 

(2 .93) 

+~) (2.94) 

(2.93) 

Por l o tanto la solución d· la ccuaci6n pnrci~l di 

ferenc i al para una excitación de lu forne' 

Y
5 

G ~ sen wt es : 



z (x,t) = 
" 
;: 

n=l 

37 

X (:<) 
n cos wdt + n ~ nw t) 

d 

+ y f(!:-.¡ 
2 1 

cen ¡..,t +ol 
n wn 1fTi-r 2 ) 2 + (2r r)' ll.&. 'n 

..! . 96) 

- -- ---
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2 . 2 . 2 Relacioner- entre la lcct'ff;t de Deforrnac1li"I 

y la Acel~raci6n. 

La reli\ci6n entre la de"ormaci6n y ln '\ ·v PY"lei6n 

de la cxci taci6n es import<1n te conocer, J, nue 

en el acclcrómetro se u~.'' l~dr,1 cst:i. l• :no 

información na:::a d<'•.<'rn··,~'lr 1 a 1c1 lcr 'a 

excitaci6r.. 

Si derivmnos la ecuacién (2 . <>6 ) , <1oi; n ~on 

respecto a X, se tiene . 

a2 ,.(x,t) 
= 

Clx 2 

" X 
n 

(x) e n n (A con 
[ 

-: O' t 

y ~ (-) 1 

n <LTi 

1. -========:::;:- s •r 
~( 1-r' l: + (2C.nrl 2 

Por otro 1 i\do 

EI ;:¡2z (X t) = '-1 

Qonde Mes el momento ""c~or . 

( 1.. ~l) 
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M= or 
h/2 

Donde a - esfuerzo de "lcxi6n 

I = momento CP. i:-erc 1 de a :-;~,.--e 

h = espesor e~ :a \-ic: 

pero 

o = Ee: 

donde e: es la deformaci.6n unitaria. 

luego 

r 

3x' h/2 

.. r -¡;~ t 
= xn (X) h/2 Le •. n (J\cos et+ ~· 

1 
SE'n( t+ )l 

.) 
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2.2 . 3 Principios de Funoionaniento del :~("d"r ~0 

Deformaci6n l1ni!:.aria ("Strain gacr," . 

tivo constru~dr e · alar..br~ P < 

te fino, l:'ontac~o ~ h-c a· c;ún r;i t 

permita r-u n ·11 • ul ~ci(:-.. (Fig. 7 

l­

n 

La propiedad de los "strain gag es" "i c¡..ie 

el cambio de r0sistencia en ~les 1roporci!2_ 

nal. a la deforrr.aci6n mecánica . Por lo t,1n­

to, se puede medir e l cambio de re:; te tcncia 

para dctermin:lr Ll deformación rn<>r .'tnic!l. 

I-0s ''strain gaqcs'' son universalrrent1 utili 

zados en el análisis experimental dc <>s'"uc>r­

zos . Dado que la deformaci6n es p:-oducida 

por una vibracf6n, los "strai~ qaqcs" ~on 

ampliamente uti~i:.:<.C:lcs en el ca~¡'<' e> medi 

ci6n de vibraciones, a resar de qt.c e~t'n 

limitados a vibracioneP de baja '-•e~ rci1 . 

La rclaci6n entre el caJ"bio de r<>~i: tPnCJ< 

y la defor!"aci6n Pn los "strain g~gcs" vic-

/ 
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ne dada por: 

GF 
/:,r 
~/L 

Donde GF es e: f~ct~r de proporci ad, 

o "G;;ige Factor"). !.R e!'" el ca:-hio , i~ 

tencia producido por 1<1 defonr.acil': , es 

la resistencia del "strain gagc", i.J, es el 

cambio en longitud y Les la longitud ori­

ginal del filamento. llL es L1 dcform:1ci6n 
L 

unitaria que sufre el ''ntrain gaqc''. 

Generalmente el "strain gagc" es e<'~ '1tado 

sobre el punto ele :!.il piez;i donde !'"e <¡1¡jcre 

determinar la dc~ornaci6n. Para este ce-

mentado se utiliza:i t6cnicos csp,,c· ~lcr.. 

(Fig. 8 ) . 

Circuitos El~ctr~ccs relacionados con el 

"Strain Gage" 

Dado que ei "strain gage" trabaja h;110 el 

principio de que el cambio de rC'sictcl'cia 
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ell\ctrica, ''2.rf ;i C"n : " defo:-m.,ci(• Po.r 

hacer uso de eO'tC di&Por·'tivo el " 

• 

~istencia .. 

De l.:i ccuacit:r 

GF 
ó R/R 
~--

ó L /L 

se puede escribir 

E = 
fil. = ¡., R /R 

L GF 

El valor R, resistencia nominal dnl "rtrain 

gage" y GF, el factor de Pronorc:ionalidad, 

son conocidos ya c-uc es un,"1 ! n form;:ic i6n da-

da en :as espccificacjcncs del "~tr n q, -

9ú 0
.. Por lo ta:-:to, :_ R, el c .. ~rnhi r. r si·-

tencia, debe ser medido. 

Generalmente el cambio C'n rC'sistl'.': ·i..i 

muy pequeño compar;:iclo con la re'il ';t ne i no 

minal R. Por lo tanto Jos mc<lido1·0s convcn 
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cionales de resistencia, no puede ~er util! 

zados . Sin er..bargo, existe un cilcuit) co-

nocido coir.o fuente de Wheatstone, 

puede utilizarse para estos prop6 1t 

La figura 1 O :r.uestra ur. puer.te ele ' 

ne. Cuatro resistencias, una fue. 

·ual -

t t"'.l­

vol 

taje y un galvan6metro son los el~m rtos nr. 

cesarios . 

Cualquiera de las 4 resistencias pueden ::er 

"strain gagcs". Dcrendiendo de es t•~ nein ero 

se puede tener configuraciones de ct¡¡1rto de 

puente , medio puente y puente co1npJ "t<.:. 

En el aceler6metro tipo viga "" •1 lac' < z0, e 

usaron 2 "stru-·n gages", por !o t nt < ¡ me 

dio puente será utilizado. 

Para que el pue~te est~ balancead , 

da de potencial entre los puntos A v 

e 1-

(Fig. 9 l dehe ser ~ero . Se consi ue esto 

si una de las cuatro resistencias es varia-

ble . 



44 

Para un puente i:;icialmcnte balanccnd , la 

diferencia de potencial originada · r 

cambio de cad<1 u::u. de las res is ter ", . u 

poniendo que P. 1 

/>E V 
[ ·.R¡ - u ?2 + t.R 3 ,·¡ R4 4 - ( o 

R J 

y 

n = l 

1 + 2 p 

il R ¡ + llR7+ o R3+ /,R~ 

n es generalncntc pequefio para ''st rtir y.1-

ges" metálicos y •medc despreci.:ir: < • 

En el disefio de un transductor cor ".train 

gages" se trata de disponer los "stra1n a 

ges" de tal forma aue sus efector " ll!:'Cn. 

De esta forr.'!:a, :.a di::erencia de t ncia l 

~:cr~ mayor, lo cuu~ rcsul tarti e:-. unt <'11 i-

bilidad mayor para el transductor. 

T<'oría de .'\ce! Cl 6rr.etro '.:'ipo Viga 0u V , di-

zo. 
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La Fig . 10 rnuest::-a ur escruell'a d•l acelnr6me 

tro . Los componentes ciel aceler6mctr cm 

una viga de ~ecci{,n ::-ectangular e~ e 

COI"' una masa co cc::~~~c a e:-, el c:··t 

bte y 2 ''st?·a 11 ~crs'' e~snue~ 0 

del emr,otrariir•:.t<, di? .... al forme: c. 

sufra una dcfo1. aci·~ ¿p contrae 

tras que el otro, una defo=.ac:i6t. 

gamicnto . Esto se consigue coloc, ~,e i un 

"strain gage" en ia parte de la v r. •uc• 

nufra comprrsi6n y el otro en la J>,lrtc- nue 

sufra tcnsi6n . 

•reniendo 2 "s tr ai n gages " , el ci rc•i i to que 

se utiliza para este transductor 01 e 1 me­

dio puente . ( fig . 11) . 

Dado que los e::cctos en los "stra~n ¡nc¡c~" 

son opuestos el uno de acortamiento u el 

otro de alargamiento, la mejor forna ac -

disponer los "strai:-i gages" es como se mues 

traen la Fig.11 . R1 y R- son lor "rtrain 

qages", R2 y R3 son resistencian cuyo valor 

nominal es igual, o ce r cano, a la rc~istcn-
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cia nominal de lo!" "strain gagc-s" . ., ra ob-

jeto de balanceo ~e 1 pu en te R2 o .~ • <>Ge' 

ser una res· f'tC!.ci11 "v\:1riable. 

Con este circuito la caída de pct" ¡u<' 

ne obtendría r<'rÍ• 

V L\E -
A 

1_~R¡- lR2 + 6R, - 6R,_j 
R 

Dado que no cxif'tc c<1!1'bio de resistencia 

J t\R1 J = \R 

Dado que se colocan los "strain gar.'~~ 11 dt" 

tal forma que los efectos sean de ~a~nit4d 

igual pero de sentido opuesto. 

De esto 
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llE ~ [ .'.R ~ (-AR) J 

V t.E ,. 
4 

Cor.io se ve c:ara~ente la utiliz,c -s 

"strain gagcs" cr: ·,rez de uno du¡ :te caí 

da de potenc~a·. 

Además , dado que la temperatura ¡n1<'<le prod~ 

cir un cambio de resistencia E'n los "strain 

gages" , siendo este cambio de l;i :l'i sma r:iag-

nitud y sentido, este circuito an~la cornple 

tamcnte el c~ecto de la tP.mperatura. 

Se podría utilizar un puente com~leto con 

el fin de cuadriplicar la sensibilidad del 

aceler6mctro con respecto a uno con~trufdo 

con un s6lo "s t ra i n gaqe" . 

Pero dado que una de las caractcrfsti ·as de 

los accler6metros es de ser pequeño, existe 

un compromiso entre :a sensi~ilidad y el ta 

maño del mismo . 
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Descripci6r. dc1 Indicador de Dcf r~~~iones 

~:agnaflux Gi\- 100. 

El indicador d<> dcf0rmaci•>n<>;, <>P ' : tnstru­

mcn to que mid<> el c«mbio d0 rcr; i e;,, ne i:1 de 

un circuit0 de "st1·ain anqe" y mu· · 1 º' te 

cambio como U!1.J. lcctura num6ric ' de-

forrr.aci6n producida en el lugar e' r ' !.os 

"strain gages" están colocados . 

El instrumento está designado par:i c:cr usa­

do en dcformaciones estáticas. P<~ro puede 

también ser usado para ffi(!di r dcfr rn,"cioncs 

dinámicas hast.:i. 50 Hertz. 

Para mediciones din<lmicas 01 irc •• d r de -

deforrnacic-r.es tiene una salida f·~ 'c•r ·" 

proporci0nal al car.bj n dc rf':.istí'n~i .1 pro­

ducida en el ''strain qaqc''. 

Laa especificaciones de este in:.t nment0 

pueden !'<cr obt0ni das en el m."lnual <lC' i!1s­

trucciones que se e!1CUC!1tra en le [ bcra-

torios ce l'.ecánica ce ~6lidO!" cr. 1 Dc:><-.r-

tamc·nto de Inqc!1 i erl:éi ~·,.c.S.ni Cil de E.S'.'OL . 
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3. PARTE EXPERll:ENTAL 

3 .1 Diseño 

Para el diseño d0l ,,e, l0ri'i~et~,, en imt r cnn 

siderar lar; siquiC'n'""·• lirn't. ·in w.,: 

al El peso y tar:iaño d ' .-¡ce· er6rnctro d 1 

los más pequeños posible. De otra ~a: ··, la 

masa del aceler6rnet:::-o pasd a i;cr part • d ' <:is 

tema vibratorio y 111s rr.ediciones obt• ni da~ pu~ 

den tener errores <:tPreciahles. Se rccnmi<'n<la 

que la masa del aceler6metro no dch,... (•xcctlcr 

1/10 de la masa del sistema a medir. 

b) A pesar de que el tar.~~o del acelC'r6m tr0 debe 

ser lo mtis pequcfio posihle, en el mi. r.o debe 

existir suficiente espacio para la colocaci611 

de los ''strain gaqes" . 

e) El rango de fr0cuencias dentro del Cll.11 <'l acc 

ler6mctro puede tr;ibajar, ect:'í lirnit ,1 nor el 

instrumento indicador de dcforrr..'lcion .. ":C' se 

utiliza par,1 rnc<iir 0!. canhio de reiai-t nci \ 

que se produce en los ºstYain car.re". 
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d) L::i frecuencia nat.ur : dal ace·<"Y6n1 rn ~ et·' 

ser mucho mayor ouc '" (w es la fr0c-1:e· , l"'.l:'i -o. ,. 
xima a medir) nar UP n1 ~C , ÍCCtC 1 

lidad <l<"l ararato) 

Detcrmi nac i6n d<.: l as dimc11:· l onc •; de l i vi w1 y 

ci6n que e xi s te ent re la masa concc~trada en r 

mo libre de la viga y la m1sa de la viga . 

De la ecuaci6n <le la frecuencia natural 

"'n 
2 

= s r: 

L -

;.:tre-

puede ser escrita para 1:r:a rc>cción rectanqul r 1 a 

ra la v i gn cono . 

2 
w - 6 n ~ 

Donde h es el espesor <le la viga . 

. ::. ) 

De la ecuaci6n (l . l) d<"nre1nndo h, se nlti<"nc. 
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(3. 2) 

Como se puede ver dP la ccuaci.6n ( 3. 2 ) , ¡, rl!'•wn-

de de las propicd.,dc!l <ic 1 Mº\ terial, de> ' • t 'cuen 

cia natural y dl' F . Ppro f. es una fnn~Ui1 <'' la 

longitud de la vign (L) ,. de l;:i rclaci6r ~t !a 

masa conccntradn en el extrerrc y la M<I'; 

ga . M 

pAL 

El material que se utilizará para este ~cc1Pr6mc-

tro es aluminio por la ventaja que prc!lcnt1 de> su 

poco peso . 

Para el aluminio 

P<J = 0.1 Lb 
pt:lc~ 

E "' 10 .6 x 10 6 Lb 
pnlq? 

Dado que el indicador de dcformacionci; re~· ><>nde 

bien hasta una frecuencia de 50 llcrtz y P~P u11 

accler6rietro tiene t:na ~espucsta plana ~l"~. e 
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40% de la frecuencia natura!, se cscoqi6 ·" r~n 

go de frecucncins de tr"ba"o dPsdc o hai· 

hertz. Lueqo l. f! .. 'C:UP"H"i<l :-iatural pilr. 

r6metro debe sc-r: 

fn 
4 () 

" .. i, rt z 
. ~ 

de donde 

wn = 2,, r~ 2 100 ~ 628.32 

La ecuaci6n (3.2 ) s0 ~u0dc escribir 

h 

L2 
-~ 

<e r.> ~ 
'.1 

c i6n caracter!stica.* 

1 M 
~L (t~nhBL-tanRL) +1 
' ' ' 

+ 
coshS,Lco!.SL 

r . --
f,0 

o 

* S61o se considcri\rQn !es •:a!orcs de n' cu.i•Hio 

c í a natural . 
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En la tabla 1 se mucstr~~ !ns va lorer d h 

rrespondientcs a d•'erPntcs va"orcs cln r 

M/PAL . Todos esto~ va:oTc-s h~n sido obt 

un valor de Wn ~ 6:>8, ~~ r-id/sco. 

de acuerdo a las es ~ r.Ps ele .. 

tro u. con!:truirsc. Dacio <íU<? este acclcrt· > t s 

un modelo experimental se re1ec:::ionart\ ur. y 'nci6n 

h, L, M 
de tal formil <¡uc- satisfuaa el ·r t ·t·io 

JJAL 

de poca masa pero en¡ ¡¡z ele o;c-r construjdo ('<>n las 

m.1quinas y herramienta,, '}Ue dispone el t 1 l l<'r n:•·-
cánico de la ESPOL . 

Se seleccionó 

M 
., 
~ . L 3" ~ - 0,0 4" 

p1\L 

Fl espesor h puede ser red0:1deado a 

3" 
h - - 0,0~4" 

32 
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F.l ancho de la viga tic~c que 5Cr sufici 

dar cabida al '1 strain ~age''. ~lancho c1~ 

gaqe" es 0 , 25" --
4 

nes de> l<t vig<t ser/l.n 

L = 3" 

h 1 /32" 

b = 1¡4" 

l' r "<" .,a!'tc ~ª' 

(!'ir.12) 

ira 

•rli:1 

Det erminación de l as dimensiones de la masa ccr.rc tr~-

da en el extremo l i bre . 

La relación de masa escogida es 

= 2 
r.AL 

La masa en el extremo será construida d~ ,~ r a 

ra de esta forma nodcr reducir s:.i volu:-cn, " ~ •r.:I 

dispuesto corr.o se ve e~ la Fig . ~3. 

L~s dimensiones de la vi<;(.' ,, la masa cr- t:i.r1 ~ i; 

en la Fig . 14 (Ver ap6:idicc ra=;i !os · 'i l ·;¡ O!" 

num6ricos) . 
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Para las dimensiones rec:n!'ldeadas obtenich 

apl!ndice No . 5. 

:.¡ 

pAL 
. ') =- = .., "12 - • \i -

¡- ' 

Para este valor de rclt!(",; 'r. <!e nasa, !':e 

de la ecuación caracterfstica. 

6 ¡L = 1.074 

Luego la frecuencia natural, para las di~1cr.qioncr; 

establecidas de la viga y masa son 

(.) 

n 

f 
n 

= 70 l. 81 rad · 
seg . 

= 111 _7 ciclos 
se<:. 

La viga debe estar cr.potrada e:: u:: recP')t.'i · lo que 

contenga alqún líquido \;iscoso par<? a:'10tt n• •tu :l-

to, por lo tanto el üisero final de ace' ':nctro 

es tal como se mucstru cr~ lrl Fig .15 ·· ~ l n-

sioncs del misno aparecen en los planos Get1ll JO. 

al final de la tesis . Ver apéndice No. 2 
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Cálculo de la resnuesta del ;ccler6r.ietr~ 

Se conoce como resn11cst,., a Ja informílcit'. ~, c-ihi 

da del instrumento (fil<' I•"rmi t<' detcrMj n.i 1 1 1 c·ar:-

tidad a mcdinH~. Et: Pl c--as<> ele nlwntr > • r linc 

tro, la i nformaci 61: <'~• 1 .1 éle' nm:lci(n ¡ r • , 

la acclernci6n a que Ps sol:"etido c•.i. nccl t ro. 

A la relación entr<" ::.a inform;>ci.6n y la · .nt ·a;:id 

a medirse se conoce con rl nonbre de •;Pn·; : ': idad 

Se puede calcul ilt: la scnsil.>ilülad del ac ·ler6ir.c-

tro a partir de la ecuación 

e (X ) = v" (x) h 
'n 

2 

dP don<l0 

es la deform11ci6n m,'.i>:ím;:i en estado c":tnl 

El r<tdical 

( 3. 1) 
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Para valores de r - (~} 
LJn 

rne~ores que C.4 

Por lo tanto tlodc:-- <'.e- ~ tr-ar una re· 

la deformación cr. la ;" ,, . , <!celer. 

dirsc. 

Dado que la amplitud de la ar,;leraci6n e· 

de la ecuación (3.3) 

t (x ) 
" h 

X~ (x) /2 "n 

"' 2 n 

. . r 

F's conveniente cxp!"'c:.ar la are]erñf"i~ri ( :i 7) "ri 

"gº. donde l "gº C?J la acele?'.°3.Cifln ele la qrd'' -

dad. 

Por lo tanto 

e (X ) 
.. :i _ :s (X) . /2 Yp a 

"g" " 2 !' 
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1 
1 
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Para un valor de X= 0,5", Juqar donde er- t f-11 co-

l ocados los "strain qanes'', 

e (2 5) 07 me rJ11~ <1 
-~~,~~ = 10.; 

11 g" puln / "C'" 

-G 
(lmc nu' ' ·r¡ nulg) 

Dado que est1in dispnestoo. 2 "<;train g.:ic¡r ·" 

t al fo r ma que sus efectos se sumen la sensil 1 li.-

dad "te6rica" del acelerómetro es 

21.95 me pul<t/· " 
pulg. <J 

Rango de t r abajo del Acelerórnetro 

La ecuación ( 3.4) que es la ecuación de la de-

flexión de la viga ha sido encontrada haciendo 

la suposición de que la inercia rotacional es 

despreci able, lo cual se cumnle para peque~as 

deflexiones de la viqa . Se nucde consider?.r pe_ 
queña 

de flex i ón cuando ésta es dC'l orden de la mi tac: 

del espesor de la viqa (~) 
2 

- ... - ~ 
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11 l 

~(l-r2 ) 2 + (2¡;nr) ~ 

Oc la ecuación (3. 4 ) nocf>r•:no encontr<1:- u r 

ci6n entre la de~lcx'6n ·· la acelera:::..(i· 

z (Y.) 

H gll 

(.l .. ¡ ) 

La mc'.ixima deflexi 6n de la viga cuando L1 fr, c-:rn-

cia de exci taci6n es menor que la primcrn frt• 'll<'.Q 

cia natural ocurre en el extremo de la vi·¡n, r•or 

lo tanto para X = L - 3" 

"911 "g" 
U. r;¡ 

De la expresión (3 . 5) p0de~os ver que ~ar1 uc a 

h 1'' dcflexi6n máxima de la viga sea de - - ~ r. n ~e 
2 64 

sitan 52 . 43 "g" de ace:.c>raci6n . Por !o t t el 

rango de trabajo del nceler6metro es de 

O a 52 . 43 "q 11 
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La mjxirna lectura de deforraci6n ser.'.i en t ne-,,.,: 

52 .43 "9" x 21 . 95 me~/""'" - 1150 . 81 mc­
:1ul <: 

La cua 1 corrcsno;-id,! a 

a = 6099.29 
T. 
~n 

2 
pulg 

J 

que es el esfuerzo que se Produce en cadn ''Btrain 

gage ''. El cual se encuentra dentro d<'l r3n.¡o cl~s 

tico para el aluminio . 

3 . 2 Construcci6n 

En la construcción del ac-clc-6~etro ~e t. 1 CT1c 

prestar especial c~idado en e: acabado ' v ~ir. -

do de la viga. se debe co~sequir una ~e ó. uni 

forme y no se dehc:: ~-ocucir nint;;.ma de>: r,... ci"ir 

plSsticn en la mism<> . 

Mtiquinai. y herramientas de prPcisi6n son n<'c <: .-

rias para este trahdjafo. 
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Es inportant~ ader.lti~ :<1 ce::- ::taci6r de .. 

gages". Se dehc d<'"ar lirrc 1'1 r;upcrF1c 

do o grasa, tambitln ª" debe pulir <lid1 

con una lijo fina dt-" till :nrn1..1 tíU'"' n<.1 1 .. 

duras o porosUladc~; CllC' '1'1C<li:n <1f< ct,1r 

ci6n del 11 ntr~in <"T.1.<.JCu . S~ <iChe U!'.1.r 

apropiado y se debe ce)" ~ro., r ! n , º s t r~1 

mucha precisión en el :~car fijado . 

~.:i-

ÍClC 

• rr :t-

En este proyecto en particular , ic;c coloc1 ' ilos 

"strain gagcs ", \lno C'n ]a r·urtc Sttr>cricJt ' f""Y() en 

l a inferior de la viga, a 1/2" del cm11nt1·. n1 ~to. 

Esto se lo pu~dc aprecia r en la Pie¡ . 10 . , 

La soldadura de los caLles a los tcrmir.~1 ~ de ca 

da "strain gage" dcb<' hacerse con sumo c-Jid do de 

tal forma que no se destruya el misrno . 

Las conexiones a hacernc son lao siguier1te~ , las 

cuales se podrán arr<'ciar en Fig. 16 
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El fluido amort iguador 6n<:imo p<ira el ac l ' 'n -

tro tiene que ser ca~a~ de produc;r un f 

amortiguamiento cr!tico dP 0,707. 

es t1n l\C~ i te Custro 1 ., 

pudo conseguir). 

3 . 3 Calibraci6n 

Descr ipci6n de l os instrumentos . 

La calibrac i 6n dcJ acc l e r 6metro consi:;te <'n ·om­

parar cxpt.>ri men t a l rnente la rer:puer: t<i clc>l 1<"• l 1 r(: 

metro con un valor ~tar.dard . ~n nuestro ca 

dado c;uc en la ESPOL no 0xi.<:~e •in .-icelc•r(;1"ctro 

patrón no fue posible ??arer :a c~lihr(1·i'~ ~ 

rrccta, y lo que se hizo fue com~arar lar l ·tu­

ras del aceler6metro co;-, la aceleraciGr. !t ~·el 

a partir de u;-, mcd::'.dor de ve:ocid.~d . {l:od l IRD 

5 44) . 
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La Fig . 17 muestra la dis··osici6!l de Jo:: ir ~rt•-

mentes y del aceler6~ctro ruc se utiliz. 1 

calibración . 

El sistema Dtira CI\Sc.\·~r..- :i :-:5:- icos !r.s tr0: 

lo utiliza como =ucn~c <"<·::er<tdo:::-.1 de vib " 

Con este 5istema se r uer:e lJf";;P. .... ar un.:l 1.'i! r <-. 

de tipo senoidal con .:ir.'.;' li tud y frecuc:-r,c ,,: u 

lables . 

El analizador de distorsión es un i nstrm\ctito c¡un. 

nos da lecturas en RMS de la señal cl{;ctri.cn a mt! 

dirsc y además nos da un porcentaje del Pfcrto de 

señales ajenas a la señal de inter~s. 

Se utili ~a este instr1~n:c::to 1·u c:~1c Pl ~ i ·t -~ p -

ra ensayos dinámicos Instron 1230 produce ur ' ••i-

braci6n que no es pura, es deci::- cxiute n1 ~ p r 

pos ic16n de vibracirne!' la Cl! •• l cons i ~ i:c 

braci6n fundamental ::-.ác < ~ras r cr,uc:iaG vil ~ 

nes, pero de alta =rccucncia q~e se rroc! 

los diferentes mecanisr-os de ruc co:-,sta 

ma . 

r 

1 

-. 
l t -
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Se puede decir qu<> el e!'ecto de estas ¡ ec· ! s vi 

braciones es pequefia ccando el inter6s <'~ 1- -

plitud de la vibración, pero <)n nuestro <"'1, , e- 1 

que el intcr6c es la velocidad y la acrl•· 1 ·1~n. 

el efecto de cst:u: ¡woucñ:is vibracione,; ¡ ·' r-vr 

considerahle. (cf<><'t0 L'" prt• ·)O!'.<'iol'~l 

respectivarn<'nte). 

Para la calibración del aceler6metro ~e t- ) 

lecturas de velocidad y aceleraci6n par 

nes a frecuencias d<' 10, 20, 30, 40 !lcrtz, n: co-

rresponden aproximadamente a 10, 70 , 30 y 40 por 

ciento de la frecuencia natural del ac1.!l•·r6mc'tro. 

(oon (te6rical = 111 Hz) 

Las tablas ;;2, 3, 4 ,S muestran los valorer : ' 11 ida 

er: Rl-!S nv para el .,ickt!nde velocid.1d " 

aceler6rnetro con sn correspondiPn tf"> norc n 1, ':le 

distorsi6n . 

De estas tnb 1 a:. se pn<'de observar qul! : ... :n.i• r e.is 

torsi6n ocurre p:1ra '-"ibracioncr- <¡u t. PI. • n.:i frc 

ceencia de 20 Hertz . 
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Conociendo que el Pickup de '-'elocidad ti<"· 

lida nominal de 74C' ~·-'s , .. ,/rulc/,-cc., ,-c- b-

tener la ve:ocidad üe r a 

partir de los valore<; el s<:· ~.:a ckl ,.,i<'"l 

Las t..:blns 1 6, 7 :-:·iec - :i :os •:a lore. 

del acelcr6metro <'ll • ;,s :''" ¡•,,ra •:alore.· ·-
ración en g que se han obtenido a part•r l 

valores de velocidad. t«'l<'elcraci6n en "g" '"" 

ci4 dA P•~ 

donde 

2nf 
V X CJ 

V = veloci<lad 

f = frecuencia 

g = acl'1eraci6n de la qrav0<l~d 

El gr~íico if 1 ~~cst~~ !ns v~lores de .~ 

aceler6mctro en ru:s :n·· .. la aceleracil'.i· < s 

Haciendo una ap1ox'7aci~n li~eal mediart 

· ,, del 

11 11 

mf to-

do de loi: m!r.irno!; cuadrados . Cor.sidcra· !51 

<rt.~. 

Se obtiene la riguicnte ecuación: 
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y = 0,44 + 99 , 04 X 

f i cados on el gr~f iro 1 • 

De esta ccunci6n ln ¡cr"ic1 te t·o· a~ l 

pr oned:(o del acelcr6m t!·' p~r "rr" de e 

y e ste valor es 

99 . 04 
"g" 

Usando un ml:ítodo c~tadfst i co (ver apt"'nciice) "e 

puede determinar que l.:i ~alida por unid<1c.. ,, .tce-

leraci6n tomará valores cc~prendidos cntr 

99 . 04 + ] . 27 ~·"S m'J 
u c-11 

con una confi abilidad del 99 ~ . 

Basados e n este dato podPnos afirm.<r que 1.1 res-

p\lesta a la frecucr.cin <1cl c.ce1cramicnt.r. ·: • r..'l 

respuesta aprox imada!'lcnt<' nlan¡¡ t.usta 40 L<'r z. 
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+ RJ.'S m" El valor 'l9,04 - 1,27 ·· · es la caliL• ·i<'il' del 
"q" 

accler6metro para :a .. cn!'ibilidad fi;ar:"l l in-

dicador de defo!."mac'or.e •. 

Es importante hacer :. tar c1e es te "'ª e r l -

r 

de de(orrnacioncs. Lo ideal :e~fa obtc~~=-

talmente la relaci6n entre la deformación u1.. :;e 

produce a la altura de Jos "strain gages" y la ac~ 

leraci6n, lo cual se podría conseguir conociendo 

la sensibilidad del Indicador de deformttcion(•S. 

Desgraciadamente, dado r¡ue el ranco de caJ.iLr<:1ci6n 

es muy pequeño compar<:1do con el rango d0 trnhajo 

del 11celer6metro, las C:eformaciones que ··0 proclu-

cen son muy pequeñas, lo cual irr.posibil~ t<l l 'l de-

terminaci6n de la sensibi~idad del Indica<l<I de 

Deformaciones. 

3.4 Obtenci6n de datos cxpcriroentalcs a partir e"!<.> una 

pieza rotatoria dcsbalanccada 

Una pieza rotatoria desbalanceac!a p roduc ir'i. Ut'i' -
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vibraci6n senoidal cuya aMpl i tud es propr r · n. l a 

la magnjtud del de~bala~ce. 

Se puede definir a· de~l·a.!aPce> ccr..o el 

miento del centro de <'ra"e 'ªe ('e l ni e:-

ria debido a la fa'ta de s!~etrfp o d ~ 

trico que puede ocurr-i r- y,, sc:i. 

o durante su funcjona~iento. 

nr ... 

. -

"n 

El aceler6metro construido puede utilizar:'•' c.: n el 

sistema lRD 350 (Analiz<idor de Vibracion•·~). 

Para poder corregir un <lc~~balance, Gi1:1pl•·mcnt<' ~e 

utiliza el aceler6mctr0 corr.o transductor ck c<'l C'-

ración en vez de utilizar el transductor di• v••l ci 

dad que forma parte del eguipo. 

El procedimiento a $eguir sería <'l mi ·r J. ll'-

do un transductor de vc:ocidad, Ein ma 

la escala apr-opiadamentP. 

3 . 5 Integración ce las lecturas del acelcr6rn r '/ ·o:n-

paraci6n con las medidas ce velocidad obt r' l l' con 

el sisterr.a IRD 350 . 
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Usando un circuito integrador se puede convl!rtir -

las lecturas de ace::.erac'.6n dei aceler6t:1·tro cr 

lecturas de velocidad y pueden ser CO::'lparild C" n 

las obtenidas con e: sistema r~o 350 . 

El nroceso inverso es decir, la conversi'~ 

unidades de velocidad 0bte:- idcs cor. e> 1 !" · • tt rPn 

350 a unidades de aceleración fue realiz1 ~r1 

la calibración del aceler6netro . 



4. CONCLUSIONES 

A pesar de que el error q~e se cncortr6 en la l ·u r­

ta experimental del ace!er6rnctro ~~ pequcfo, cr 1 r­

tante hacer :-iotar las si~uier_.c-r, c·cncicieracic: 

1) El m~todo que se utilizó p~ra calibrar el ~e· r6m 

tro no es un método apropiado, no s6lo por la inc -

pacidad del sistema rara cr:sayos dir.ámicos rrn 350, 

para producir una vibraci6n pura, sino ademjr, la n~ 

cesidad de convertir las mediciones de velocidad 1 -

aceleración, lo cual incrementa el error. 

2) El rango de trabajo del aceler6metro de cero a .1pr~ 

ximadamcnte 50 "g", es muy ']rande ccmparado con el 

rango de cero a anro:-·irnaCCt;:i~nte 2 "<;" qcC? Pf' el ",111 

90 en el cual puede •er ca'i~radc ya que Ch Lr:a li­

mitac:i6n del sister.ia lnstro.1 1230. Hac~e>!'<lo est..i situa­

ción que la calihraci6n s<>,\ dudosa. 

3) Basados en estas dos consideraciones se puede pon r 

en duda que la calibración del aceler6metr , "ca 

muy confiable pero para fines práct; cos, tal•·f como 

balanceamiento y anál i!:is de vibra:::innc!l (~J n mu<-hns 

efectos cruzadoF), el acelcr6metro es arropiaclo, 



RECOMENDl'.CIONES 

Con la realizaci6n de est, tt'si!' ''" ha podidc • 

la factibilidad para la e< r •-ucción. u0 acel r t-r . 

utilizando instru~er.tac_6n 

Las siguien tes ~uscrencj r 

persona que esté in te res do en el d isc-ño de ,1 (•re -

tres tipo viga en voladizo cor. im;trumentacj 6r " •rain 

gage". 

1) Diseñar el accler6metro ck tal forma que J. m"x ·ma 

respuesta se obtenga nar.:i 1<1 :r.~x1rna acelc .• e ' " ~ -

dirse. Es conveniente l-'('l lo ta .. to rcduc i 

gos de trabdj O del acelc16r:~etro de 0sta f0ri11, :-e ob-

tiene una respuesta si<¡ni •1cati1:·1 dentro el -> 0 r,·in 

90. 

2) Diseñar el aceler6metro di? acncrd0 al trali 'j<. <;un éfl-

te va a realizar, de t,1] forma ouc la masa tl<'l ac0l -

6t "'· 1 a· a1· r me ro no sea rr.ds ae ¡o e ~a ~~sa e s_ ,_-ibra 

torio donde se tomarán lnr; :neclicioncs. 

3) La selección del L.t:ido tr.cctigu .dC"-, de: 

tal forma que se com;iq.1 1111 f<ictor tic ar:x:,1 •Jl :ni.nt< 
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crítico de 0,707 de e'ta f~rna la rcspuc~t 

acclcr6met ro puede a - C'A~ z,~ - l.i:s ta f rccucn<' 

al 40\ de la •rccuercia ?.u1t··r~., de: ~r·ol~r 

5) Para la C'al1braci6n de' e ler6rC' tro e~; r 

que se u.tilizc '~n~:. f ~._ (°T(\r:"'!:'.:iCcra Ce \; 

que pueda qencrar ur: '- ·¡ r··~1r.~ m:ra. l"r 

bratoria magni!tica es la :-i:is tecomendabl 

prop6sito . El sistem, r>'ra e!lsayos din¿ím·,. 

r, 1el 

' 1 . 

e 

te 

n"tron 

1230 , a pesar que ha sido utilizado para 1' rnl1l ra­

ci6n de este aceler6metro, no JS recomenda! ,. ¡ r l" l. 

incapacidad del misrio de producjr unil vilir,ic1.rn pura. 

Además es importante c¡uc 1.t calibraci6n sc har•n ·uhricn­

do todo el rango de traba;o del acP.ler6nctro. 

6) Se recomienda que se adquiera nara ~utu~o~ tr. aJO~ 

de este tiro, siguiera U:1 accle!""6:netrc pa~ lí: t r ~ 

mesa vibrütoria, adcr:k"ís dP cic!"ta ;:~!;tr!.~t 1 

cesaria (voltímetro ~ara -N:ic'.a P."S .. crdac 

que no existe en la ESPO~. 
t - ) 
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4 .. 

Fig · l 

' ' \ 

Fig · 2 
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Fi g. 12 

Fig . 13 

F'ig . 14 

, 

1 
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Fig. 15 

Fig. 16 

Al ¡,.,d¡,.J", d~ 
d•(o'f'MO, (IOPl•f 
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ANALIZADOR Df. 

Dl5TOR510rl 

- -

SISTEMA PA~1\ 

E IJ S A'{ O S Dll'I /\f11CD~ 

Fig . 17 
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. . 

M 
B1L h/L 2 h (pul ) 

- - - - -
pAl (pulg) (pulg/pulq 2 L 2" r. 3" I 

1 1.247 6.91xl0 -3 0.028 O.OG:> o. 111 

2 1.076 9.29xl0 -3 0.037 o.os: o. 149 

4 0.917 12.79xl0 - 3 0 . 051 O.llS o. l.05 

8 0.776 17. 86xl0- 3 0 . 071 o. 161 o. 286 

16 0.655 25.07xl0 -1 o. l 00 0.22(, o . 401 

':'abl.:i 1 
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Para 10 Hertz: 

Pickup 

Velocidad Dintorsi~:-: 

RMS rnv i 

1440 7 

1300 7 

1160 7 

1020 7 

880 7 

735 7 

580 7 

430 6 

Para 20 Hertz: 

Pickup 

Velocidad DistorsUin 

ru.~s mv % 

2545 10 
2310 9 
2090 9 
1860 9 
1630 8 
1410 6 
1150 5 

880 5 
595 4,5 

-

11~·~· ',,. 

~ ' • 7 

28. J 

26 

22. ') 

20 

17 

13,2 

10.1 

l\c:-r-1cr6mctro 

HMS rr.v 

93 
85 
77 
69 
61 -., ~ ::>.1.., ~ 
43,5 
34 
22,5 

Tabla 1 

r . 

-, 

l 

-

Distot -si6n 

1 
, 
¡ 

2 
-~ 
2 

J. ' 8 ., 
4 

.? 
1 
l 
l 

1 
7 
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Para 30 Hertz : 

- --1 
Pickun 

Vclocidacl Distorsión C•'lcrr. t~o i ~. 

RMS mv % R;!8 ":""''\'" 

. - ~ 

2525 8 162 
2320 8 1~8 -
2080 7 134 2..2 
1860 7 118 21 
1620 6 104 :9 
1390 5 87 :f 
1140 5 71 • 3 

840 5 54 10 
580 4 34,5 _;_1 

Tablll 4 

Para 40 Hertz: 

Pickuo 

Velocidad Distorsi6n ilccler6mctro Di" tor";i6n 

RMS mv % RMS mv i 

2025 7 170 1 5 
1850 7 156 1 :; 
1660 7 142 5 
1480 6 125 r 

1300 5 110 6 
1110 5 93 , 5 11 
900 6 76 12 
680 6 57 12 
438 5 36 10 

-- - --
':'abla 5 
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10 He r tz 20 
--- --

s alida de l 

Ace l e raci6n 1\celcr6mctro l\c-c 1era<' i 6n 

" g" !U·!S mv ti CJ 11 

- -
0, 31 31, i 1 , 06 
0 ,28 28 , 9 0 , 98 
0 ,25 26 0,69 
0,2 2 22 , 9 0 , 79 
0,19 20 0 , 69 
0,16 17 0 , 60 
o, 12 13 , 2 0 , 49 
0 , 09 10 , 1 o , 37 

0, 25 

Tabla 6 

30 Hertz 40 

Salida del 
Aceleració n Acelcróml'tro l\celeraci6n 

n g" RHS mv 1 "g" 

1 , 61 162 1 , 73 
1 , 48 14 8 1 , 58 
1 ,3 3 13 4 1 ,41 
1 , 19 11 8 1 ,26 
1,04 10 4 1 , 11 
0 , 89 8 7 0 , 95 
0,73 71 0 , 7 7 
0,54 54 0 , 58 
0 ,37 34 , 5 0 , 37 

Hertz 

,, el 

A· 1 (:n <>tro 

, 1 \ • ,•¡ 

C<I 
~ 

r . ' ) 

; ' ) 

l4 
2/.,'j 

-
Hcrt 7. 

s 
i\C 

el l 
'l'le>-6M tro 
do~ MV 

170 
1 'iG 
142 
125 
1 l 'l 
')l,'i 
76 
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Cálculo de las d imen siones de l<J Masa 

concentrada en e l ext1rmo de l a Viga . 

¡.f tJ l/ 
_;:.Le fJ ,,,- " ' --,,,--

h ' = 

/ 

Al + 2.. 

Por lo tanto 

y 

M =p b h L' 
Al 

de donde 

2 pAl h L _ PAl h L' 

2 pFe L' 

- 7 
r~ 

+ 2 p b h' L' 
Fe 

n r . 
''Fe ~ 
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" 
0,353 

] 
h . 

32 

h' - o,o994 - 0,0311 
L' 

Pal.'i\ ¡,' 3/8 

h' .. 0,232" 

que será redondeada a l " 

4 

3 
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Mínimos cuadrados 

Y = a + b X 

Ex-:yJ° 
b = l:x;y; - n 

( í.x:l? 
LXj

2
- "' 

n 

n = # de variables a l eator ias 

a = 
n n 

intervalo de con fianza ».'.'lr'l b 

I 

en donde 

Sxx 

= SxxSyy - (Sxvl ' 
n (n-2) Sxx 
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Syy • n Yi - ("'yil 

Sxy - nf}:ivi - ('. l 

t e5 una d1stribuci6n • 

de libertad. 
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