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I I'.ITRODLICE I NIJ

hÉ re¡iliaádo E'én§andcl Én qLl e s f.l ii

d,? nivel seclrndar:i.Ll En el trilmi.r¡i¡tc:

EDhrH La r'éúr{i6eñtácÍdn uráf ica dÉ f lrnciones ¡e variab i{: r,:,,ri. "

AE.l. icsñdfl o1 rriterio de Ia pri.mel.a v seoLrnLla deri v;.lr:.1¿,

E1 r:au{'Ln1o coflr:iur"lrB {:on bBorémaE v dÉfinÍcroneE de va.lür

mediú. fLrnaiona.i f rec j.Éntssi y do{:reciontá9, nrlÍimog v nl¡:.fi¡:a,.

velorÉE cr{ticns, cÉntravidadÉs y puntos cia inflpxiún.

De lns leÉrremaE üresentadDs i:n est{-: trabajú €e fra¡

dÉ,róÉtr.rdó alqunos de . el IoÉ daiamdú los rpstanteE para .j]{-r!

dEmlle.itne El estLldiante "siendo sLr dernoBtracidn en f ormi¡

=imilar.. PiBnso ql.rp está dentro de 1a .aDacidi'l deI

eEtncl i ante secLrndari0,

Para r:a.la una de 1ag def ini.rioñÉ!; v teoremá:i ,.,q ha

dñ,qannDIladn r: jEmnlos de rerlret;en [,;*cinnes; aráf i,ras r.]fine.r j:r 1..;$ v,

partirnlares, cor todos 1os paeos sÉqLridDE hasta 1:Leqar a l"a

retrresentaci6n gráfira de cada f lLncif5n,
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5

1.- APTICACIONES DE IA PRIMXRA Y SEGUNDA DERIVA.DA AT.' PROSASO

!E GRA}ICACION DE FUNCIONES D3 YAI(IABIJE REAI.

Una apLicación importante de Ia primera y segunda derivada

es el proceso de graflcar una func ión de variable real cuando

su graalo es mayor a cios, nos d.á lnfornaclón suflciente como

para ad.quirir una buena id.ea de Ia gráfica de una función, -
trazando el rnenor núrnero de puntos posibles. Es declr en que

intervalos f creciente o d.ecreciente, máxino o mfnimo, si
tiene concavldad hacla abaJo o hacla arrlba, como también los

puntos d.e lnflexión donde Ia gráfiea cambia de concavidad.

1.1.- DEFINICION DE VALOR MINIMO TOCAÍJ ( O RAIATIVO) DE UNA

T'UNC]ON f.
Sea f una función definid.a en un lntervalo I y

ceI, entonces:

j-) f(c) es un vaLor mfnimo de f si f(c)Éf(x) r x + c en I.
1.2.. DXI'INICION DE VAIOR MAXII\JO IJOCÁIJ ( o REIATIVO ) DE

UNA ¡UNCION f.
Sea f una función definlda en un intervalo I y

c * I, entonc es .

1) f(c) 9i un valor máximo de f en I el,
f (c)>r f (x), rrx f c en I.

1.1.-
Iro s

I se

VATJORES EXTREMOS DE UNA FUNCION f.
valores ¡náxlmos y rnfninos de una función en un interval-o

llaman valores extremos de f.
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DE ADLLhT

'v derivable r-¡n (Rihi, ai.

Lln nfiinÉr0 q Bn ( ,r; b) t..:1.f(¿)..f(h)"

nr-re f' (i:: ) *

tÉñrarTr;r,

(), Flr.,;:1:i.:alemos LLn¡ r'ÉnrÉ.ci1pnt;,rrÍrl¡ r,rrdf ir:i ,l '-. .-r ri-i t:ii)

5i. 1a represFntacián üráfica de una fL(ni::idn f cr-¡ntlnna

en la ; bl r:nn pllntns É)rllrf,nü-- en nl. eij * X, r:n l'(ar{:.r) y

Q(b,rl) r y sÍ l.a curva tipna nna rÉr:ta tancren'te en cacla o'-rritr:

exCepto en Ios truntos e;.rtremog ent¡nces debe É:{i5tir ¿1. r:¡en¡g

r.rñ tf fito rle 1.3 cLrrva en e1 qr-re 1a ¡'ccta tanriontÉ I:Ea¿{ fJar¿.1. el."

.r1 e je X " ccl,r'ó sd iñdi,ca en ia f i!r-rra (?).

Notañtr:: que si se rrrmnl e I¡rs cflndiciones de1 tenrcns de

Rr:I1e. dicl¡o t¡rorema nnE narar'rti.:*: 1a erti:;tenci¿ cle ;:1 ine

rrüg r.,tl] clLlnt,f, sl'r e1 c-¡r'df iCo. c'-rv¿ rer:l.a h¿nr-rente *na r:aral.*

1a al etj p X.' oLlcl iendn haber ,¡rás cle Lrnr:) rJe tale: oLrn.l;oE,

tsPo L

hlirr¡o ¿c ¿¡"t'3¡ss ¡¡otem{lt.t
ll¡t¡üIt ca - ,.

t'hl. Bquc¡o- Orli' reo¡
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con§*a tE,,

't b)" ( 1.;¡.

r-. - r- 1 -\._ 4 ^-

nár'ü bc)dfi :.r ¡l (a

agLl;r1 a i:ern),

:Lntervalo ( a r

intervaln, Éomo

terñiniile';! pflr

F i. r:r . ('.:)

c, a0

c

f (fr )

¡ cl 12ci

DEHO!T RACIÜN NEL TECIREI'1A L!E RI]LI",F

cl f (l¡ ) ==l:

Eara tád,f )i It,- 5i f (x) = cl

ÉrritcJ i.m$ l. i c ¿r

clEr:ivacis. dE

2.- {¡ i. f(xi :. dr

Lrn val()r má:rimo,

má;r i mr.: no ü{:LrrrF

oLrE f (r(¡ = (1 
"

t-lna {:ongt¿nte aE

para algrhn :r cle 1

en a i r¡ rlr"r u: cle 1

en lns LrLrntr,Js

Ltn v&1fir inl.:í i.itrü s11 {¡l irrberval¡¡ ( a ; h

má:rimc¡ re:Lativo, en Lflr1r:e:3 Í: es un val(fr'

e:i clerivablÉ Éri c dedLlcimtr-. qrre f (c) - {:r.

) ert tmnr:es {(':)

crf ii il:{:J {le {.

h ), f ii'?n{.-

f (c ) ;. ü, ',iai

'bántiD f tiÉnÉ-,r

E:; LLN

c(lin.l 1'

3.- Si f(x)''. d, para alcr¡ln x e ( a i b ) y DrocEdi.Éndn

en r1 pasn ? cledLrüiflor; qLLÉ f (c) = U,

Hiemplñ; Si f (:r) = X2 - Jx -r- ;

prúbar que f '(x) = l:r, Én E.1i-rún Dlrnto interrnEdicl de 611Crg"

f (a) + l=0

f]cmil
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I

I
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j.iLr l. (a ,:n t,:,1i:r l.,r re¡:t; r:;:1,,

j.8uá1andi:) cprn tprrernos dtLre:

lY-1 \ = t-l . =r Y=': . X

i?\=l'r

f ()1 ) a

'f .) r

f '(;ll

(i. Pana calcLrlár n res;olvarnñs l.a

:1 l1-rl-LI I .i I r¡¡fr-lt''..i L..t .tP

rletrE-, lr,:rber al. m+nus

(J" c:a]mff giErLiP.

ll.ñl1a Éi f saljii13f ace ?i-r:i cfir)dic:.r:iirl,::;

'".rn !LL¡1ID EntrÉ ;: t, Ll ,Jorrcl+ f ' . r1 ,,

a r Lt aÍ 1 c¡r'j

(1.];ti '., J. ' i..1,.':j)

.i = (") :::r :.1 = il,/I" nL.r L:rii;ll,_:l LrL(r: .1,,/ Ll ,_"t.:;1 1 ,r I

(-) . i: Dn r 1 tr i mt¡S ¡:t\-\r: t = :: /: .

ELr rporpi¡Éntitñ:i.dn ¡ráfic¿ 1,r: n'rclsm¡g übsBrv¡r en 1.{ 'f iir .,.:i

firl.f,

l

1

-114

E:i eñrlr1ü 11 ,, 9#a f {:i) '' X4 -:Jf ., lla.l. ll. ar foda'.i 1..:'.: r r:: r-i ':.1.

re¿ta tangente
f\%l = o

intervalo (..:,I) taleg sl.re f ' (6 ) = tlr,

$rJt.l-,Jfi1nN" Cr:mo f (-2) * A .. f (:) v F aqi ilL'r.:i.v¡rbln '.rn

(4,,t)), p1 tEonema de F[oI1e qaranti;¿ 1a exi5ljEna ja r:18 fl]. fiB¡or.

Ltn c Bn (-?.?) tal nL.Le f '(c) = l:). iQLralanclo a cero ltr flpri,/ada
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se tiEnr.r,,

+'1.i\ : ¡.V

Aiii üLrE ol interv¡.l1o (-I .ll) 1.. ¡r

plrn tas. 5r-r re¡:resentacián qrráf ica

fj.-q,4, f i.-,r 4

Sea f una {'un,:ión taI ouE

cór'rrlicii:ne!;i

1.- f 5f,a at]ntinua ,sDhre P1

I.- f sÍ.r ñ. clÉrivalf,lÉ :inlf rP ÉI

existe un nrlmero c tal. ñLle i

a .r: c t: tr y f '(c)

v .-.r' r'1 r ¡',,, a ,L { _,t. ¡ r

clBl':Lvarja es; i:err: i,rr r:; li-l::;

cLrmo L a las giüurentss

interval.e cerradcr ta.bl,

intervá.Lo áb i. e rto (a,b)

f (tr )

1o porleñEs ohÉérvár en 1a

-L

{txl ; o f'(x) : o

1,,5 'Tl:ORl:PlA D[l- VALDR l'l[:DID PAI1A DEIIIUAOAIS

L

h-il
5i en elL teorema de RolIe se anr-rLa la h i.oútÉri:i.E de üi-Lü

f (a) - f (b) l,a ccnrlustón no s; ¿.r cL.rmnIe " cofiro tip ÍndÍü.8

en la f iqr.lra 5, No e:rÍste pn e:"'a FLrntcl i:lÉ 1a cL.trv* arr

qLtÉ :1.ü reÉta tjánr.tsnfjp Boa par.:Il.É1a ü1 e.je X" § j.n rifii

trarc¡n omdem{ls oLlger.var rlLre é L soc¡ñrento MÑ r-L-Lvo!j i,t{t:r',,,

mms flor'l :l,r)si l:rLln hñE l"ll-a"I:(;;t)lr ¡\ll-b.l:r (h ) I " ,1 
':", =,.. 

*r, ,"fr ., ,..,, ,

¡:anel r:iermc,,i i¡rrte l:1. ,ir,rqmÉ,ntn p f,il ,, dfl I ¿t f :i. riL,lr.l iri, nlttnr,.

-l
I I

I



tsPot
hdlúe aa C¡'ñGi's '¡ctcñólico¡

lng

$¡rlo¡tca _ ..
Homcro Qrl¡, tgct

r:P: d,.-h,E a)iiFti.r riTl plin l:i:l Pn 1.1 I'PDrá€PntAf-ión trr.{

1(j

qLrE 1a rect;l tanqente sea'f :ica de 1a f i,:Ltr¿l 5 iir 1a

l¡ñt-"r l ;a r a .1. ¡.1 i. ¿r .{ I '; ü ai fl r.J n t n

l4Nl r+ E 1. r:l L.L 1 á

runtn ;l¡-: ll.;r ür'lf :i.ñ¡r Pn B.i

FL.!É,¡1:ñ ñ l.,l ti|

F (11 ) -
I "r r en':l i. nrt l; e .1i,r L

t: l.;:)
n tit\r
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FiúLrra (1i i

r..!e i'(i:)

N(br r(b))

'f (4.)

tl
dr,lI

rl"ll
I

I

0c b

Fl jeflDl.¡: :"- lii f t¡;tÍ cladD Dfir' f (ii) x + :_'x -r- 1

.t :.. ¡.

tn ntftne rn c:

',:. 4.

e ( l. .,4.) 1;.r,.1.
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5nt". t.t rl I {lh! I hlote qLre f satisf ar:e Las concl ici.ones:,

E{]brl.i [1. "¡]ll , pt:)r 1r: cLrE dabrJ exi.E;t:ir rl nrimer.o

f '(I) =:X.+:" =., f (4) = lI v f (!.) = 4. I ftp

de5éamos

Iritl. lar' {: bal |]LLfl ?r + : - ( ::i - 4 )/Ar

Resnl v i endo esta e{:Llac ión Ital l ar'rros or.te r:

aI número con 1as Etr.ooíedades rBclusriclas.
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'Lef,lrEm¿ i
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.jRni;i(lil ,:lü .l ii

{lnifrn,:;tr''rr i:.1.

clEEi i !iLr;r 1dád in ve rt: i. d¿,

tenremal,lj,,3, {::l r",( f, f eri congl;ante en todn

-l Fe clehB trrotl;rr oLre i

'f (b)) nara todo x 6 ( a ; b ),

r='l :¡.nta nv¿1f] l" a

f (:.r) = f (a)

i-rEr.a ii 1. 
^ 

I r-, r

:i.r'r te rv ilI D I a ;

;t'
(r)

I ut ,l rr ¡

;r ll 'se

EDr e l.

1:i.r:rre

J' (r )

t e (:) r'Éña del

¡"r.,iqt:r.

: ( f (x) - f(á))r'(ri

t :i. el e 1fr-iq Eri

vilclr ñ!:,Jirr Dar;. E l.

fl:)n ln ,::[.1r!

cümo f (:r) § (-) 1:ara trda x e ( ie i b ) {se

R¿irrtÍüulür uuLp 'f (,:) 3 (:) : Ilreqo f (:r) - f (a) = C¡

f (x) " f (a) Dar¿t tr:r]o u e I a I b ],

Ejemt:lD siÉa l.á f lrnciÉn f i(x.y)/Y - .fX2

DeterrrinE Ins intenv¡¡1os sohre lDs ñLrE f e5
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