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RESUMEN

El objetivo principal del desarrollo de este tema de investigacion: Aplicacién
de Modelos Autoregresivos para variables econémicas en el Calculo
Actuanal, es hallar, a partir de un Modelo Autoregresivo que ajusta la
fluctuacién de la tasa de interés en el tiempo, los momentos de las
anualidades, seguros ciertos y de vida, los cuales representan el negocio de
muchas empresas no solo ‘de nuestro pais sino también del extranjero. El
calculo de estos momentos es un tema fundamental en matematicas
actuariales pues permiten evaluar el monto de las primas y el riesgo de

emitirlas.

La importancia que esta investigacion toma dentro del Ecuador se
fundamenta en la realidad del estudio para con la situacién econémica de
nuestro pais, ya que para nadie es desconocido que uno de los mas grandes
problemas existentes aqui es la constante variacidon de las medidas
econdmicas y monetarias que trae consigo la fluctuacion y el cambio de
muchas variables economicas entre las cuales se encuentran las tasas de

interés.

En este trabajo basicamente se estudiaran, tal y como lo expresamos
anteriormente, los momentos de las anualidades y seguros ciertos y de vida

los mismos que representan la esencia del negocio de las financieras y



aseguradoras. Cabe recalcar que en varios de los ¢asos se ha trabajade con
aproximaciones de los momentos de las variables en estudio, debido
principalmente a la facilidad de uso que éstag prestan con respecto a las

funciones exactas.

Algunos resultados obtenidos han sido producto del analisis del Modelo en
forma matricial, en cambio que para otros se ha recurrido a las distribuciones
de variables conacidas Q, en su defecta, al estudia de la combinacian lineal

de ellas.



INTRODUCCION

A lo largo de la historia de nuestra economia, hemos sido testigos en muchos
casos del desenvolvimiento que ha tenido la misma dentro de diversos

ambitos, tales como el econémico social y cultural.

Dentro del ambito econémico en el Ecuador, se destacan todo lo que es
comercio y negocios, con una amplia gama que va desde las pequeias
industrias, hasta las grandes empresas productoras, comercializadoras y

exportadoras para mercados de todo el planeta.

En lo que respecta a la comercializacidn de bienes y servicios, se destaca el
negocio de los seguros, servicio que es prestado a personas naturales o
juridicas, por entidades tanto publicas como privadas. Cabe recalcar que este
tipo de negocios es muy rentable si se lo realiza de una manera responsable,
técnica y profesional, caracteristicas que segun ciertos sectores no posee la
unica entidad aseguradora publica del pais, como lo es el Instituto
Ecuatoriano de Seguridad Social, la misma que se ha venido a menos,
desprestigiandose a si misma y a este tipo de negocios, por las razones

antes mencionadas.

En la década de los 90, han surgido una gran cantidad de aseguradoras en el

pais, las mismas que se encuentran reaseguradas a nivel internacional.



Estas aseguradoras son de caracter privado, y en términos generales, se han
manejado correctamente, lo que les falta para terminar de surgir
brillantemente es una nueva ley del Estado que permita a los trabajadores
ecuatorianos, la libre eleccidn para su aseguramiento, lo que fortaleceria
directamente la competitividad, que como todos sabemos, beneficia
directamente a los consumidores y este caso a los asegurados. Pero esta
competitividad sera también importante para el desarrollo técnico de la
ciencia Actuarial, la misma que si bien es utilizada por unas cuantas
aseguradoras en el medio, no se lo hace en la medida en el que se la

desarrolla en otros lugares.

Dentro del desarrollo de este tema a nivel de mercados, se ha considerado
unicamente a la Ciencia Actuarial, como herramienta para obtener mayores
réditos mutuos en el negocio de las aseguradoras, y en general se ha
considerado a la tasa de interés como una cantidad constante; pero, en
paises como el nuestro, en el que se maneja un mercado donde la tasa de
interés es a veces fluctuante es necesario, a mas de la Ciencia Actuarial,
técnicas que nos permitan analizar y manejar la tasa de interés a través del
tiempo, en particular los llamados Modelos Autoregresivos , los que nos
permitiran incluir la variabilidad de la tasa de interés en los modelos

actuariales.



las actividades que se realizaran dentro de este tema seran, como ya lo

mencionamos anteriormente, influenciadas por la realidad de nuestro
mercado, puesto que las técnicas y modelos generalmente utilizados en
nuestro pais se manejan con situaciones creadas dentro de otras realidades,
de ahi la importancia y relevancia que tiene desarrollar este trabajo de

investigacian.



Capitulo 1

1. ECONOMIA DEL SEGURO: AVERSION AL RIESGO

1.1. La Economia del seguro.

Las operaciones de seguro se han establecido con el fin de
protegerse respecto a contratiempos financieros importantes que
puedan acaecer aleatoriamente y que forman parte de planes

futuros de empresas o personas.

La cobertura se limita a reducir las consecuencias de los sucesos
aleatorios que se pueden medir en términos monetarios. Podriamos
definir una * Operacién de Seguros ” como un medio para reducir el
impacto financiero adverso ocasionado por sucesos aleatorios que

impiden que se realicen normalmente las expectativas futuras.



1.2. La esperanza matematica de la utilidad.

Si pudiéramos prever fas consecuencias de nuestras decisiones,
podriamos tomarlas en base a nuestras preferencias respecto a las

consecuencias ciertas .

En la practica no disponemos de estas previsiones, pero podemos
tomar decisiones con la incertidumbre asociada a nuestras
expectativas, asi se ha elaborado la llamada teoria de la utilidad
,para fundamentar el uso de la esperanza matematica de la utilidad,
como criterio de eleccidn en el futuro aleatorio y determinar una

funcidn de utilidad que permita ordenar las eventualidades.

Una solucion al problema de la toma de decisiones en la fase de
incertidumbre es definir el valor de un proyecto econdémico con un

resultado aleatorio que sera su valor esperado.

Por este principio del valor esperado, la distribucion de posibles
resultados podrian ser reemplazados para el propoésito de decision
por un simple numero, el valor esperado de los resultados
monetarios aleatorios . Por este principio, un decisor podria ser
indiferente entre asumir la pérdida aleatoria X , y el pago del monto

E[X] , en orden de aliviar una posible pérdida. Similarmente, un



decisor podria estar decidido a pagar E[Y] para participar en un

negocio riesgoso con una amortizacién aleatoria Y.

En Economia el valor esperado de una expectativa aleatoria con
pagos monetarios es frecuentemente llamado el valor actuarial del

contrato.

Muchos decisores no adoptan el principio del valor esperado,
generalmente por su nivel de opulencia y otros aspectos de la

distribucion de sus ingresos .

Cabe recalcar, que no siempre el decisor estaria dispuesto a
cancelar el valor del seguro, a continuacion se presenta una
explicacién del porqué un decisor podria estar gustoso de pagar mas

que el valor esperado de su posible pérdida.

En principio, asumiremos simplemente que el valor o utilidad que un
decisor particular toma para asegurar un monto w, medido en
unidades monetarias, puede ser expresado en forma de una funcion,

a la que llamaremos funcién de utilidad.

Consideremos el siguiente caso para la explicacion de esta funcion:



Asumamos que un decisor tiene un capital de 100 unidades

monetarias. Una vez visto este detalle, observemos la siguiente

transformacion lineal:

u*(w)=cu(w)+d

c>0

Definamos la funcién en el punto cero y cualquier otro punto de la

funcién de utilidad. Fijaremos entonces que:

u(0) = -1
u(100) = 0

Estos valores son presentados en el siguiente grafico:

Figura 1.1

Funcién de Utilidad

/ el /

Y utitidad

-0.54

“1.04




Ahora , suponga que con una probabilidad de 0.5 usted se enfrenta
ante una pérdida de 100 unidades monetarias, y que con la misma
probabilidad (0.5) usted mantiene su actual capital. Entonces, nace
la siguiente interrogante, 4, Cual es el maximo monto M que usted
estaria dispuesto a pagar para una proteccion de seguros en contra

de una posible pérdida aleatoria?

Podemos expresar esta pregunta en la siguiente forma:

(100 ~ M) = 0.5u(100) + 0.54(0)
(100 — M) = 0.5(0) +0.5(-1) = —0.5?

Como se observa, si el decisor cancela el valor de M, su nuevo
capital sera 100- M . El signo igual muestra que el decisor sera
indiferente entre pagar el monto M con certeza, y aceptar la utilidad

esperada que se muestra en el lado derecho de la ecuacion.

Vamos a suponer que la respuesta del decisor es M = 65, entonces:

(100 - 65) = u(35) = -0.5

Este punto se encuentra graficado en la figura 1.1

Lo mas importante es que la respuesta del decisor nos lleva a

concluir que él estara dispuesto a pagar una cantidad superior a :



(0.5)(0)+(0.5)(100)=50

Que es la pérdida esperada.

La teoria de la funcion de utilidad empieza con la suposicion de un
decisor, cuando enfrentado con dos distribuciones (X y Y) que
afectan el resultado de una determinada operacién con un capital
dado sera capaz de expresar una preferencia por uno de ellos, o la
indiferencia entre ambas. Ademas, la preferencia deberia satisfacer
ciertos requerimientos, la cual culmina con un teorema que
especifica que si las preferencias satisfacen los requerimientos

dados previamente, entonces habra una funcion de utilidad:

u(w)

de tal modo que si la distribucion de X es preferida a la distribucion

de Y, entonces

Efu(w+ X)]> Efu(w+1)]

0 si el decisor es indiferente entre las dos distribuciones, entonces

Efu(w+ X)]= Elu(w+1)]
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Antes de revisar las aplicaciones de la teoria de la utilidad para los

seguros, haremos las siguientes observaciones:

Observaciones

1. La teoria de la utilidad esta construida sobre la base de la
existencia y consistencia de preferencias para con las

distribuciones de probabilidad de resultados.

2. La funcion de utilidad es muy importante en el momento en que

estamos estudiando la factibilidad de contratar o no un

determinado seguro.

3. Una funcion de utilidad no necesita ser determinada unicamente.

Por ejemplo, si:

u*(w)=au(w)+b
a>0

Entonces:

Efu(X)]> Efu(r)]

Es equivalente a:
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Elu*(X)]> Efu* (1)

Esto significa que las preferencias son preservadas cuando la
funcién de utilidad es una funcion lineal con pendiente positiva de su

forma original. Esto se ilustré en la figura 1.1

A continuacion procederemos a familiarizamos con ciertos términos
y a ahondar en la esencia de las Matematicas Actuariales y su

campo de aplicacion: los seguros.
1.3. Los seguros y su importancia.

Vamos a suponer que una organizacion de seguros ( asegurador )
fue establecida para ayudar a reducir las consecuencias financieras
del dano, la destruccion o la quiebra de una propiedad. El
asegurador proporcionaria contratos ( pélizas ) que prometeran
pagar al duefio de la propiedad un monto definido, igual o menor
que la pérdida financiera si la propiedad fuere dafiada, destruida o
quebrada, durante el periodo de vigencia de la pdliza. El eventual
pago enlazado al monto de la pérdida es llamado pago demandado.
En retorno por el compromiso contraido dentro de la pdliza, el
duefio de la propiedad (asegurado ) paga una cantidad denominada

prima.
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Dentro del rango de los resultados financieros para una poliza de
seguro individual, la funcion de utilidad del asegurador podria ser
aproximada por una linea recta, en este caso, el asegurador deberia
adoptar el principio del valor esperado para lo que respecta a las
primas . Esto quiere decir que el asegurador deberia escoger su
precio basico para la cobertura total de la operacion de seguros

como la pérdida esperada, E[X ]= 4 . En este sentido pn es llamada,

la prima pura o prima unica pura para la poliza de seguro.

Para suplir gastos, costos, impuestos, y para algun otro rubro en
contra de las pérdidas de los siniestros adversos, el sistema de
seguro deberia decidir escoger la prima para la péliza por un
determinado procedimiento de aumento, sumandole a la prima

unica, un recargo por los valores antes mencionados.

Para este caso, la prima aumentada, denotada por H, estaria dada

por:

H=pu(l+rm)+t
>0
>0
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En esta expresion, la cantidad uz, puede ser vista como la parte

asociada con los costos y los gastos que varian con las pérdidas
esperadas y con el riesgo que demanda la desviacion del parametro
de su valor esperado. La constante t suple los gastos esperados
que no varian con las pérdidas; por ejemplo, en esta constante
podran estar considerados los gastos fijos de la aseguradora, éstos
pueden ser los gastos de funcionamiento por ejemplo agua, luz,

teléfono, etc.

Apliquemos ahora la teoria de la utilidad a problemas de decision, es
decir problemas en donde la incertidumbre esta presente frente al

duefio de la propiedad en lo que respecta a una posible pérdida.

El bien de propiedad del cliente o asegurado, tiene una utilidad que

representamos por medio de la funcion vw), en donde el capital o

recurso w es medido en términos de recursos monetarios.

El duefio del bien o propietario enfrenta una posible pérdida por
eventos aleatorios que podrian dafar a la propiedad, entiéndase por
daiio al deterioro del bien o0 a la quiebra del mismo. La distribucidn

de la pérdida aleatoria X es asumida como conocida.
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La posicion por parte del propietario del bien a asegurarse, podria
ser indiferente entre pagar un monto M al asegurador o asumir por

cuenta propia la pérdida ocasionada por el siniestro.
Esta situacion podria ser escrita de la siguiente manera:
u(w— M) = Efu(w - X)]

La parte derecha de la ecuacion, representa la utilidad esperada de
no adquirir el seguro; esto es, que el asegurado o duefio del bien
asuma el mismo el costo de la pérdida dado que el capital que éste
posee es w, Yy el lado izquierdo de dicha igualdad representa la
utilidad del propietario del bien al haber pagado al asegurador la

cantidad monetaria M por una proteccion financiera completa.

Se habia mencionado anteriormente que las preferencias de la
persona que toma las decisiones deberan satisfacer ciertos
requerimientos para asegurar la existencia de una funcion de

utilidad.

Estos requerimientos no incluyen ninguna especificacion que
forzaria a una funcién de utilidad a ser lineal, cuadratica,
exponencial, o de cualquier otra forma, pero en efecto cada una de

ellas deberian servir como una funcién de utilidad para algunos
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tomadores de decisiones o podrian servir para reflejar alguna otra

preferencia de los mismos, como lo veremos posteriormente

La aproximacion de la funcion de utilidad de la figura que
presentamos anteriormente (Fig. 1. 1), consiste de segmentos de

lineas rectas, con pendientes positivas. Esto nos muestra que

b(w)? <0, entonces podriamos tomar como condiciones sugeridas a:

u'(W)>0y u'(w)<0.

La segunda desigualdad indica que u(w)es una funcion

estrictamente concava hacia abajo, situacion que podria ser un poco

mejor entendida cuando hablemos sobre la aversion al riesgo.

En nuestra discusion de seguros, los decisores usan curvas
céncavas hacia abajo como funcion de utilidad; ahora bien, si

u"'(w) < 0 y X es una variable aleatoria, entonces:

Efu(x)]< u(E[X))

Esta desigualdad, llamada desigualdad de Jensen, se cumple

excepto cuando X es una constante.



16

La desigualdad de Jensen requiere la existencia de los dos valores

esperados .

Si wes reemplazada por la variable aleatoria X, y el valor esperado
es tomado en cada lado de la desigualdad (1.3. 1), tenemos la

desigualdad E[u(X)]s u(u), la cual tiene varias aplicaciones en todo

lo que es Matematicas Actuariales.

Apliguemos la desigualdad de Jensen al problema del tomador de
decisiones de seguros u(w - M) = Efu(w~ X)] (1.3.2) , asumiremos
que las preferencias del tomador de decisiones cumplen u'(w)> 0y
u"'(w) < 0. Aplicando la desigualdad de Jensen a la igualdad (1.3.2),

tenemos:

uw-M) = Efu(w~X)|<u(w—p)  (1.3.3)

Como #'(w) > 0, u(w)es una funcion creciente, entonces por
consiguiente (1.2.3) implicaque w-M < w-u,oM 2 ucon M > u

a menos que X sea una constante.

En términos econdmicos, hemos encontrado que si #'(w)> 0 y

u''(w) <0, el tomador de decisiones pagara un monto mas grande



17

que el valor esperado para el seguro. Esto sera conocido como

aversion al riesgo.

Si M es al menos igual a la prima escogida por el asegurador,
entonces existe una oportunidad para una pdliza de seguros con

ventajas para ambos participantes: asegurador y asegurado.

Usemos una funcion elemental para ilustrar las propiedades de la

funcion de utilidad:

Sea una funcién de utilidad de tipo exponencial, que tiene la forma:

~ow

uw) = -e >0

la misma que tiene muchas caracteristicas atractivas:

En primer lugar, #'(w)=6 e —ow 5 0, es decir cumple con la primera

sugerencia.

—ow

Y ademas, u''(w)=~8e < 0, cumpliendo de este modo la

segunda condicién sugerida.

Es decir, .» puede servir como la funcién de utilidad con aversion

al riesgo.
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Ahora recordando la definicion de la funcién generadora de

momentos, esto es:

M_(1) = E¢¥)

Podemos concluir que:

B¢~y = B ) = —M,(-5)

Es decir, es lo mismo que encontrar la funcién generadora de

momentos de la variable X.

1.4. Aversion al riesgo.

Vamos a definir como » a una cantidad de un determinado recurso

que dispone una empresa o una persona, ahora si U(r) representa

la utilidad de esta empresa o persona al haber empleado el recurso
r en una determinada actividad , entonces existen tres posibilidades

para la forma de la funcién de utilidad U(r).

CASO 1:

Supongamos en primera instancia que la funcién U(r)es lineal,

entonces:
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Figura 1.2

Funcidn de utilidad Lineal

Upy T - — — — — —

EUIr=UE)) I~ 7 -

Uy 7

L e e e — e -

2 E{r) b

Observamos que E(U(r)) = U(E(r)).

Entonces se dice que, para este caso en particular, el asegurado es

indiferente al riesgo.

CASO 2:

En este caso vamos a considerar que la funcion de utilidad, es decir,

U(r) es concava:

POLITECHICA DLL LTw

CIB 5 ESPO
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Figura 1.3

Funcién de Utilidad Cdéncava

up) F — — — — ugr)

U(E(r)] e

E{U(r)) + —

Uz}

e - . — e — -

o b - —" - —

a r E(r)

y se cumple que :

U(E(r)) > E(U(r)), por lo tanto se expresa que el asegurado es

adverso al riesgo.

CASO 3:

En este caso, consideraremos que la funcién de utilidad U(r)es

convexa:
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Figura 1.3

Funcion de Utilidad Concava

ump) p — — — — — Uir)
UiE(r)) - — — —

E(U{r}) T —

|

‘ |

Ufa) 1
i

1

y se cumple que :

U(E(r)) > E(U(r)), por lo tanto se expresa que el asegurado es

adverso al riesgo.

CASO 3:

En este caso, consideraremos que la funcién de utilidad U(r)es

convexa:
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Figura 1.4

Funcion de utilidad convexa

uin

Ufb)

E{U{r1})

U(E(r))

U{a)

a E(r) ri b

y se cumple que:

U(E(r)) < E(U(r)), y por lo tanto se dice que el asegurado es

propenso al riesgo.

1.5. Seguros Optimos.

Vamos a suponer que un tomador de decisiones tiene un capital de
monto w y enfrenta una posible pérdida en un periodo posterior, ésta

es una variable aleatoria y es denotada por X, el tomador de
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decisiones puede adquirir una poéliza de seguro que pagara un

monto de /(x) por la pérdida.

Luego, asumamos que todas las poélizas de seguros factibles son
tales que 0 < I(x) < x. Supongamos ahora que ninguna péliza de
seguro puede ser comprada por el monto del pago de la demanda
esperada, es decir la prima por un pago de una poliza de monto

Z(x)es Efix)] < E[x].

El tomador de decisiones ha formulado una funcién de utilidad
u(w)que es consistente con sus preferencias para las posibles

distribuciones de los resultados. Asumiremos que el decisor tiene

aversion al riesgo, es decir U'(W) >0y #"(w)< 0.

Ahora la pregunta es: ¢Cual de las podlizas de seguros que son
factibles deberian ser compradas para maximizar la utilidad

esperada del tomador de decisiones?.

Una subclase de la clase de pdlizas de seguros factibles se puede

definir como sigue:

x<d
x>d

0
1(x)= {x—d
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Esta dase de polizas esta caracterizada por el hecho de que el
pago no empiece hasta que ia pérdida exceda el monto deducible d.
Para pérdidas sobre el monto deducible, el exceso es pagado bajo

ios términos de la poliza.

Este tipo de pdliza es algunas veces ilamada seguros fuera de

pérdida.

Sabemos que la prima P es igual a ia demanda esperada y por

tanto:

P={"(x—d)f(x)dx

En donde f(x)denota la funcién de densidad de probabilidades y

F(x) iafuncion acumulada de ia variable aleatoria X.

El principal resultado de esta seccién, io vamos expresar en forma

de un teorema que lo mencionamos a continuacion.

TEOREMA:

Si un tomador de decisiones cumple con ias siguientes
caracteristicas:

. Tiene por rigueza un monto w .
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Es adverso al riesgo, en otras palabras tiene una funcion de

utilidad u(w)tal que u'(w) >0 y #''(w) < o

Enfrenta una pérdida aleatoria X.

Gastara un monto P en el seguro, donde -~ < P < E[X]= ¢, mas la

ganancia del asegurador.

Le ofrecen todas las pdlizas factibles de seguros de la forma

[(x), 0LI(x)< x, ¥y

o Ofrece comprar una pdliza de seguros por el pago de su pérdida

esperada, E[I( x)].

Entonces, la utilidad esperada del tomador de decisiones sera

maximizada por la compra de una pdliza de seguro.

1w 0 x<d
« (X)) —
a x-d x2d (1.51)

donde d” es la solucién de

P—E(x—d)f(x)dx=0
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Demostracion:

Supongamos que I(x)sea asociada a una pdliza de seguro,

satisfaciendo la hipétesis del teorema.
Vamos a considerar el siguiente lema:

Siu’(w) <0, entonces
u(w)=u(z)<(w=2)u'(z)

Luego, se tiene:
u(w—x+I1(x)~P)~u(w~x+1 .(x)~ P) <

<[l -1, @ w-x+1,.(x)-P)

(1.52)

Resumiendo:

)~ () (w~x+1,(x)-P) <
(1.53)
<[ -1, @kw-a"-Pp)

Para establecer la desigualdad (i.5.3), hemos de considerar tres

Casos:
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« Caso l. 1 ,.(x) = I(x) (1.54)

En este caso, la igualdad (I-5.4) sostiene que la desigualada (1.53)

es 0 en ambos lados.

« Caso Il. Id.(x) > 0@

En este caso /. > 0 y ademas sabemos de la desigualdad (1.5.1)

quex—1I,x =d
e Caso Il om0 < |(X)

En este caso /(x)-7,(x)> 0. De la desigualdad (1.5.1), sabemos

que Id.(x)—x2-a" yId.(x)—x—P?.-—d'—P.

Ademas u'(w-x+1,.(x)-P)su'(w-d - P) porque la segunda

derivada de v(x) es negativa y «'(x) es una funcion decreciente.

Ademas, cabe recalcar que en cada caso:
-1, Ok w-x+1,x-P)<[i)-1,pw-d"-P)

estableciendo de este modo la desigualdad (1.5.3).
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Ahora, combinando las desigualdades (1.52) y (1.53) y tomando el

valor esperado obtenemos:

Efuw—X + 1(X) - P)|- Elu(w—- X +1 .(X)- P)| <
<Efico -1, 0k w-d" -P)=0

Ademas,

Efu(w~ X +1(X)- P)|< Elu(w- X +1 .(X)-P)|

y la utilidad esperada sera maximizada seleccionando / - (x) , que es

lo que queriamos demostrar.



Capitulo 2

2. MODELOS AUTOREGRESIVOS: ANALISIS E
IMPORTANCIA.

2.1. Introduccion

Dentro de las muchas aplicaciones estadisticas una de las mas
importantes es su poder de inferencia, es decir poder llegar a
concluir algo concreto sobre cierto tema en particular, basado en

datos o informacion que se tiene sobre este tema.

Existen varias herramientas que nos pueden ayudar a trabajar sobre
este tema en particular, tales como la Regresion Lineal, las tablas de
contingencia, o en el caso de un analisis en donde se hallen

implicitas y relacionadas mas de una variable, tenemos herramientas
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tales como el Analisis de Factores, el Disefio Experimental, y otras

técnicas del Analisis Multivariado.

Ademas de estas herramientas que hemos nombrado anteriormente,
existe otra técnica que es el Andlisis de Series de tiempo, y con ella
todos los modelos que veremos detalladamente luego, entre los que
se encuentran los Modelos Autoregresivos, con los cuales podemos
llegar a obtener excelentes aproximaciones de lo que queremos

estimar.

Antes de explicar detalladamente todo sobre los modelos
Autoregresivos, consideremos primero algunos conceptos basicos

sobre el Analisis de Series de Tiempo.

2.1.1. Series de tiempo

Una serie de tiempo no es otra cosa que un grupo de observaciones
de una variable tomadas periédicamente en un tiempo determinado,
donde este tiempo puede ser mensual, anual, semanal e inclusive

en muchos casos hasta diario.

Como ejemplo de lo que podria ser una serie de tiempo, tenemos

los registros del numero de accidentes automovilisticos que se
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producen en determinada provincia cada semana, las ventas
mensuales de determinado producto en un local comercial, o
inclusive las precipitaciones pluviales que se registran en

determinada zona diariamente.

Una caracteristica de una serie de tiempo es que las observaciones
adyacentes son dependientes entre si, dependencia que se
analizara mediante los usos de modelos y procesos para series de

tiempo, los mismos que desarrollaremos en este capitulo.

2.1.2. Procesos Estocasticos y deterministicos.

El poder analizar, estudiar y lo mas importante prever la conducta o
el comportamiento de ciertos sucesos es muy importante y util, y

esto se lleva a cabo gracias a modelos estadisticos-matematicos.

La aplicacion de formulas matematicas o fisicas, nos dan la idea, por
ejemplo, con que velocidad un cierto objeto se movera dentro de un
determinado tiempo, 0 con qué aceleracion caera una pelota lanzada
de un edificio desde una cierta altura, todos estos sucesos han sido
previstos por modelos matematicos representados por formulas

fisicas, siendo ademas sus conclusiones o respuestas exactas.
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Cuando el caso es este, es decir que se pueda calcular sucesos
orientados en el tiempo de una manera exacta y precisa, entonces

se dice que estamos en presencia de un proceso deterministico.

Pero hay que notar que estas condiciones generalmente no se
presentan, es decir que de cierto modo podamos concluir o calcular
sucesos futuros de manera exacta, pues los fendbmenos o sucesos
que se dan en la realidad no son completamente o totalmente
exactos o deterministicos, pues si consideramos el primer ejemplo
que pusimos acerca del objeto que se movera dentro de un
determinado tiempo, debemos considerar, si el objeto va al nivel de
la tierra, las posibles interrupciones que tenga el mismo, o en el peor
de los casos una posible averia, o si consideramos el ejemplo de la
pelota, podemos considerar que en ese momento haya existido una
corriente fuerte de viento que provoque que la pelota se desvie o
demore en caer, es decir en ambos ejemplos podemos considerar
acciones o ruidos que interrumpan el normal desenvolvimiento de un
suceso, si este es el caso, entonces estamos en presencia de un
proceso estocastico, en el cual no se concluye o responde
exactamente, pero que con la ayuda de las probabilidades podemos
encontrar rangos de valores, en el cual puede acaecer el suceso en

estudio.
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Los modelos de los cuales hemos estado hablando hace un
momento, para el estudio de las Series de Tiempo, son

esencialmente estocasticos.

2.1.3. Procesos Estocasticos Estacionarios y No Estacionarios.

Dentro del desarrollo de la teoria sobre el Analisis de Series de
Tiempo, existen dos tipos de procesos, los estacionarios y los no

estacionarios.

Los procesos estacionarios son los que mantienen un cierto
equilibrio alrededor de un valor especifico promedio, es decir los
datos de la serie de tiempo que se estudia, giran alrededor de ese

valor, tal como se indica en el siguiente grafico.

Figura 2.1

Serie Estocastica estacionaria




33

Como podemos observar en el grafico, las observaciones estan

alrededor de un mismo valor, es decir el proceso es estacionario.

Los procesos no estacionarios son aquellos en los cuales las
observaciones no se encuentran en un mismo nivel constante, por

ejemplo los datos siguen una tendencia, cualquiera fuera ésta.

Un ejemplo grafico de un proceso estocastico no estacionario es:

Figura 2.2

Serie Estocastica No estacionaria

Como observamos en el grafico, los datos no tienen un valor central
definido, es decir su media no es constante, pues los datos tienen

una ligera tendencia lineal creciente, la misma que puede ser
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anulada con herramientas muy utiles en el Analisis de Series de

Tiempo, los operadores.

2.1.4. Operadores

Un operador es un transformador, el cual aplicado a una funcién

f(x), hace corresponder otra funcién g(x).

Existen varios operadores dentro del desarrollo del Analisis de
Series de Tiempo, uno de ellos, por ejemplo, es el operador B, el

cual esta definido por:

£ _
B X, = xt—k

Donde x, es una serie de tiempo.

Existe también el operador F = B™

De tal manera que Fx, = x,,,

Otro operador importante dentro del desarrollo de este tema, es el

operador de diferencias V , el cual esta definido por:

Vx,=x,-x,,=(1- B)x,.
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2.1.5. Autocovarianza y coeficientes de autocorrelacion.

La autocovarianza en un periodo k, es la covarianza entre X, y x,,,,,

variables que se encuentran distanciadas en el tiempo por k

unidades , y es definida por :
7 -Colz,, 2,0 ] Elz,~ 1)z, 0— W) Ez,* 2,,) - E(2,)E (2,04 )

De igual manera, definimos la autocorrelacion en un periodo Kk,

como:

Pi = E[(Z' — u)(z""’—ﬂ)] - E[(Zr — HXZ, — .U)]
VEz - 17 [z - 17?] o

Cabe recalcar que para los procesos estacionarios, la varianza
o’ =y, es la misma para el tiempo k + ¢, que en el tiempo t, es por

esta razdn entonces que:

2.1.6. Matriz de autocovarianzas

Veamos ahora lo que es la matriz de autocovarianza asociada con

un proceso estacionario para las observaciones que componen el
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mismo, las cuales son tomadas en un numero determinado de
veces. La notacidon que generalmente utilizamos para definir esta

matriz es I, , donde n es el numero de veces que las observaciones

de un proceso son tomadas.

Entonces,
(7% Y2 Y
Y Yo 4 Vna
Y2 e 1 Yo Ym-3
r,=
_},n—l 7}!—2 7}1—3 YO -

Vemos que si obtenemos el factor comin o2a la matriz T, ,

obtendriamos la siguiente relacion matricial:

I,=o0:P,

donde P, es la matriz de autocorrelaciones.

2.1.7. Funciones de autocovarianza y autocorrelaciones

La gréfica de la funcién de autocovarianza es la grafica de (,y,)
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De igual manera, la grafica de la funcion de autocorrelaciones es la

grafica de (k, p;) , denominado también correlograma.

2.1.8. Procesos Débilmente Estacionarios

Se dice que un proceso xte Z , es débilmente estacionario, si es

que éste cumple las siguientes condiciones:

. Ex,=m VIZ

o« Exl=Varx=o*<w

« Cov(x,x,,) = g(h), es decir, que la covarianza de estas variables

del proceso, depende Unicamente del salto de tiempo h.
2.1.9. Ruidos Blancos

Dentro de cualquier estimacion de parametros o procesos de
predicciones siempre hablaremos del error, que no es otra cosa que
la diferencia entre el valor real y el valor estimado. Especificamente
hablando de predicciones dentro de los modelos de-series de
tiempo, existirdn siempre factores que van a disminuir la precisién de
las mismas, estos factores son sucesos externos a nuestro modelo,

y son denominados ruidos blancos.
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Definiendo ahora estadisticamente, podriamos expresar que si ¥,

es un proceso estocastico, entonces éste es un ruido blanco si:
E 2 __ — 2
. u, =Varu, =0 <o
Eu, =0 Vt

[ h#0

0 s
e Cov(u,,u,,)=
o) {0'2 si. h=0

2.1.10. Procesos Invertibles

Definicion .-

Se dice que un proceso x, teZ, es invertible si tiene la siguiente

relacion:

2.2. Procesos Lineales

Definicion.-

El proceso x, se dice un proceso lineal si se puede expresar de la

siguiente forma:
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x,=2yju,_j, teZ (2.2-1)

Yo=1, Zlyjl <, u,+€Z es un ruido blanco
J

Podemos probar ademas que estos procesos lineales son

débilmente estacionarios.

Si sacamos el valor esperado de ambos lados de la igualdad (2.2.1),

obtendriamos:

Ex,=E(Zyju,_j = 0, pues recordemos que ¥ , €s un ruido
J=0

blanco.

Luego, se puede decir también que:

Cov(x,,x 2Y aU * | <

5 =B n T Zy_] =% tvm—j
J

Cov(x,, ,+h)=§§yjy -*E[ut—jut+h—j1 (2.2.2)

j J
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Pero para que esta expresion tenga validez, los subindices de u,0

sea de los ruidos blancos deben ser iguales, por que de otro modo la

expresion (22.2) se anularia.

Entonces tendremos que para que (2.2.2) sea valido:
t—j=t+h-j (2.2.3)

que no son otra cosa que los subindices de #,, obteniendo de (2.2.3)

que j* = j+h.

De este modo:

ST Elu o, )= azgy,-y,+,. _yh)  (2.24)
Luego si reemplazamos en (2.2.4) h = 0, tendriamos:
h=0 y(0) =azgoyj. 502;|yjl;]yj.|< o

De tal forma, hemos probado los tres requerimientos para que un

proceso sea considerado débilmente estacionario.
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2.3. Erqodicidad

Vamos a considerar n realizaciones u observaciones de un proceso

estacionario x, , el cual tiene una media m, y donde
. SR ,X, son las n observaciones tomadas en el proceso,

entonces, fijemos un valor del parametro ¢ = ¢,

Figura 2.3

Ergodicidad

- E(Xt)=m

Definamos ahora el promedio de las observaciones:

el mismo que sera una estimacién del momento de primer orden

E(x,).
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Consideremos ahora las siguientes observaciones:

de las cuales se obtiene también el promedio:

n
th,
=y

n+l i

Al limite de este promedio, cuando t crece indefinidamente, lo

podemos considerar como una media temporal

limM, =M,
1w

Una condicién necesaria y suficiente para que M, = E(x,), es decir
que M converja para casi todas las observaciones, hacia E(x,) ,

con probabilidad 1, es decir, que se verifique

. I
lgggzpﬁo

v=l

De esta manera podriamos entonces definir un proceso ergaddico.
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Definicién.-

Un proceso se llama ergddico si la media temporal M, converge
hacia E(x,)con probabilidad 1. Una condicion necesaria y suficiente

para la ergodicidad de un proceso es que :

. 18
lim_2.p. =0

n-ro v=l

2.4. Procesos Autoregresivos

Definicién.-

Se dice que x, es un proceso autoregresivo de orden p si:
X, =a X, tax, ,+....... +a,x,_,+u, =iajx,_j + U,

donde a, = 0, (u) esunrb. ulx Vs 21

-5

Como una observaciéon podriamos citar que la representacion de los

procesos autoregresivos es unica.

Supongamos que:



X, = ia* X tu*
7=l

a*,=0, u* esunrb.
Ahora verifiquemos si:

)4 A
Zajx,_j+u, :Za* X, tu* (2.4.1)
j=

=

Primero, tenemos que #, es un espacio vectorial, tomando ahora la
proyeccion ortogonal de u, sobre u,, en la ecuacion (2.4.1),

tenemos entonces:

p
*
z ‘-J Z a l-J
j=1

es decir se hacen cero ( 0 ) los valores de los parametros u, debido

a la proyeccion antes mencionada.

Ahora supongamos que a*, # a,, y que:
Xeq =X, g+ ta,x, , VE, X =B BX

entonces podemos decir que: x, € u, , .
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luego, %, = x, —iajx,_j que también pertenece a 4, ,, y ademas
J=1

u,lu, ; porlo tanto lo que se concluye es que %, = 0, lo cual seria

una contradiccion, ya que Yar(u,) = o* es un valor mayor a cero (0).

Otra observacion adicional es que el proceso x, , es un modelo
autoregresivo (AR) si y solo si las raices del polinomio asociado:
l-az-a,z*.... -a,z’ = a(z)estan fuera del circulo unidad . Bajo

estas condiciones el modelo AR es débilmente estacionario (d.e.)

Citemos un ejemplo considerando en primer lugar un modelo AR de

orden uno, es decir AR (1):
x; = ¢xl—l + u'

Entonces a partir de este modelo AR(l), procedemos a obtener el

polinomio caracteristico despejando «, :

X, _¢xt-1 = U,

y ahora sacando como factor comun al operador, obtenemos 1- ¢z,
luego igualandolo a cero obtendremos las raices, y si ellas estan
dentro del circulo unidad, podriamos concluir que el proceso AR es

lineal .
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Ahora supongamos que le aumentamos al mismo modelo AR(1) una
constante, en este caso vamos a establecer que la constante es &,

entonces:

X, =0+d¢x,_, +u,
Luego, si tomamos la esperanza de x, , obtendriamos que :

wi-¢)=45,
donde:

o

“=ih

Ahora, sin pérdida de generalidad se puede asumir que & = 0 . Esta

suposicion sirve simplemente para darle mas generalidad al modelo.

Dentro del desarrollo de estos modelos, debemos considerar las
funciones de autocovarianzas, las mismas que son obtenidas de la

siguiente manera:
Yu-= E(xrxt+h )_ E(xr )E(xt+h ) ’

razén por la cual, si el problema es centrado, esta formula se

convierte en:
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Yu = E(xt‘xt+h)

Supongamos ahora que tenemos el modelo Autoregresivo en forma

general, es decir un modelo AR(p), entonces:

X, =@ Xt dX, 5 F . +@,X,_,+4,

Pero conociendo que la funcion de Autocovarianza es igual a:

Vn- E(xprh ) - E('xt (¢1'xt+h-| + ¢2xt+h—2 +oomeeerner + ¢pxt+h—p o Upn ))

y realizando las simplificaciones correspondientes, obtenemos que:

Yn =0V PV ot +0,7h-p h>1

Entonces recordando los conceptos que revisamos en la seccién

2.15, y aplicandolos a la ecuacién (2.3. 1), obtendremos que:

Py =GPyt 1Ppp F e +8,Php

Como se considera que todas las raices del polinomio autoregresivo

estan fuera del circulo unidad, entonces:

Py 0
h— o0
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Cabe recalcar que en la practica estos coeficientes de

autocorrelacion son obtenidos mediante la siguiente ecuacion:

p, = (2.4.2)

donde T es el tamafio de fa serie.

Esta aproximacion sera dada cuando el problema esté centrado, es
decir cuando el valor esperado de las observaciones de la serie sea

cero (0).

2.4.1. Ecuacion de Yute-Walker

Dentro del desarrollo de los modelos autoregresivos, es también
importante considerar la ecuacion de Yule-Walker , pues mediante
ella podemos estimar los coeficientes del modelo. La ecuacién se

presenta de la siguiente manera:

Entonces, reemplazando los valores de i obtendremos el siguiente

sistema:



PL=BPo+ Grpr e + 9,051
Py - P +dp, +o. +0,P5-2

Py =P th:Ppat e + 6,00

Ahora representado el sistema matricialmente:

1 pl p2 pp—l |
pl 1 pp—-2
Lpp—l 1
(1 o p,
P 1
con A=
Lpp—l

la cual es una matriz inversible.

¢ |
9,

P p-1
P p-2

y

1%

p1~

(2.4.1.1)

49
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. o)
¢2 P>

Se tiene entonces: | < |=4"
¢, | Py

De esta forma, obteniendo primero las estimaciones de los p; por

intermedio de la ecuacion (2.4.2), obtendremos finalmente las

estimaciones del vector de coeficientes:

¢
9,

"

2

De este modo, se obtendria el modelo Autoregresivo, y a partir de

éste y las observaciones, se puede empezar a hacer las
predicciones.



Capitulo 3

3. IMPORTANCIA DEL CALCULO ACTUARIAL EN
LA ECONOMIA

3.1. Introduccion

A lo largo del estudio y desarrollo de las ciencias econémicas, éstas
han ido implementado nuevas técnicas, las cuales han servido en
muchos casos para darle una mayor eficiencia a las personas o
entidades que hacen de la Economia una herramienta para la

correcta y justa distribucion de las riquezas de un determinado lugar.

Un ejemplo de las técnicas utilizadas por las ciencias econdémicas es
el Célculo Actuarial, el mismo que es usado como base fundamental

en los negocios de los seguros.
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La utilizacién de esta herramienta siempre ha sido de mucha
importancia especificamente en lo que respecta al calculo de primas
y anualidades para determinados contratos, pero ahora le daremos
también un enfoque estadistico, para el célculo de las anualidades
que representen el minimo riesgo tanto para el asegurador y para el
asegurado. Revisemos ahora, algunos conceptos relacionados a las

Matematicas Actuariales.

3.2. Distribuciones de Supervivencia.

3.2.1. Funcién de Supervivencia

Sea x la edad (en afios) de un ente (individuo, empresa, maquina,

etc.) donde x = 0,1,2 3,............. Consideremos también un recién

nacido (en el caso de una persona), o recién comprada o creada
(para el caso de una maquina, empresa vehiculo, etc.,) y asociemos

la variable aleatoria & , como la edad de fallecimiento (quiebra, dafio,
etc.) del ente considerado. Sea F('x) la distribucién acumulada de &,

es decir:

Fx)=P(E<x), x20

Definimos la funcién de supervivencia por S(x) =1 -F(x), es decir

que :
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S(x)=P(E>X)
es la probabilidad de que el ente alcance la edad x .
Algunas propiedades de la funcién de supervivencia, son:

1.- La distribucion de € queda completamente determinada por

F(x)6S8(x)
2.- S(x) es monotona decreciente.
3.-8(0)=1

4.-limS(t) =0
11—

5.- La probabilidad que un recién nacido fallezca entre x y

y sobreviviendo a la edad x es:

P(x<<‘§sy )sP(x<€Sy) _F(y)-F(x)
E>x P(E>x) 1-F(x)

En términos de la funcion de supervivencia, se tiene:

P(x <& </> x) S(Xé(j()’)



3.2.2. Tiempo futuro de supervivencia

Representemos con (x) al ente (persona, empresa, maquina, etc.)
de edad x y por T'(x)el tiempo futuro de supervivencia de (x) , es

decir que T(x)=§-x.

Entonces, se define:

o La probabilidad de que =x=s fallezca dentro de rafios como:
4, =PT(x)<0), x>0

o Laprobabilidad de que (x)sobreviva + afilos mas como:
P, =P(T(x)>¢), x>0

Luego, para el caso de recién nacidos, tendremos :

o« T(0)=E, ya que la funcién T(x) nos muestra el tiempo futuro

de supervivencia, y evaluada en cero, no es otra cosa que la

edad de fallecimiento .
o xPO = S(x) ,

o La probabilidad de fallecimiento a un afio es:
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q.=PT(x)<1)
« = la probabilidad de supervivencia a un afo es:
p, =PI (x)>1)

o La probabilidad que ( x )sobreviva t afilos mas y fallezca en los n

afos siguientes es:
%qx = P(t < T(x) S t + n) = t+nqx—tpx= lpx—t+npx

3.3. Esperanza de vida abreviada y completa

La esperanza de vida se define de dos formas: en et caso discreto y

en el caso continuo.

o Enet caso discreto se representa por ¢, y 8s igual a:

E[] w—z):c+l w—x-1
e =Eful= kP(u=k) = k q , es decir,
x =0 =0 BxIx 1k

-1
Ok+1px, la cual se denomina esperanza de vida

e =

W - X
X

k

abreviada (afios completos)
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« En el caso continuo se representa por ¢’ y es igual a:
0 W&
€x = E[T]= J; [P Uy, Ol .

3.4. Vida Probable

Para definir la vida probable supongamos que la funcién , p, es

continua, entonces va existir un ¢ =z en el cual:

==Y

A 7 se le denomina el tiempo de vida probable, es decir que (x) tiene

igual probabilidad de fallecer dentro de r afios o de sobrevivir a la

edad x+1.
3.5. Modelos de Sobrevivencia.

Si I, representa el numero total de recién nacidos de una poblacién o

un grupo y A(x)es el numero de sobrevivientes a la edad x, se

define el numero esperado se sobrevivientes por :

I = E[A(x)]



(4]
~4

Y como Atiene distribucion binomial, con parametros /,, p, ,se tiene

entonces que:

[, =1S(x)

3.6. Numero total esperado de afos de sobrevivencia

Consideremos un . colectivo (conglomerado de personas), Y
denotemos con L, el numero de afios de sobrevivencia vividos por el

colectivo, entonces:

Lx = J..; t [Ix+t qu+t kt + l x+l

como.
dl,=-lud,
d[xﬂ = —lx+tdx+r

Entonces, se tiene que:
Lx = J‘: tdlxﬂ +lx+l

Luego, integrando por partes:
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u=I
dv:d[xﬂ

L, =t*,) + L‘ I, dt+l1,

+

L=l [ dt+]

x+l

simplificando obtenemos,

L= 1, d

3.7. Tanto Central de fallecimientos

Se define el tanto central de fallecimientos a la edad x como:

[ tuar

X

r ]
L" - _[) £+tdt

3.8. Calculo de Seguros de vida

Hacer referencia de los modelos de seguros de vida es realmente
importante ya que ellos son establecidos para reducir el impacto
financiero de una quiebra, en el caso de una empresa o fabrica, y de

una muerte, en el caso de una persona y sus dependientes.

Los modelos de seguros dependeran unicamente del momento en
que ocura {8 quiebra o muerte, es decir el modelo considerado

dependera simplemente de la variable aleatoria T = T(x) ( tiempo de

vida futura). £n -este tipo de contrato, la prestacion consiste en un
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solo pago( el capital asegurado) que se denomina Operacién de

Tracto Unico.

En  términos generales, hacemos referencia a colectivos de
personas, pero, todos los criterios son validos para sectores

empresariales, es decir, empresas comerciales, industriales,

instalaciones, etc.

Denotemos con - el valor actual( valor presente) de la prestacion,

calculado al interés efectivo i .

El valor Efz] , se denomina valor actuarial de la prestacion o prima

Unica pura de la operacion.

Pero la prima Unica pura no refleja el riesgo que corre el asegurador
por -emitir-esas pdlizas, con el fin de evaluar este riesgo se requiere

otras caracteristicas, tales como la evaluacion de |la Varianza de la

variable z.
3.8.1. Notaciones

Antes de realizar un analisis de los calculos de los seguros, es
necesario presentar las notaciones principales que se van a utilizar

en este estudio.



Tabla l.
NOTACIONES

Simbolo Significado

i Tasa deinterés efectivo anual.
A+i)=v" Factor de acumulacién .

=1 Factor de descuento.
v= N
o =In(1+i) Fuerza del interés.
d=1/ | Tasade interés anticipado o
1+i tasa de descuento.

3.9. Modelos de Seguros de Vida

Tal y como lo habiamos recalcado en secciones anteriores la
modelizacion de seguros de vida es uno de los mas importantes
usos que se le da al Calculo Actuarial, ya que estos ayudan a
disminuir el impacto financiero que podria surgir al cabo de un
accidente de muerte en el caso de una persona o en el caso de

quiebra para una empresa.



Para poder establecer los modelos de seguros de vida,
consideremos primero un elemento de un colectivo de caracteristica

(x) el cual contrata un seguro con determinado asegurador, el que

se compromete a pagar una indemnizacion de 1 unidad monetaria,
cuando el ente que contraté el seguro pierde {a caracteristica

asegurada.

El valor financiero “Actual” de dicha indemnizacién es v* , siendo v el
factor de descuento, y £ el tiempo en que un determinado ente va a
fallecer ( es decir es la variable asociada a ia pérdida de la

caracteristica (x) ).

El valor actuarial se define como la Esperanza del valor financiero
actual, es decir £[v*], que no es otra cosa que el monto de la prima

unica pura.

Si en algun caso, la distribucion de £ fuera conocida, entonces €l

valor esperado seria:

E)= [y v8 f©dE (3.9.1)
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3.9.1 Seguros Pagaderos al final del afio de la muerte o quiebra

3.9.1.1. Seguro pagadero al final del afio de muerte © quiebra

cuando esto ocurre después de t afios

En este tipo de seguro se considera el pago de 1u.m. al final del afio

en que ocurre la muerte 0 quiebra cuando ésta ocurra luego de ¢

anos.

Definamos entonces su valor actual, el cual se representa con t{é‘x
/

y es igual a:

0 con probabilidad ;q

yc,“x =3t con probabilidad /195 =t/ 9x
! 0  con probabilidad y +1Px

Ahora caiculemos el monto de la prima tnica pura, la cual

representamos con 4/ Ay = E[,/l &y 1, entonces:

1/14x =v’+1 t/ 9x lo que también puede ser expresado como

I
,/1Ax:v’+1,pqu+,, luego, sabiendo que ; py = J—‘i,'l— y que
xv

dy=Ixqy :
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o e
X
= Ayt
Iy
x+1)+1
T+ dx+t

v,

t/14x Ix+t

t/14x

t/14x =

Hay que considerar que dentro del desarrollo de los Calculos de los
Seguros, se han construido ciertos simbolos que sirven para dar

facilidad a los calculos, éstos se denominan Simbofos de

Conmutacioén.

Entre los Simbolos de Conmutacién mas importantes tenemos 1os

siguientes:

x+1
C,=v™d,
x
D, =v"l,

00

M, =3C,,
t=0

a0

N,=3D,,

t=0

Entonces en simbolos de conmutacion, el monto de ia prima tGnica

pura del seguro anterior es:

I

7] A,r



64
3.9.1.2. Seguros de Vida completa con vigencia a n aiios

Este tipo de seguro especifica que el capital de 1 unidad monetaria
es pagadera siempre y -cuando el f/q ( fallecimiento o quiebra)
ocurra dentro de los n afios a partir de fa firma del contrato, es decir

que si el incidente ocurre fuera de esos n afios no habra

indemnizacion por parte del asegurador.

El valor financiero de este seguro se nota con flx -p7 yesigual a:

VH'I con probabilidad t/ 9x
0 con probabilidad ppy

Y el monto de fa prima Unica pura es:

n-l Cx+t

n-1

= Vt+ q = A =

P Y
Luego, expresando en simbolos de Conmutacion :

Mx “Mx+n

1
Ax-p_ =
xX.n Dx

Vale notar que se pueden realizar fos mismos céiculos trabajando

con fa fuerza de interés -obteniendo los resultados:
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_5(t+l)
e babilidad
é:lx.'n—’ - con probabill I/ qx (a)

0 con probabilidad P

Ahora bien, si calculamos el término que corresponde al riesgo que

corre al asegurador por emitir la péliza, es decir la varianza, se

tiene:
Var(§lx - n=)=E@Ex - E2 (5 nm) 3924
Ahora basandose en la ecuacion (3.9.2.1), podemos cbsarvar que:

t+1)
e_26( con probabilidad t) 9, D)

§\x: nto=
0 con probabilidad P

Notemos que E(élx;n" )2 es el monto de la prima unica pero

calculada al doble de la fuerza de interés original, la cual se

representa con 2 4 x:n"

Asi, la nueva tasa de interés, con la que se debe calcular 2A‘x n o,

*
representada por i sera:

i*=(1+i)?-1.
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En efecto, § =In(1+i). y 25=In(l+ #*), entonces podemos expresar

que:

In(l1+4)= ln,/(1+i*) , por lo tanto:
*=(1+i)?-1

De aqui en adelante cada vez que nos encontremos con un simbolo
con un exponente a la izquierda de la misma, se lo tomara como el

simbolo calculado al doble de la fuerza de interés original.

3.9.1.3. Seguros de Vida completa

Este tipo de seguro especifica que el asegurador indemnizar6 al
asegurado en cualquier momento que ocurra el incidente con 1
unidad monetaria al final del afio de fa muerte. Su valor actual se

representa:

£ —y+1

o con probabilidad " q, sit=0123. ,w—(x+1)

Y el valor actuarial de la prima unica pura es:
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w—(x+1) 1 w—(x+1)
Ay = E[‘fx]'—' Z vt t/dx = Z t/ Ax
t=0 t=0

Basandonos en los simbolos de conmutacién, podemos expresar el

valor actuarial de este seguro como:

w—(x+1)
( 2 Cxir)
A= wﬂ(fﬂ) Cxat __ 1=0 _ M,y

Fara calcular el riesgo realizamos lo mismo que en la seccién

anterior, es decir nos valemos de la varianza.

Var(Ex)= E(Ex)? - E2 (£ )24, - A2

3.9.1.4. Valor Actuarial de un capital unitario pagable una vez

transcurridos n afos si (x) sobrevive.

Este seguro indica que el asegurado recibe una indemnizacion de 1
unidad monetaria por parte del asegurador si este sobrevive a una

determinada edad.

La representacion del valor actual del pago a efectuarse por este

seguro es:
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n

P 1 0  con probabilidad pq
ST con probabilidad ppx

. 1
Y su valor actuar-ial representado con la notacion 4x: n™" , sera

igual a:

1_ 1
Ax:n_"' "E('fx:nﬂ )

A .n—11=Vnnpx

X

+
4 _|1__Vn *Lytn
4 _11_Dx+n
x.n - Dx -

3.9.1.5. Valor Actuarial de un capital unitario “Mixto” temporal

por n anos.

Este tipo de seguro consiste del pago de 1 unidad monetaria
cuando el asegurado sobreviva los proximos n afios una vez firmado
el contrato, o el pago de 1 unidad monetaria al final del afio del

f/q si éste ocurre antes de los n afios.

Su valor actual sera:
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AL conprobabilidadt/qx t=012,...,n-1

‘5x:n“ =1 n
v"  con probabilidad ypx

El valor actuar-ial de este tipo de seguro sera:

n-1|
Ay o=, vt+1t/ gx +v" nox

=0
A aly a1
x:n x:n” HAp o
4 = =Mx‘Mx+n +Dxin
x:n D,

Todos los seguros que se han planteado, poseen la caracteristica
que la indemnizacién que se le paga al asegurado por parte del
asegurador es recibida al final del afio en que ocurre la muerte o la
quiebra, es por eso que podrian ser considerados como seguros

discretos.

Analicemos ahora el caso continuo, es decir seguros pagaderos al
momento de quiebra, en el caso de una empresa, 0 la muerte, en el

caso de una persona.
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3.9.2. Seguros Pagaderos en el momento de la muerte o quiebra

3.9.2.1. Seguros Temporales a n afios.

Consideremos el contrato en que la aseguradora indemnizara al
asegurado siempre y cuando ta muerte o quiebra ocurra dentro de
los proximos n afios después de la firma del contrato. En este
contrato, la indemnizacion se realizara en el momento de la muerte o

quiebra.

Su valor actual seré:

ézlx:n _ V' con probabilidad Pl s
0 sino

Y su valor actuarial sera:

.. _mt
R
3.9.2.2. Seguros Diferidos.

El valor actual del seguro diferido en m afios, cuya prestacion es de
1 unidad monetaria al momento de la muerte o quiebra si éste

acaece luego de m afos es:
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vl con probabilidad i/ p para tzm

ml &, —
* 1o con probabilidad t P, para t<m

Y su valor actuarial es:

M/ 2x= dt

o0 |
mY tpxux+t
3.9.2.3. Seguros Diferidos a m aiios y temporal por n aiios

Consiste en el pago de 1 unidad monetaria en el momento de la
muerte o quiebra, si este acaece luego de m afos dentro de los n

afnos siguientes.

El valor actual de este seguro es:

t .
_ v' con probabilidad aram<t<m+n
m/nfx = p ’ t/ pf?

0 sino

Luego, el valor actuarial sera:

mindy = [0/ dt

1/ Px¥x +1
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3.10. Rentas de Supewivencia

Recordemos primero algunos conceptos financieros, como son las

anualidades ciertas

3.10.1. Anualidades Ciertas

Definicion.-

Se denomina anualidad cierta al valor actual de pagos periddicos
que se realizan durante una determinada cantidad de tiempo(

conocido ).

Las mas importantes anualidades ciertas son:

. Anualidad Anticipada ( es decir e/ primer pago se realiza en e/

insfanfe que se firma el confrafo)

Constituyen n pagos anuales de 1 unidad monetaria, su valor actual

es notado con:

;n_' —l+v+v2 +....+v""1 = Z vk =1—V
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. Anualidad vencida ( es decir e/ primer pago se realiza al final

del primer ario, luego de la firma delcontrato)

Constituyen n pagos anuales de 1 unidad monetaria, su valor actual

es notado con:

an™ =V+V2 +....+Vn=v(l+v+v2 +..,,+vn_1) = & -

an™ = va,-

En estas expresiones se supone que se deben realizar n pagos
exactamente. A continuacién se analizara la teoria de las rentas de

supervivencia.

3.i6.2. Valores Actuariales de Rentas vitalicias constantes con

pagos periédicos( Rentas en el campo discreto).

Vale la pena observar que aunque ta finalidad es la misma, fa
diferencia basica entre un contrato de seguros y contrato de rentas
es que en el primer caso el pago se lo realiza una sola vez, y para el
caso de las prestaciones se realizan varios pagos periédicos, que

pueden hacerse anualmente, semestralmente, mensualmente, etc.



74

3.10.2.1. Renta Vitalicia, anual, unitaria, inmediata, anticipada y

temporal por n anos.

Observemos graficamente el flujo de pago de esta renta:

Figura 3.1

Flujo de pago de una renta temporal

Es decir vamos a suponer que se paga un capital unitario cada afio,

mientras vive o hasta que transcurren n afos .

Entonces, el valor actual de los pagos es:

(

— ~Ja;~ con probabilidad 11/ 9

qx:n

a';-. con probabilidad p—1/ Px

Y el valor actuarial:
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. n-1 . .
ax:n™ = D ¢-1/ 9x 4" +p-1Pxan"
1=0

Ahora bien, en la practica el valor de ax: ™ se puede expresar

facilmente en términos de los simbolos de conmutacion de la

siguiente manera:

Recordemos que £, es el valor actual del pago de 1 unidad

monetaria si el individuo de edad x sobrevive a la edad x + ¢.

Luego,

. n-1

x:n =06xFIGxT v tn-1&x= O téx
t=0

Entonces, el valor actuarial sera:

-1

D
=E@x:n )=E(Y &)= tE— X4
t% ¥ t% =012

n-1 D
Ax:n ' = Z—bﬁi

=0 x
Nx_Nx+n
D

X

Qx:n ¥ =
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Donde:

t Ex = E(; £x) = Factor de Actuarializacion.

3.10.2.2. Renta Vitalicia, anual, unitaria, inmediata, anticipada de

vida completa.

Consideremos la misma figura (3.1), pero ahora sin tener una edad

limite, entonces:

El valor actual para este tipo de contrato es z;x y es igual a:

&x=0§x+1§x+...ulllllll
ax= >iéx
t=0

y su valor actuarial :

D
ax—E(a) t%tEx F I+ o x




3.10.2.3. Renta Anual, unitaria, anticipada, temporal por m

anos y diferida por n afos

El valor actual se nota n/max-

El valor actuarial sera:

- _n+m—1bn+g—1Dx+t _
nmax = X (fx T & "
t=n t=n x

1
:D—(Dx+n D ni1 T Prnam
x

+...))

N -N
x+n ~x+n+m

D
X

n/max =
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3.10.2.4. Renta anual, unitaria, anticipada, diferida por n afios.

El valor actual de esta renta sera: » o«

El valor actuarial de este renta sera:

® @© D"x+t
t=n t=n P
/a :Nx+n
n D
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Cabe recordar que para calcular el riesgo de emitir una pdliza es la

varianza de cada uno de estas operaciones.



Capitulo 4

4. APLICACION DE MODELOS AUTOREGRESIVOS

4.1. Generalidades

Los modelos autoregresivos, como anotamos anteriormente, son
muy importantes, no sélo por la importancia matematica que tienen
para ajustar observaciones, sino también para las predicciones

estadisticas.

Aqui discutiremos la conducta de la tasa de interés, especialmente
en lo que se refiere a su impacto en las anualidades de los seguros,
lo cual proporcionara una mayor confiabilidad a los negocios de los

sequros.

Cabe recalcar que en la practica se ha trabajado con
aproximaciones para los momentos de las funciones de la tasa de

interés, pues en muchos casos sus distribuciones son desconocidas,
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por tal razén y basado en simulaciones, se ha establecido que puede
ser usada la distribuciéon lognormal como una excelente
aproximacion para estas distribuciones, logrando resultados muy

positivos.

Modelo a ser aplicado

Como aplicacion se usara un modelo autoregresivo de segundo
orden para explicar el comportamiento y la fluctuacién de la tasa de

interés, por tanto, segun la teoria enunciada en el capitulo 2:

S5, -6 =2k(5,_,-06)-k(5,,-9)—e, 4.1.1)

donde &8, = In(1 + i,) es la fuerza del interés experimentada en el afio
al instante t, y 6 = In(l+ /) se asume como la fuerza del interés

promedio en un periodo largo de tiempo.

Ignorando el factor k y el ruido aleatorio e,, la ecuacién mostrada
simplemente extrapola la fuerza del interés, de afio a afio, de una
manera lineal. Si la tasa de interés ha estado subiendo, el modelo
asume que ésta tiene una tendencia a continuar con esa direccion .

El factor k (0 < k <1), tiene el efecto de llevar el valor extrapolado a

través del promedio de la fuerza de interés a largo periodo J .
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Las variables aleatorias e, , denominadas ruidos blancos, las cuales

poseen valor esperado cero ( 0 ) y varianza o> son mutuamente
independientes, y representan las influencias externas que pueden

afectar al modelo.

Cabe recalcar que la utilizacién de este modelo es realmente
valedera, puesto que si pensaramos simplemente en utilizar
simulaciones, éstas no nos mostrarian la realidad de la fluctuacion

de la tasa de interés, pues su distribucién es desconocida

La ecuacion autoregresiva de segundo orden presentada, puede

también ser escrita convenientemente en la forma:

u,=2ku,  —ku,, +e, (4.2.1)

dondeu, =48 -4,

ya que:

u_—u, -(6-06,,-6+6,. y haciendo las respectivas

simplificaciones:

6-96,,=u,,, y de igual manera para u,_,, obtenemos la nueva

expresion (4.2-1).
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Se observa también que si § es la fuerza de interés, el factor de
descuento a largo periodo v = ¢, y la funcion de descuento v,en el

ano t es:

v, =exp(=4,),yyaque d,=u,-J , entonces

v,=e“*e’= e *y (4.22)

y la tasa de interés i correspondiente al promedio de la fuerza del

interés a largo periodo & , esta dado por:

i=e’ -1

El modelo autoregresivo mostrado anteriormente permite la
derivacién de formulas exactas para los momentos de varias

funciones de interés compuesto, incluyendo a 4,y a, , las cuales

representan los valores de los seguros y las anualidades
respectivamente, cuando la tasa de interés fluctua, y también lo hace
para los momentos de las funciones de contingencia de vida
Ay y a,, cuando varian ambas: la edad de muerte y la tasa de
interés. Las formulas exactas, sin embargo, son un poco tediosas de

aplicar , y es por esa razén que posteriormente se propondran

féormulas simples para los momentos, las cuales, brindan una
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correcta aproximacion a los momentos extraidos directamente del
modelo autoregresivo de segundo orden, excepto para duraciones o
periodos muy cortos, especialmente en lo que concierne a las

anualidades.

En gran proporcion, la varianza de cada una de las varias funciones
de contingencia de vida es debida a la variacion en la edad de
muerte( cubierta generalmente en todos los modelos modernos de
aseguramiento de vida ) . Paraddjicamente, sin embargo, la pequeiia
variabilidad adicional dada por la fluctuacion de la tasa de interés
podria ocasionar una influencia mas grande que la variacion que
produce la edad de la muerte, debido esencialmente a que esta
ultima puede ser minimizada con la firma de varios contratos de

seguros, mientras que la de la tasa de interés no.

4.3. Momentos de las anualidades y los seguros ciertos bajo el

modelo original autoregresivo

Vamos a definir dentro de nuestro modelo a la variable S,, como la

suma acumulada de los {u,}, entonces :
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Asumamos ahora un capital de una unidad monetaria para darle
facilidad a los calculos. De esta manera el valor descontado del
capital unitario al cabo de t afios serd como se presenta en el

siguiente desarrollo:

En primera instancia si suponemos que la tasa de interés no fluctua,

el valor descontado en t afos, que representamos con A4,—es:

Pero como nuestro objetivo es analizar et caso en el cual la tasa de
interés cambia, estableceremos primero el factor de descuento para
el primer afo, representado a través de un apropiado grafico como

sigue:

Figura 4.1

Flujo de Pagos en t afios

t-1 t

‘(I

De igual manera se procedera para el afio siguiente:
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Figura 4.2

Flujo de pagos en t afios

Asi, generalizando el proceso, es decir calculando el factor de

descuento para cada afio, hasta el afio cero, se obtendra:

4 T ViViaVia....

V1) » PETO COMO Vv, = €™ = ™ segln (4.2.2)

entonces:

1wy ... AU,

A= e e =vie
A—=vie™, (4.3.2)

Como habremos notado, 4—es una variable aleatoria, pues
depende de la fluctuacion de la tasa de interés. Asi mismo,
basandonos en la ecuacion (4.2.1) y (4.3.1) nos damos cuenta que
la sumatoria acumulada de los {, } , es decir la variable S, , tiene una
distribucion multivariada normal, y que el valor descontado (4.3.2),

es decir 4,—, tiene una distribucion lognormal, esto es debido a que
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en el desarrollo de 4,— existe una funcién exponencial que tiene

por exponente una combinacién de variables normales, por lo que

por definicién obtenemos una distribucion lognormal.

Con esto, se pueden obtener formulas exactas para los momentos

de {S,}, a partir de su distribucion, de igual manera se puede hacer
para la funcion 4 ,—, pero por facilidad en su aplicacion, se pueden

obtener aproximaciones de estos momentos, las mismas que
trabajan de manera excelente. Desarrollemos a continuacion estas
aproximaciones, las cuales derivan otras formulas muy importantes

especialmente en el &mbito de las aseguradoras.

Matriz de analisis

Por lo que anteriormente expusimos es claro que la variable S,, es

muy importante para todo el analisis de la aplicacion actuarial en los
modelos autoregresivos que estamos desarrollando. Sin embargo
este modelo autoregresivo de orden 2, fue expresado en términos de

u,.

Ahora realizando un cambio de variable apropiado, a partir de la

relacion:



y reemplazando en el modelo originalmente presentado
(u,=2ku, ,— ku,_, +e,),

Obtendremos lo siguiente:

S,~8,,=2k(S,,— S,,) kS, ,—S,4) +e,;

S, =2kS,  +S,_,—2kS, ,~ kS, , + kS, , + e,

Agrupando en funcién de los S,, la nueva ecuacién sera:
S, = (142k)S, , - 3kS, , + kS, +c, (4.4.1)

la cual expresada matricialmente nos queda:

S, T T+2k =3k £[S,.,7 Te
S,t=t 1 o ols,l+t0 (4.4.2)
S, 0 1 o0fS., oJ

Esta matriz sera vélida para todo ¢> 0.

Previamente se puede definir, en base a la ecuacion (4.3.1) que:

87
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S, =—(uy +u,)

que son valores que en los modelos Autoregresivos se toman por

definicion para empezar a trabajar.

La ecuacion (4.4.1) que definimos anteriormente, que expresaba al

modelo en funcion de S,, podria ahora ser escrita en forma matricial

como sigue:

w,= Aw,_ +&, (4.4.3)

donde w, , w,, y £,son vectores de dimension r+1, r es el orden del

modelo, y A es una matriz cuadrada de dimension (r + Dx(r + 1) , de

tal manera que la ecuacion es mas facilmente interpretada.

De acuerdo a (4.4.3):

w,, = Aw, , + €,;, y reemplazando en la expresion original:

w,=A(4w,_, + £.,) + &,

Ahora realizamos lo mismo para w,_,

w,, = Aw, ;+ €,_,, obteniendo:
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w, = A(A(Aw, ;t¢,,) e ) e, )

Generalizando el proceso,

Wty = AWy + Eiyy » CON |0 que finalmente obtenemos:

e’ =A(A(A(A --------- (Awl~(1-2)+€t—(t-l))+€1~(1—2)+ ---------- 8t~(t—(t—1)))+gt!
Con lo que :
w=A'wy+ A g+ A e+ + A, (4.4.4)

Si seguimos un proceso, mediante el cual obtenemos los valores y
vectores caracteristicos de esta matriz A, y posteriormente
ortonormalizamos los mismos, podemos concluir que para un

determinado periodo largo ¢;

A =z=x'

donde x y y son los vectores propios de A .

Entonces, utilizando esta nueva expresion:
~ T I
w,=xy wotxy (g,+&+......... +¢,)

Considerando que los vectores aleatorios {¢, }son independientes y

cada uno de ellos tiene valor esperado 0 y una matriz de covarianza
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Z  procedemos a obtener los valores esperados de la funcion v, . Es

asi que:
EW,)2E(xy wo+ 0" (g +6,%......... +¢£,))
E(w,)= E(y"wy)+ EQy &)+ EGy &)+ +E(» ¢,

Y como los vectores {;9, } tienen valor esperado 0, concluimos que:
E(w,)= E(xy"w,), por lo tanto

E(w)=y wyx.

Procedemos ahora a calcular la varianza de la variable w,
Var(w,)Var(xy" wy+xy" (G T +E,))

Var(w,) =Var(xy"w, + xyTe, + " &40, +xy7g,)

Pero, basandonos en el siguiente teorema:

"SeaC' X =C,X,+CoX,+ ... ... +C X ,una combinacion lineal

entonces Var(CT X) = CTSC | donde S es la matriz de covarianzas” .

Y llamandoaC,=C,=......... C,=xy". Entonces la filaC" = x¥".
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De tal manera podriamos concluir que:

Var(w,)=(XY")Z(XY")", pero sabiendo que :

(4B)" = BT 4" ,donde A y B son dos matrices cualesquiera, y que :
(BT) = B, y recordando que la variable xy” se repite t veces,

encontramos finalmente que:

Var(w,) = txy" Zyx’

Ahora vamos a proceder a obtener la Covarianza de la variable w,

con la variable w, :

Cov(w,,w,) = Cov(xy" wy +x) (&, + &, +..... + &), XY W,

Para obtener esta Covarianza, hacemos referencia al siguiente

teorema:

Sean b y ¢ dos vectores cualesquiera de la forma :

B'X =bX, +b,X,+........... +b,X
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entonces su Covarianza sera igual a:

Cov(b" X,c" X)=b"2c

Tomando en referencia dicho teorema, y sabiendo que para nuestro

caso en particular los vectores b y ¢ son iguales, tendriamos que:

Cov(w,,w,)= XY E(XY")

Pero sabiendo que (AB) = B"4",y (B") = B,y que las
Covarianzas solo se realizaran entre las variables existentes, y éstas

se repetiran el mismo numero de veces, concluimos que:

Cov(w,,w,)= min(t,s)xy” Zyx"

Con lo que hemos hallado buenas aproximaciones para los

momentos de w, , procederemos a hallar los momentos de S, .

Para el efecto primero hallemos los valores y vectores

caracteristicos de la matriz (4.4.2).

Teniendo en cuenta la matriz identidad de dimension 3 y la matriz

(4.4.2), se obtiene el polinomio caracteristico:
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det(A~ Al) = 0;

es decir:

1+42k-4 - 3 k &k
de i 0-4 0 1=90
0 1 0-A

Resultando el polinomio caracteristico de grado 3:

(1 + 2k~ ANA2) + 3k(~2) + k(1) = 0

Factorizando;

(A-D(=A% +2kA-k)=0

Obtenemos de este modo los valores caracteristicos de esta matriz:

i

A =1
Ay = ktk? —k

Ahora procedemos a hallar los vectores caracteristicos de la misma.
Trabajemos para el primer valor caracteristico, esto es:

A=1

Con el valor de uno y la matriz (4.4.2) aumentada:
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1+2k-1 -3k k
1 o-1 0|

0 1 0-1|

quedando reducida a la matriz :

1 -3/2 1/2
T
0 1 0/

Y se obtiene el siguiente vector caracteristico:

Realizando el mismo procedimiento para el valor de 4, y4;,
obtenemos el siguiente vector:
1/(1- k)

y ={-2k/1-k)
k1= k)

Ahora que tenemos los dos vectores propios, y recordando que
ellos son ortonormales es decir su producto xy” = 1, procedemos a

hallar los momentos de S,, a partir de los momentos de w, .
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Sabiendo que:

E(w)=y w,x, faltaria hallar sélo el vector w,. Para el efecto

utilizaremos el hecho que :

w, = Aw, , + ¢,, de tal manera que, w, = Aw_, + ¢,, en forma matricial:

S, M+2k =3k kTS, Te,
S,i=t 1 0 o}s,|+lo
S, 0 1 o[s,| |o

De la ecuacion (4.3.1) obtenemos los valores de S_,,S,y S_;, por

tanto:
S, = o (L1+ 2k) + 3k(uy + 1) —k(ug +u_ +u_,)
S, j=w = ~%
S, —(uy +u_)

Asi, habiendo hallado los tres vectores que se encuentran
implicados dentro de la férmula correspondiente, multiplicando se

tiene:

E(w,) =y wyx



1 -2 &
Eewy=| 1 228 K L L
) [1—1: 1k 1~k]”° '

reemplazando w, con el valor que hallamos anteriormente.

Con lo que, finalmente obtenemos que:

K(uy —u ) .
51 ke lku )
E(W,) =E|S,, |= ;_k_l
Sr-z k(uo - u_l)
I - k
Asi:

EfS, |z k(u, —u_ ) (1- k) =InC;

Que es la aproximacion buscada del primer momento de S, .

Calculemos ahora la varianza de la variable S, a partir de la formula

para la variable w, -

Var(w )= " Zyx?
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reemplazando cada uno de los vectores, y recalcando que la matriz

T representa a la mafriz de varianzas-covarianzas de los errores

aleatorios y tomando en cuenta la ecuacion (4.4. 1), obtenemos:

1

0'2 0 011—-1

Var(w,) = 1|1 —}—_1; ;fl; i-]f—k 0 00 %—_%%
0 0 0Of &

1%

1 1]

Realizando las operaciones correspondientes, resulta que:

S
IS
Var(wt)z Vai St—] =
S
t-2
es decir,
2
Var(S )= -2 5
© (-8

(’ t0'2 t0'2 t0'2
(1-k) (1-k)” - ©?
t0‘2 t0'2 t

-2 a-02 a-k2

2

t0'2 t0'2 to

[(1-k)° a-0? 1-k)?

Que es la aproximacién buscada del segundo momento de S.
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La Covarianza entre las variables St, y S. , se la obtiene a partir de la

fofmula:

Cov(w ,w ) = min(t,s)xy’ Tyx' .

Para el efecto se realizaran los mismos célculos que para la
varianza, sino que en la multiplicacién se tomard como escalar al

minimo subindice entre las variables S,, y S’, obteniendo de tal

forma que:
Cov(w‘ , w’) = min(t,s)xy" Syn"

Matricialmente,

e

a-k% a-8% -k?
0’2 0'2 0’2
1~k (1-k?% a-k?
c? 0'2

-8 a-8? a-8%

Cov(S‘,S,) = min(t,s)
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Que es la aproximacion de la covarianza buscada.

De este modo hemos hallado las aproximaciones de los momentos

de {SI}

Anteriormente habiamos citado que la funcidon A4,- tiene una

distribucion lognormal, entonces usando la ecuacion (4.3.2) y las
aproximaciones encontradas para los momentos de la distribucion

antes citada, encontramos:

E(4,~)=Cv'e™'?, (4.4.5)
Var(4 )= (E(4,-)) (e? -1); (4.4.6)
Cov(A,~, A, )= E(A-)E(A, -)e™® 1), (4.4.7)
2
donde A =—Z 5
(1-k)

Puesto que a,— es simplemente la suma de la funcion 4,-

evaluada desde el instante 1 hasta el instante n, las aproximaciones

de los momentos de estas anualidades, a,— , pueden ser obtenidas

mediante la suma de las progresiones geométricas implicadas de
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insertar las funciones (4.4.5), (4.5.6), y (4.4.7) de los momentos de

A

Trabajemos en primera instancia con el valor esperado de 4 ,~ :

E(4,~)=Cv'e?'?; ahora reemplazando los  valores
correspondientes:
% T IANI2 1 _Al/2 2 A Mil2
E(a~)=C Ivie®*=C(v'e™'* +vie® +......... v"e™'?), que es una
t=1

serie geométrica, con razon igual a veA/z, por lo tanto su suma

, | _ .
sere. —— , luego, como sabemos que v=e g , finalmente
1-v eAfZ

obtendremos funciones de interés evaluadas en - & + A/2 , es decir

la funcion:——M—.
l_e—5+A/2

2

Como la cantidad A _(1 O.k)zes pequefa, utilizando las

aproximaciones de las series de Taylor a las funciones de interés

evaluadas en &, obtenemos el valor esperado de a ;, resultando:

E(a )~ Clla—+ °(14) ~A/2); (4.4.8)
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Cabe recordar que el indice sobre el lado izquierdo de algun
parametro significa el valor en que va a ser evaluada la fuerza del

interes.

Volviendo a nuestra explicacién, recalquemos que d =1-v , €s un

factor de tasa de descuento, y (/4,)no es mas que un tipo de seguro

del cual hablamos en el capitulo anterior.

Ahora, para la varianza obtenemos que la razon de esta serie, sera:

vieh(e® + 1)y su suma igual a : I , encontrando una
1-v2et (e +1)

funcion de interés evaluada en - 26 + 2A y - 26 +A, es decir la

funcion: , por ultimo utilizando el mismo

}_C2(6—25+2A+e—25+A)

criterio que para el valor esperado, se tiene que:

Var(a =)~ C2[2V(5atﬁ—25at—:)/d2 ~(1+v)¥ (14) ~/d1A; (4.4.9)

Igual que antes, los prefijos de los parametros dentro de las
ecuaciones de fos momentos de la funcién a,—, corresponde a la
fuerza de interés en el que cada uno de ellos sera evaluado, por

ejemplo °a,— es el parametro a, calculado a la fuerza de interés 6,
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y *a,— representa el parametro a,—calculado a la fuerza de interés

2s.

Estas aproximaciones, brindan una muy buena estimacion, de los

segundos momentos de las funciones a,—y 4, pero en periodos

largos, puesto que para periodos cortos, las estimaciones no son tan

satisfactorias.

Momentos de fas anualidades y los seguros de vida.

Los momentos de las anualidades y de los seguros de vida, como
ya lo expresamos anteriormente son muy importantes dentro de la
economia de los seguros, ya que de ellos dependen tanto la
indémnizacion que pagara la empresa aseguradora al ente
asegurado en caso de que se presente algun siniestro de los que se
hallan estipulados en el contrato, y también el riesgo con el que

trabaja la empresa aseguradora.

Generalmente la mayoria de las teorias que se fian desarrollado
hasta el momento, trabajan unicamente con la variable aleatoria que
representa a la edad de la muerte de los asegurados, e incluso
actualmente las empresas que se dedican a este tipo de negocios

utilizan este fundamento tedrico para desarrollar sus calculos de
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indemnizaciones y de riesgo. El modelo que se presenta aqui esta
basado no sélo en considerar al afio de muerte como variable
aleatoria, sino que también toma en consideracidn la fluctuacién de
la tasa de interés, situacién que generalmente acontece en nuestro
pais muy a menudo. -Cabe recalcar que las funciones de
aproximacion para los momentos que definimos anteriormente,

pueden aun ser generalizados para cualquier otro modelo.

Para obtener las funciones de aproximacién para los momentos de
las anualidades y los seguros de vida, basta tomar al valor esperado
y la varianza condicional de fas aproximaciones previas, pero ahora
respecto a la edad de muerte de los asegurados , y asumiendo que
ésta y el proceso de la variacién de la tasa de interés son variables

aleatorias independientes, lo cual parece l6gico suponer.

Asi se tiene:

Var(4,)= C*{[*(14),JAH¥ 4, —(°4,)*1};
Cov(4,,a,)~ C*{[v'° (la), JA+[(* 4, -(°4,)* / d]};
Var(a,)~C*{[2v(°a,~*a )/ d* -(1+v)* (la), / d]A +

+H(*4,~(°4,)" 1d1};
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Vale observar que en cada una de estas formulas, el primer término
pertenece a la componente del segundo momento atribuible a la
variacion de la tasa de interés, y el segundo término es el atribuible,
a la variacién de fa edad de muerte, lo cual es usado en los modelos

clasicos.

Un modelo autoregresivo mas general

Los resultados que se han obtenido anteriormente en el desarrollo
de este tema, han sido una particularidad de resultados mas
generales, pues se considero la aplicacion de un modelo

autoregresivo de orden dos.

Por tal motivo procederemos en este momento a examinar la

conducta de modelos autoregresivos de orden r-ésimo.
Consideremos entonces el siguiente modelo autoregresivo:
5,-6=2a,06,_;-8)-e¢, (4.6.1)

J=1

y definimos £ como:

0<k=)a, <1 (2)
=1
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Esta condicion quiere decir que en ausencia de la variable del error

aleatorio e¢,, el proceso podria aproximar a écomo un valor

incrementado de t.
Ahora, considerando que:

u=06-6,,y

1
St = Zur

r=1
encontramos que:

r-1
St = (7 + al)St—l + Z(aj-H - aj)Sl—j—l - arSt-r—l +€, (4.62)

=

Y en forma matricial, tenemos:

S, 1+a, a,-a, a;-a, . . —-a/|[ S, e,
S 1 Sea
= + (4.6.3)
._S-I‘ 1 0 3 ;_Sl-}‘-] 0

lo cual es valido para todo ¢>0.
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q-1
Definimos §,= 0, y §_,=-) u_;, (0 < g<r) entonces la matriz A
7=0

definida anteriormente, tiene la siguiente ecuacion caracteristica:
det(A-AI)=0
A-DA -a A" ~a,A*~.....~a,)=0.

De aqui podemos saber que uno de los valores caracteristicos es
igual 1. Este valor también es llamado el valor caracteristico

dominante, ya que es el valor maximo de todos estos valores .

Existen dos vectores caracteristicos, y,x que corresponden al valor

caracteristico dominante , el un vector es:

1 1/(1-k)

1 —a /(1~k)

1 -a, (1-k)
x=4 |, yelotroes y=

1 ~a, K1-k)

Podemos concluir ademas , usando los mismos argumentos

anteriores que:
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ES)=Q a; ) u)(1-k) =InC
J=l =0
Var(S,] = A,

Cov(S,, S, ) =min(t, u)A,

conA=c*K1-k)

Todo este analisis es la generalizacion del modelo de orden dos.

El proceso del interés

Para modelar de alguin modo las variables econdmicas,
generalmente los Modelos Autoregresivos (AR) son los mas
utilizados, debido a que son precisamente ellos los que se ajustan a
estas variables de mejor manera. Ademas de ésto, también es
conocido que aunque los modelos AR son utilizados para los fines
anteriormente expresados, el maximo orden recomendable con el
cual se trabaja es el tercero, es decir que para el caso concreto del

proceso del interés utilizaremos un modelo no mayor al tercer orden.

En este proceso de Interés, la varianza de la variable , = § — &, sera

independiente de t, esto es aseverado por la caracteristica de

estacionariedad del modelo y de igual manera la correlacion p, entre
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u, yu,_, Yy la correlacion p, entre las variables u, y u,, seran

también independientes de t. De este modo, dado que la ecuacion
(3.6.1) es reemplazada con r = 3, establecemos un modelo AR de

tercer orden y con la ayuda de la matriz de analisis ( 3.6.3) se tiene

P =(a1 +a2a3)/[1—a2 3(a +a3)} 4.7.1)
Py=a,+ (a1 + a3)p1; 4.7.2)

Var(§) o /[(1 a —a ) 2(aa +a a3)p1 -2a.a

19399 (4.7.3)

Basandonos en la ecuacion (3.6.2), y desarrollandola para r = 2

obtenemos :
S,=(1+a)S,,+(a,-a)S,_,~a,S, ;+e, (4.7.4)

Como nuestro modelo AR(3) es: S, = (1+2k)S,_,—~3kS, , + kS, ; + e, ,

igualando el mismo con la ecuacion (4.7.4), tendriamos el sistema

de ecuaciones:

1+a, =1+2k
a,-a, = -3k
-a,=k
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Obteniendo del mismo, los valores buscados, esto es:
a, =2k

a, =-k

Luego, reemplazando estos valores en las ecuaciones (4.7.1),

(4.7.2) y (4.7.3), finalmente obtendremos que:

S (4.7.5)
AT deRy 7
_kBk-1),
R PN (4.7.6)
c*(1+k)
Vi = T 7.
ar(@.) [ +36)1 - k)] (4:7.7)

J

Ahora utilizando las formulas (4.7.5), (4.7.6) y (4.7.7), se deduce el

valor de la varianza de la variacion de la fuerza de interés:

2
Var(8,- 5, ) = 20"
(1+3kY1 - k)

Luego, reemplazando estos valores en las ecuaciones (4.7.1),

(4.7.2) y (4.7.3), finalmente obtendremos que:
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2k
e 4.7.5)
2 _kgi;;) ; (4.7.6)
2
Var(,) =—2 UK 4.1.7)

[(1+3k)(1- k)

Ahora utilizando las formulas (4.7.5), (4.7.6) y (4.7.7), se deduce el

valor de la varianza del cambio de la fuerza dl interés.

2072

Var(5,—5,_,)sm

4.8. Un ejemplo numérico

La utilizacion que le podemos dar a esta investigacion puede
desarrollarse tanto dentro del ambito financiero como en el actuar-ial.

A continuacion desarrollaremos aplicaciones de cada uno de ellos.
Campo Financiero:

Dentro del ambito financiero podemos citar el caso en que un
determinado ente quisiera realizar un préstamo a una cierta
compainiia. El beneficiario del préstamo se compromete a pagar al

cabo de 20 afios y con una tasa de interés promedio en el momento
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del préstamo del 15%, pero €l quisiera saber cuanto realmente va a
tener de ese monto al cabo de los 20 afios, sabiendo que en realidad
la tasa de interés va variando en ese lapso de tiempo, y que dicha

variacién puede ser explicada con un modelo autoregresivo

Solucioén:

Una vez que se ha planteado y entendido el problema, procedemos
a utilizar un software desarrollado en este trabajo de investigacion
con los métodos discutidos, que facilita los calculos, considerando
como variables la varianza, los valores de la tasa de interés con la
cual arranca el ejercicio, el monto, el valor de k, que es 0.66 ( este
valor de k fue obtenido utilizando la ecuaciéon de Yule-Walker , con
los valores de la variacidn de la tasa de interés en el Ecuador en los
ultimos anos, como se observa en el Anexo | ) y el tiempo del

ejercicio, observemos:

Ingresando en el software como tasa de interés inicial 15%, como
tasa de interés de arranque del ejercicio 16% y 16.5%, tomando la
varianza de 0,8 ( valor obtenido con la variacién de la tasa de interés
en el Ecuador en lo ultimos afos ) e ingresando el capital prestado

que en este caso es 10 millones de sucres, obtenemos que el valor
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del dinero dentro de veinte afos sera tan solo 612,153.57154

sucres.

Este calculo puede ser observado mas facilmente en el anexo A.

Como hemos podido observar, podemos obtener célculos con
mucha facilidad y rapidez, eso si, se requiere conocer ef valor de k,
que es el factor que representa las raices del polinomio
caracteristico del Modelo Autoregresivo, que para efectos practicos,
debe ser evaluado, ajustando las tasas de interés observadas en un
largo periodo de tiempo, al modelo autoregresivo del orden

respectivo.

En lo que respecta a la tasa de arranque, su valor puede ser incluso
el mismo que la tasa de interés promedio, en este caso es asi como

lo hemos considerado.

Aplicacion numérica en el Campo Actuarial:

Dentro del campo actuarial, podemos considerar el caso de un
individuo que quisiera comprar un seguro, por intermedio del cual el
beneficiado recibird una indemnizacién de cierta cantidad de dinero
en caso de sufrir algun siniestro. Se conoce la tasa de interés en el

momento de firmar el contrato, y ademas la edad del individuo.
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La pregunta es: ¢ Cual es el valor total que debe pagar el
beneficiado a la aseguradora para acreditarse esa indemnizacion en

caso de sufrir algun siniestro?.

Por ejemplo:

Asumamos que la edad del individuo en el momento de firmar el
contrato es 35 afos y que la tasa de interés en ese instante es 18%,
ademas se conoce que la indemnizacion a recibir por parte del

asegurado sera 80 millones de sucres.

Solucion:

Para resolver este problema, recurrimos a la ayuda del software
implementado para el caso, para el efecto consideramos las
variables necesarias, es decir , la edad del individuo ( 35 afios), la
tasa de interés en el momento de la firma del contrato (18%), y el
capital asegurado o el monto de la indemnizacién ( 89 millones de

sucres).

Ingresando los valores en el sistema, obtenemos que el valor
requerido es: 1.387.099,30823 sucres ( anexo B ), y el riesgo de

realizar esta operacion sera: 0,02281799 (anexo C).
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La forma en que el software nos muestra los calculos puede ser

vista en el anexo.

Cabe notar que el sistema que se ha estado utilizando también nos
da como resultado la varianza de efectuar una operacion, la cual
como se analiz6 antes, debemos tomarla como el riesgo de efectuar

dicha operacion de seguro.

Otro ejemplo del calculo actuarial es, cuando por ejemplo, una
persona desea contratar un seguro y esta dispuesta a realizar los

pagos por este contrato de manera anual( primas ).

Sabiendo que la tasa de interés en el momento de la firma del
contrato es 40%, la prima anual es 100000 sucres y que el individuo
tiene 55 anos en el momento de efectuar el contrato, la pregunta es

la siguiente:
¢ Cual sera la indemnizacion que debera recibir el individuo?
Solucién:

Ingresando los valores correspondientes al sistema, procedemos a

realizar los célculos. Las tasas de arranque con las vamos a trabajasp

>,

son 40% y 42%. ‘ {:’ﬂ <'f,

CYR s ESPOL
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Una vez establecido estos parametros, la respuesta es:

8.050.660,66 sucres( anexo D), es decir, ésta sera la cantidad que

recibira el asegurado como indemnizacion.
El riesgo de esta transaccion sera: 000,08105336 ( anexo E).

El uso del software es importante para facilitar los célculos, ademas

el mismo contempla todos y cada uno de los criterios estudiados en

el desarrollo de esta investigacion.

Es importante mostrar también, dos graficos que explican la

simulacion de la trayectoria de la tasa de interés observada

Figura 4.3

Simulacion # 1

Simulacion #1 de la trayectoria
de la tasa de Interés

o 10

-

8

£ O —— Serie1
3 g

]

- -5

Tiempo(Meses)
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En esta simulacion hemos considerado una tasa inicial de 60% vy
como valores de arranque de interés, 60% y 65%, para la varianza

tomamos el valor de 3 y el valor de k es 0.8.

Otra simulacion de la trayectoria de la tasa de interés con los

mismos datos sera:

Figura 4.4

Simulacion # 2

Simulacian #2 de la trayectoria
de la tasa de Interés

—e— Seriet

Tasa de Interés

Tiempo(Meases)

Cabe notar que cuando el grafico nos muestra tasas de interés

negativas, éstas son tasas de descuento.
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CONCLUSIONES

Una vez concluido este trabajo de investigacion, se pueden establecer las

conclusiones generales siguientes:

1. - El concepto bajo el cual se ha desarrollado la teoria clasica financiera y
actuarial ha estado fundamentada bajo la consideracién Unica de la variacion
del tiempo de una determinada negociacion, en el caso financiero, o de la
edad de muerte de un individuo en el caso actuarial, sin considerar en ambos

casos la variacion de la tasa de interés en el tiempo.

2. - La variable que representa a un seguro cierto 4,- anteriormente fue

tratada como una simple funcién de interés, en fa cual se evaluaba éste de
acuerdo al tiempo establecido por el negocio o contrato, en cambio ahora
tiene caracter aleatorio, pues depende de la variacion de la tasa de interés

en el tiempo.

3. - En esta investigacion el uso primordial que se le ha dado al modelo
autoregresivo y sus momentos ha sido para descuentos, pero también puede
ser utilizado para caso de acumulaciones, como es el caso del

establecimiento de los fondos de reserva.
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4. - Para el desarrollo de 10s momentos de anualidades y seguros de vida
consideramos la fluctuacion de los afios de muerte del asegurado, como lo

hace la ciencia actuarial convencional, y la variacion de la tasa de interés.

5. - Para la realidad ecuatoriana en el ambito econémico y financiero es
muy importante el tratamiento de la variacion en las tasas de interés, pues
contempla el constante problema al que se enfrentan paises de economia

cambiante como el nuestro.

6. - La ventaja que se obtuvo al trabajar con matrices es que con esta
herramienta se puede observar mejor el problema y visualizar los resultados

de manera optima.

7. - Para la realizacion de los célculos se ha implementado un software
utilizando el programa Visual Basic 5.0 el cual ha facilitado la obtencion de
la anualidades y seguros ciertas y de vida. Los resultados que este sistema
nos brinda son los valores esperados y las varianzas de las anualidades y
seguros, con los valores esperados sabremos el monto que tiene que pagar
el asegurado para acreditarse la indemnizacién, y con la varianza sabremos
el riesgo que corre el asegurador al firmar ese contrato, esto en lo que refiere
al caso actuarial, y para el caso financiero se toma el mismo criterio, pero en
funcién de inversiones de dinero en un tiempo determinado. Se observa

aqui, la gran ventaja del uso del recurso informatico, para resolver
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problemas como este, que de otra manera requeriria de tediosos y largos

calculos manuales.

8. - A partir del modelo autoregresivo podemos también generar simulaciones
en la que se muestre la trayectoria de la tasa de interés, con lo que podemos

tener una idea del comportamiento de ésta en el tiempo.

9. - El analisis que se ha hecho se puede generalizar para cualquier modelo

autoregresivo de orden r si el caso lo amerita.
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RECOMENDACIONES

Para el correcto y util aprovechamiento de los resultados obtenidos dentro
del desarrollo de este tema de investigacién es necesario hacer ciertas

recomendaciones y sugerencias que se puntualizan a continuacion:

1. - Dentro de esta investigacion se ha tratado sobre valores de descuento,
en lo posible se sugiere profundizar en temas sobre los valores acumulados,

que son de utilidad en lo que respecta a los fondos de reserva.

2. - Si bien es cierto que nuestro pais esta a un paso de implementar el
sistema de la dolarizacién, por consiguiente vivir en una realidad de
seguridad econémica y monetaria que a su vez fleve a una variacién minima
o nula de la tasa de interés, es importante considerar esta investigacion en

cualquier economia con caracteristicas similares a la nuestra.



ANEXOS



ANEXOS

Anexo A

[612,133.57154

En esta pantalla podemos observar la forma en que el sistema realiza los calculos

para hallar el valor del dinero en el tiempo, es decir la Aplicacion Financiera.



Anexo B.

[1.587.699,30623

En esta pantalla , apreciamos la forma en que el programa muestra la respuesta de
los calculos solicitados, en este caso, sobre el valor del seguro a contratar, es decir,

una Aplicacion Actuarial.



Anexo C

802281799

En esta pantalla, observamos fa forma en que el programa nos muestra la varianza

de esta operacion de seguro, es decir, el riesgo de efectuar dicha operacion.



Anexo D.

8.850.660, 66

En esta pantalla podemos apreciar la forma en que se calcula el valor de la prima

unica ( Aplicacion Actuarial).
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Aqui, se aprecia la pantalla que nos muestra la varianza de una determinada

operacion, es decir el riesgo que involucra el contraer la misma.



Anexo F.

Aqui se muestra la pantalla general de calculos del sistema .



Anexo G.
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En esta parte del anexo, podemos observar la pantalla principal del sistema.



Anexo H.

OBTENCION DEL VALOR DE K

Los datos a partir del cual se hall6 el valor de k, son los siguientes:

Periodo (Mes) en el afio | Tasas de Interés
1999
1 106.8
2 83.4
3 85.7
4 79.6
5 59.8
6 - 61.1
7 62.5
8 61.4
9 5768
10 57.5
11 89.6
12 152.4

Estos datos representan la tasa de interés, detallada mensualmente, del ultimo afio

(1999).

Como se dijo en el desarrollo del capitulo 2, para la obtencion del valor de las raices
del polinomio caracteristico, es decir, el valor de k, utilizamos la ecuacién Yule-

Walker, para este caso el sistema sera de 2x2.

pr 1 }j92 2

Lo que queremos hallara, son los valores del vector ¢, entonces:



Entonces, utilizando esta férmula y usando los valores de las tasas de interés del

afio 1999, obtenemos que:
{p}} B {1.31}
P 0.63
Reemplazando estos valores, obtenemos que:
o7| [ 1 131" (131
w} 131 1 0.63
De esta forma obtenemos los valores del vectorq; , obteniendo :
{JI} _ {- 0. 0081}
@2 0.66

Escogiendo entonces como valor de k el valor dominante, es decir, la raiz mas

positiva.
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