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RESUMEN

La forma actual de analizar los problemas actuariales (forma clasica), olvida
clertos aspectos, que la hacen ineficiente, como por ejemplo, el no tomar en
cuénté cuanto tiempo una persona, desde que adquiri6 un seguro contra
accidentes, permanecié libre de los mismos y cuanto tardé en que le
ocurriera un accidente. Imaginémonos el hecho de calcular las
probabilidades de pasar de sano a enfermo. Esto representa un muy
complicado calculo que involucra parametros dificiles de calcular, y que nos
lleva a perder tiempo y dinero. Considerando lo expuesto, comenzando la
economia del seguro y la teoria del riesgo en el Capitulo 1; luego de la
definicion de procesos estocasticos, justificamos la existencia de espacios y
distribuciones finito dimensionales y explicamos las propiedades basicas de
los procesos de Markov en el Capitulo 2. A continuacion, en el Capitulo 3
estudiamos las fuerzas de trvans‘i/c;iOn en intervalos de tiempo discretos, que
nos serviran para la determinacion de probabilidades en tiempo continuo.
También analiza’tﬁos lo mas importante del método, que es el tomar en

cuenta el i

po de duracion dentro de un estado determinado y la
depemdencia del mismo en el cédlculo de probabilidades de transicion,

F'inalménte en el Capitulo 4 terminamos con una muestra de la aplicabilidad




do en problemas ecuatorianos, con una pequeia aplicacién del
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INTRODUCCION

iedad ecuatoriana no posee suficientes referencias acerca de la ]

ja actuarial, asi como de sus aportes y aplicaciones en la vida

pcion de los expertos, pocas personas conocen que los célculos
riales estan ligados a los seguros de personas, bienes o servicios, y
bre la base de ellos se establecen las primas, los riesgos, tiempos de
o utilidad esperados, etc., por citar algunas situaciones. Justamente, la

actual de analizar esas situaciones olvida ciertos momentos
antes de aquéllas, en el lapso de tiempo desde su origen hasta su

no.

3| Andlisis Markoviano se resaltan las virtudes de un método moderno
explora exhaustivamente las situaciones mencionadas anteriormente y
ormula matematicamente. Este método fue propuesto en el afio 1994 por ‘

vestigador canadiense y es ampliamente desarrollado y aplicado en

tesis.




licacion del método se presenta como un aporte a las ciencias |
riales, con el objeto de que las compariias aseguradoras del pais se
en en este marco teorico y den respuestas mas practicas y coherentes |

del mundo de los seguros.




Capitulo 1

ORIA ACTUARIAL

1 Economia del Seguro y Teoria del Riesgo
1.1.1 Introduccién

Es facil darnos cuenta que todas las personas desearian conocer el
futuro, sobre todo cuando hay que tomar decisiones financieras. Sin
embargo, la experiencia nos ha ensefiado que las expectativas

hechas al respecto algunas veces no se hacen realidad.

Regularmente esto suced'e;f“débido a que los planes se frustran

porque se construyen. &

jore suposiciones poco realistas, y muchas

veces algunas circunstancias fortuitas ayudan a que esto no se

cumpla.




Las operaciones de seguros se disefian para protegerse contra
posibles pérdidas financieras que podrian resultar por estos sucesos
aleatorios que interfieren en los planes de los individuos. Es féacil
conocer las limitaciones basicas de la proteccion por medio de
seguros. La primera limitacion es que hay que separar las
consecuencias de pérdidas debido a sucesos aleatorios que pueden

medirse en términos monetarios y en las que no.

Por ejemplo, el dolor y el sufrimiento pueden ser ocasionados por un
suceso aleatorio. Sin embargo, las coberturas de aseguracion que se
disefiaron para compensar el dolor y el sufrimiento, frecuentemente
han sido puestas en duda por la dificultad de medir tal pérdida en
unidades monetarias. Por otra parte, las pérdidas economicas
pueden ser ocasionadas por sucesos tales como cuando el duefio
de alguna propiedad la incendia por voluntad 'propia, mientras los
términos monetarios de tales pérdidas pueden ser faciles de definir,
los sucesos no son asegu'rapies a causa &e la naturaleza no aleatoria

de las pérdidas.

Una segunda limitacion basica es que asegurarse no reduce

directamente la probabilidad de pérdida. Sin embargo, un sistema
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bien disefiado de aseguracion, frecuentemente proveera incentivos

financieros por tan solo el hecho de prever las posibles pérdidas.

Varios ejemplos de situaciones donde eventos aleatorios pueden

ocasionar pérdidas financieras son presentados a continuacion:

« La destruccién de una propiedad por un incendio o una tormenta,
comunmente se considera un suceso aleatorio en el cual la

pérdida puede medirse en términos monetarios.

e Una demanda de dafio impuesto por una corte como resultado de
un acto negligente, se considera frecuentemente un suceso

aleatorio con una muy probable pérdida monetaria.

e La prolongacion de una enfermedad, se considera un evento
aleatorio que puede interpretarse como la pérdida monetaria por

gastos extras de medicamentos.

Estos ejemplos se disefian para ilustrar la siguiente definicion: Un

sistema de aseguracion es un mecanismo para reducir el impacto
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- financiero adverso de sucesos aleatorios que impiden el

cumplimiento de expectativas razonables.

1.1.2 Teoria de la Utilidad

Por este principio, cualquier individuo al que llamaremos (Id) estaria
indiferente entre asumir la pérdida aleatoria X y pagar la cantidad

E[X] que es el valor esperado de esta pérdida. De la misma
manera, (Id) estaria dispuesto a pagar hasta E[Y] para participar en

un negocio con el resultado final aleatorio Y. En la economia, el
valor esperado de perspectivas aleatorias con pagos monetarios se

llama frecuentemente valor actuarial de la perspectiva.

Ahora estudiaremos otro enfoque para explicar por qué (/d) podria
estar dispuesto a pagar mas del valor espefédo. Primero asumiremos
simplemente que el valor o utilidad que (Id) adjunta a la riqueza de

cantidad w,, medida en unidades monetarias, puede especificarse en

forma de una funcion lignada funcion de utilidad u(w, ).

Se demostrara a continuacion un procedimiento por el cual algunos

valores de esta funcion pueden ser determinados. Para esto
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supondremos que (Id) tiene una riqueza (cantidad de dinero) actual
w, de w,, también que u(w,)=0 y que si w, =0, entonces existe

u(w,) ver Figura 1.1.2.1

uiw)

ufwy)

u(w, -G)

Efe(w; 1= (1 p 1w, }+(p 1w )

Figura 1.1.2.1 Grafico de una Funcion de Utilidad u(w)

Supongamos que nos enfrentamos a una pérdida de w, con
probabilidad p, y que peftngne'ceré a su nivel actual de riqueza con

la probabilidad 1- p, tendriamos por lo tanto lo siguiente:

u(wz'—G)zE[u(w,.)], donde w, <w, <w, (1.1.2.1)




Donde G es el maximo monto que (Id) estaria dispuesto a pagar por

la proteccién de un seguro contra esta posible pérdida aleatoria y
Elulw,)]= (- plulw,)+(Pu(w,),  donde  ulw,)<ulw,)<ulw,)

entonces:
u(w, —G)=(1- pl(w,)+(pl(w,) (11.2.2)

En la Figura 1.1.2.1, hemos supuesto que u(w,) esta definida por la

siguiente ecuacion lineal:

wzu(w"), donde w, <w, <w, (1.1.2.3)

)

Cambiando u(w,) por Elu(w,)], se hallaria que el valor

correspondiente a w, -G, es:

W EBO L cw a.24)
o ul0)

En la cual E[u({v,.)]z(prz)wu(] —p)w,), siendo en este caso

Efu(w,)]= (p)w,). Pero por supuesto esto es, si la funcion de utilidad

u(w,) es lineal, lo que quiere decir que:
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u(Efw, )= Elu(w,)] | (1.1.2.5)

Entonces se dice que (Id) es indiferente al riesgo. Pero si (Id)
establece que estaria dispuesto a pagar una cantidad G/ mayor a la
cantidad G obtenida en el caso visto anteriormente, tendriamos que,
ulw, ~G1)> (plu(w,), lo que significa que w,-GI>E[w] y de

acuerdo a esto, tendriamos el punto (w, - G1,(plu(w,)).

Luego, podemos volver a repetir el mismo procedimiento pero ahora
w,=w,—-GI y debemos preguntarle a (Id), con estos nuevos
puntos, qué cantidad de dinero, estaria dispuesto a pagar para

protegerse contra la pérdida aleatoria w, con probabilidad p .

Después de que el tomador de decisiones ha determinado la funcién
de utilidad por el método planteado, Iaifuricién puede usarse para
comparar dos perspectivas economicas aleatorias. Las perspectivas

seran denotadas por las variables aleatorias X y Y.

Lo que buscamos es una regla de decision que sera uniforme con las
preferencias ya obtenidas en la determinacion de la funcion de

utilidad. Asi si (/d), el tomador de decisiones, tiene una riqueza w




medida en términos monetarios, y debe comparar las perspectivas
aleatorias X y Y, el tomador de decisiones seleccionard X siempre

que:
Efu(w+ X)]> Efu(w + )] (1.1.2.6)
y el tomador de decisiones sera indiferente entre X y ¥ si
Efu(w+ X)]= Efulw +7)] (1.1.2.7)

Aunque el método de obtencidn y utilizacion de la funcion de utilidad
puede parecer plausible, esta claro que el desarrollo informal debe
ser aumentado por una cadena mas rigurosa de razonamientos. Si
necesitamos comprender el papel econémico de solicitar un seguro,

tal estructura es necesaria.

Un resumen de las principales caracteristicas de esta teoria sigue a

continuacion:

g

a) La teoria de utiidad se construye asumiendo la existencia de

distribuciones de probabilidad. Una funcién de utilidad deberia no
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|
|
|
|

da a conocer resultados inesperados. En definitiva una

descripcion numérica de las preferencias existentes.

b) Una funcion de utilidad no necesita y de hecho no puede ser

determinada singularmente. Por ejemplo, si:
u*(w)=au(w)+b, donde a >0
Entonces
Elu(X)]> Efu(v)]
Es equivalente a:
) )

Esto significa que las prefefehcias de orden se conservan cuando la

3 transformacion lineal creciente de la forma

funcién de utilidad es :

T

original. En la Flgura 1.21 se eligieron 2 puntos arbitrariamente.

c) Supongamos que la funcién de utilidad es lineal, entonces
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u(w)=aw +b, donde a >0

Entonces si E[X]=x, y E[r]=4,, tenemos:
Efu(X)]=au, +b >E[u(Y)]:a/uy +b

Si y solo si #, >u,. Lo cual significa que, para las funciones de

utilidad lineales, las preferencias para las distribuciones de
probabilidad de resultados estan en el mismo orden de los valores

‘esperados de las distribuciones que estan siendo comparados.

1.1.3 Aseguramiento y Utilidad

Supongamos que un individuo (Id) posee una propiedad que puede
danarse o destruirse en el préximo p._,eribdo de contabilidad. La
pérdida, que puede ser 0, es una‘ vériable aleatoria que la
denotaremos por X . Se subondré que la distribucion de probabilidad

de X esconocida. ¢

Entonces E[X ] la pérdida esperada en el préximo periodo, puede

interpretarse  como la pérdida promedio a largo plazo si el

SIREE Tl e TF TS




experimento de exponer la propiedad al dafio posible, puede

observarse bajo condiciones idénticas muchas veces. Es claro que

e T S

este conjunto a largo plazo de ensayos no podria ser desempenado

por (Id). |

Suponga que una organizacién de seguros (el asegurador) se
establecié para ayudar a reducir las consecuencias financieras del
dafo o la destruccion de las propiedades. El asegurador emitiria

contratos (pélizas) que prometen pagar al propietario de un bien una

suma definida igual o menor que la de la pérdida financiera si la
propiedad se dariara o destruyera durante el periodo de vigencia de
la poliza. El pago eventual vinculado a la cantidad de la pérdida se
llama un pago de reclamo. De la misma manera, el duefio de la

propiedad (asegurada) paga una suma de dinero llamada prima.

El monto de la prima a pagar se determ'ina siguiendo un principio
econémico de decision para cada uno de los aseguradores y

asegurados.

Algo que seria mutuamente ventajoso para el asegurado es si la

- prima exigida por el asegurador es menor que el maximo monto que
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el asegurado (dueno de una propiedad) estaria dispuesto a pagar por

el seguro.

Dentro de la gama de resultados financieros para una pdéliza de
seguro individual, una posibilidad es que la funcién de utilidad del
asegurador sea aproximada por una linea recta. En este caso, el
asegurador adoptaria el principio del valor esperado, como se indico
en la Capitulo 1.1.2, observaciéon 3. Lo que significa que, el
asegurador colocaria el precio basico para la cobertura de
aseguracion completa como la pérdida esperada, E[X]=4 .En este
caso » se denomina prima unica pura para el primer periodo de la

poliza de seguro.

Para cubrir gastos fijos y variables y tener alguna seguridad contra la
experiencia adversa de una pérdida, el asegurador podria
incrementar el monto de la prima Unica‘vpura, por ejemplo, la prima

denotada por H , podria ser dada por:
\“H=:‘p(1+0)+c 0>0,c>0

En esta prima denominada prima bruta, »f esta asociada con gastos

que varian con las pérdidas esperadas y con el riesgo que sabemos

S -

=resa




de la experiencia obtenida. La constante ¢ provee gastos esperados
que no varian con las pérdidas, sino que dependen de costos fijos. |
Luego ilustraremos otros principios econdmicos para primas

determinantes que pueden ser adoptados por el asegurador.

Ahora aplicaremos la Teoria de Utilidad a los problemas de decision
enfrentados por el propietario de un bien que esta sujeto a una
pérdida. El propietario de este bien tiene una funcién de utilidad u(w)
donde la riqueza w se mide en términos monetarios. El propietario
enfrenta una pérdida posible debido a sucesos aleatorios que pueden
danar la propiedad. La distribucién de la pérdida aleatoria X es

conocida. Tal como en:
o, ~G)= (1~ )+ (Phns)

El propietario estaria indiferente entre pagar una cantidad G al
asegurador, teniendo el asegurador que asumir la pérdida financiera
aleatoria, y enfrentar &l riesgo él mismo. Esta situacion puede ser

vista como:

u(w—G) = Efu(w - X)) (1.1.3.1)
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~ Donde el lado derecho de la ecuacién representa la utilidad esperada
de no adquirir el seguro cuando la actual riqueza del propietario es w
y el lado izquierdo de la ecuacion representa el valor esperado de

pagar G para la proteccion financiera completa.
Si el propietario tiene una funcién lineal de utilidad creciente,
u(w)=bw+d; b>0

El propietario adoptara el principio del valor esperado. En este caso

(1.1.3.1) sera:
u(w~G)= b(w—-G)+d = E[u(w— X)]= E[b(w —X)+d]
bw-G)+d =bw—u)+d

G=u

Lo que quiere degir qU‘e si el propietario tiene una funcién de utilidad
lineal creciente, la decision que tomara al respecto éste individuo,
sera indiferente entre la aseguracion completa y ninguna

aseguracion.
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El asegurador al término de un largo periodo de tiempo, podria
cobrar mas que el valor de las pérdidas esperadas del propietario del
bien. Por lo tanto en este caso, parece entonces que hay poca

oportunidad para un contrato de aseguracién mutuamente ventajosa.

Si un contrato de aseguracion esta por darse, el asegurador deberia
cobrar una prima excesivamente mas grande que las pérdidas
esperadas del posible asegurado, con el fin de evitar el problema de
recibir un pago por parte del asegurado insuficiente para tal

cobertura. Es evidente entonces que el propietario de un bien, no

puede tener una funcion de utilidad lineal.

Un individuo debe estar dispuesto a adquirir un seguro para enfrentar
la posible pérdida de un bien de su pertenencié ‘y pagar mas del
valor de perder la propiedad, o menos, o simblemente no toma el
seguro, esto implica que la funcion de Utifidéd pueda poseer muchas
formas como por ejemplo'; ‘cuadratica, exponencial, logaritmica o de

alguna otra forma particular.

También, no estaria mal suponer que u(w) es una funcion creciente

ya que esto significaria que a mayor riqueza mayor utilidad, aunque

sin embargo, lo contrario no es imposible.
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La funcion de utilidad aproximada de la Figura 1.1.2.1 consiste en

: - d’u(w) :
segmentos de recta con pendiente positiva. Esto es S-<0. Si

estas ideas se extienden para ofras funciones, entonces tenemos
que «'(w)> 0 y u"(w)<0, la segunda desigualdad indica que u(w) es

una funcion creciente concava hacia abajo.

Cuando se usa funciones de utilidad creciente concavas hacia abajo,
haremos uso de la desigualdad de JENSEN. Esta desigualdad afirma
lo siguiente:

Efu(X)]< u(E[X) (1.1.3.2)

Donde X es una variable aleatoria que representa a a<w, <b, ver

Figura 1.1.3.1.
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ufvy)
Creciente Concava
ufwy) hacia Abajo
I
u(Efw;J)
Efutw)] o)

! w!,
a Efw; ] b

Figura 1.1.3.1 u(w) que cumple con u’(w)>0 y u"(w)<0

Ahora bien, si E[X]=yx existe, se considera la linea tangente

y=ulp)+u'l)Yw-u), en el punto ful)]. Si u(w) cumple la
desigualdad de Jensen, entonces esta clarc que el grafico de esta
funcion de utilidad quedara debajo d'e*'la linea tangente antes

mencionada y, por lo tanto tenemos que:

G ulw)<ufy ) +u'le Yow ) (1.1.3.3)

En la Figura 1.1.3.2 se esquematiza esta situacion de una manera

muy clara.

R




w2
ufw)

J7)

Figura 1.1.3.2 Recta tangente a u(w)
creciente concava hacia bajo

Entonces si aplicamos el valor esperado a los dos lados de la
desigualdad (1.1.3.3) y reemplazado el valor de w por X.
Tendremos entonces que Efu(X)]<u(), y la desiguaidad de Jensen

ha sido demostrada para este caso a partir de la Figura 1.1.3.2.

Supongamos que las preferencias de un individuo, son tales que
u(w)>0 y u"(w)<0, es decir una funcion de utilidad creciente
céncava hacia abajo;;%ndo la desigualdad de Jensen a (1.1.3.1)

tenemos que:

ulw—-G) = Efu(w - X)|<ulw-2) (1.1.3.4)
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Pero (1.1.3.4) implica que w-G<w-xz, 0 G2z . En términos
econémicos, se ha encontrado que si #'(w)>0 y u"(w)<0, cualquier
persona en capacidad de tomar una decisién, pagard una cantidad
mayor a la pérdida esperada. Entonces se dira que el tomador de
decisiones es adverso al riesgo ver Figura 1.1.3.3. Si G es por lo
menos igual a la prima exigida por el asegurador, existe una
oportunidad para una poéliza de seguro mutuamente ventajosa, esto

solo sucede si u(w) es lineal.

u{w; ) ()
Creciente Concava
hacia Abajo
St u(w; ) es Lineal i)

(@) @) +(1-p)u@) Lineal

W.

abG bEfw] b

Figura1.1.3.3 Funci’&\ de utilidad que representa a un individuo
adverso al riesgo, donde b es la cantidad de riqueza w, actual

Una persona Propensa al riesgo sera entonces, aquella que pagaria

una cantidad G de dinero menor que el valor esperado de la pérdida,




es decir su funcién de utilidad seria creciente concava hacia arriba,

ver Figura 1.1.3.4.

ufvy)

St ufw; ) es Lineal
@)u®) +(1-p)u@)

(v )
Creciente Concava
hacia Arriba

uv; ) -—
Lineal

a f &G b
b-Efw; ]

Wy

Figura1.1.3.4 Funcion de utilidad que representa a un individuo
propenso al riesgo, donde 5 ‘es'l‘a
cantidad de riqueza w, actual

Esto quiere decir que u'(w)<0 y u’(w)> 0, por lo tanto se deduce

que:

E[u(X)]= u(E[X)

(1.1.3.5)




Ahora usemos una funcion de utilidad general para el asegurador. Si
denotamos con u,(w) a la funcién de utilidad del asegurador y con
w, a la riqueza actual del asegurador medida en términos
monetarios, entonces la prima minima aceptable H para asumir una

pérdida aleatoria X, desde el punto de vista del asegurador, puede

determinarse como:
u,(w,)=Elu,(w, + H - X)) (1.1.3.6)

.El lado derecho de (1.1.3.6) es la utilidad esperada asociada con el
cobro de la prima H y el pago de la pérdida aleatoria X . En otras
palabras, el asegurador es indiferente entre quedarse como esta
actualmente o proveer aseguracion para una pérdida X recibiendo
una prima H. Si el asegurador es adverso al riesgo, u'(w)>0 y
u"(w)<0, nosotros podemos usar la Qésj;é;jaldad de Jensen para

poder escribir que:
u,(w,)i&sﬂu,(w, +H-X)|<u,w,+H-px) (11.3.7)
Asi, podemos concluir entonces que H >x . Si G, representa el

resultado obtenido por el posible asegurado, resolviendo (1.1.3.4), es

tal que, G > H >x , entonces es factible una péliza de seguro, esto




significa que la utilidad esperada de ninguna de las dos partes del

contrato disminuira.

La determinacion de u,(w), que es la funcién de utilidad del
asegurador, podria ser complicada, si por ejemplo éste asegurador
no es un individuo sino una asociacion, corporaciéon o agencia de
gobierno. Una de las responsabilidades del proyecto es la
formulacion de un conjunto coherente de preferencias para diversas
empresas riesgosas a las cuales se podria ofrecer aseguracion.
.Estas preferencias pueden involucrar compromisos entre actitudes

conflictivas hacia el riesgo entre los grupos de accionistas.

Utilicemos una funcién elemental para ilustrar las propiedades de las
funciones de utilidad. Como vimos, es aceptable pensar que la
mayoria de los casos de seguros, involdgﬁfé‘n funciones de utilidad
crecientes y concavas; por esto, preééﬁtamos una de las mas

comunes funciones de utilidad, la exponencial.
Una funcién de utilidad e’kpohencial es de la forma:

u(w)=—-e=", a>0
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Y posee varios aspectos interesantes:
Primero u'(w)=a e ” >0 y u"(W)=—a’e"" <0 VweR

Por lo tanto, u(w) es la funcién de utilidad de un individuo adverso al

riesgo.
Segundo E|-e* |=-Ele=*|= M, (-a).
Que es lo mismo, buscar la funcion generadora de momentos de X.

Tercero —e % = E|-e )|, entonces " =M (), por lo tanto

G =M, es decir, las primas G de aseguracion no dependen
a

de la riqueza de un individuo con funcuon i:de' utilidad exponencial.
Pues como se puede observar G.\'l:.no depende de w. La
comprobacién para el aségufador es hecha sustituyendo la funcion
de utilidad expor}%gal con parametro a4, en (1.1.3.6),

—e* ™M = El— e‘“’(*‘_"‘H'x)l, entonces —e ™ =—e ™M (q,), por lo

tanto H = Mj—(—(a—l)

a,




.2 Modelos de la Matematica Actuarial
1.2.1 Introduccion a los Fenomenos Actuariales

Un fendmeno actuarial es fundamentalmente aleatorio, y los sucesos
que implican pueden ser interpretados en términos monetarios, como
ya se dijo en la seccion anterior las personas desearian saber
cuando les ocurrira un accidente, con el fin de poder enfrentarlo con
un plan de contingencia, y evitarse el tener que pagar un seguro
contra accidente por ejemplo, pero como se sabe esto es imposible,

en definitiva un fenébmeno actuarial, puede ser definido por:

x=g(w)

Donde w son los valores aleatorios denﬁ'd' de un espacio Q que
contiene todos los posibles sucesos y x el valor financiero que le

corresponde.

El objetivo de la Ciencia Actuarial es el de valorizar las
consecuencias financieras de un suceso, partiendo del conocimiento

de su probabilidad, el fenémeno actuarial nos obliga al conocimiento




del correspondiente espacio de probabilidad, es decir de su funcion

de distribucion.

La edad en un ser humano es su tiempo biolégico o biométrico, el

cual transcurre dentro del tiempo fisico, que es el tiempo del

calendario. Esta diferencia se resalta debido a que el tiempo

biolégico es el parametro fundamental usado en los calcuios

actuariales y por el cual varian los valores econémicos obtenidos a

partir de los mismos.

La formulacion de un modelo de tiempo biométrico requiere

previamente la exposicién de algunos principios fundamentales

PRINCIPIO DE HOMOGENEIDAD

Este principio afirma que los individuos déht_ro\ de un grupo en el que

se va a definir fenémenoé,c}e_-{ supervivencia tienen la misma funcién
de distribucion de prob,ab_ilidad para la variable edad de muerte, lo
que significa que ei“grupo es homogéneo, es decir todos los
individuos dentroi_de Qn estudio actuarial y que tengan la misma
edad, tendran la misma probabilidad de sobrevivir a una determinada

edad, de lo que se deduce que la funcion relacionada es biyectiva.




PRINCIPIO DE INDEPENDENCIA

Sostiene que la probabilidad de que un individuo aicance cierta edad,
no depende de que otro integrante del estudio actuarial sobreviva o
muera, lo que quiere depir que las variables que intervienen en la
obtencion de resultados son estocasticamente independientes; por
ejemplo, esto se refiere también a que si hablamos de seguros contra
enfermedad, omitimos la situacion de que una persona contagie a

otra.
PRINCIPIO DE ESTACIONARIEDAD | )'

Establece que en las consideraciones y formulaciones que se hagan
para bienes o seres humanos, solamente inteniiene el tiempo de

vigencia o el tiempo bioldgico, respectivameinte.

Estos tres principios pueden expresarse en la siguiente probabilidad:

_ %,; <x,)=P(X, <x,)P(X,<x)..P(X,<x,)




Que es la probabilidad de que » individuos mueran a las edades
X,,x,,...x,, donde X, X,,.. X,  son las variables que representan la

edad de muerte.

Como se puede apreciar, esta probabilidad cumple con los principios
de homogeneidad porque las distribuciones marginales tienen la
misma caracteristica, cumple también con la de independencia ya
que la distribucion conjunta es la multiplicacién de las distribuciones
marginales, y el principio de estacionariedad porque esta expresién
no depende del tiempo fisico sino solo de la variable edad de muerte,

que es definida formalmente en la siguiente seccion.

1.2.2 Funcién de Supervivencia

Definamos la edad de muerte de un recién nacido por X como una
variable aleatoria continua, y la funcién":dé probabilidad de densidad

acumulada por:

T RW=PrX<x) xs0 (1.2.2.1)

La cual es la probabilidad de que la edad de muerte de un recién

nacido sea menor o igual a x.




Por lo tanto podemos escribir a la funcion de supervivencia

acumulada como:
s(x)=1-F(x)=Pr(X >x) x20 (1.2.2.2)

De acuerdo con la definicion de la funcion de muerte podriamos decir
también que F(0)=0, lo que implicaria que s(0)=1, esto significa
que no se consideraran las muertes ocurridas antes de nacer, como

un aborto por ejemplo.

La probabilidad de que un individuo muera entre las edades x y z es:
Prix<X<z)=F (2)-F(x)= s(x)— s(z) (1.2.2.3)

Y en el caso de tratarse de una Gtisiﬁbudén continua esta

probabilidad sera:

Prx < X < 2)= F'(e}+ O(h) (1.2.2.4)

Esto quiere decir que la Pr(x < X <z)— f(x)s con la misma rapidez
de convergencia que lade h— 0, f (x) es la funcién de densidad de

probabilidades de x.




Podemos decir también que la probabilidad de que un recién nacido

muera entre las edades x y z es:

F(z)-F(x) _ s(x)-5(z)
e ) (1.2.2.5)

!
|
I
i Pr(x<X£z|X>x)=

1.2.3 Tiempo de Muerte

El simbolo (x) puede ser llamado edad x de vida, por lo tanto el

tiempo de vida futuro de (x) sera X —x al que se representara con

().

Usaremos también la siguiente notacion:

. =Prir)<d] *az0 (1.2.3.9)

que puede ser interpretadla':*domo la probabilidad de que un individuo

antro de t anos, de aqui podemos entonces

de edad (x) muera

definir también: . g

po=l-q,=Pr[T(x)>1] 120 (1.2.3.2)
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que es la probabilidad de que un individuo de edad (x) sobreviva a la

edad x +1¢, y por lo tanto:

Po=sx) x>0

Para representar la probabilidad de que un individuo de edad (x)

alcance la edad x +¢ y muera dentro de u afios se usa la notacion:

i s = Prlt <T(x)st+u]
:t+uqx—th

=D Px (1.2.3.3)

Dentro de la notacion actuarial el valor / para _ciai tiempo, dentro de
las expresiones definidas es omitido, asi por ejemplo para u =1/

tenemos que ,, g, sera representado como 14, igual sucede con las

otras representaciones.

Podemos expresar también a ,p, y ,q,, en términos de la funcion de

supervivencia s(x), de la siguiente forma:
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F(x+Ax)- F(x)
1 —F(x)

Pr[x<XSx+Ax| X>x]:

F(x+Ax

Como se sabe A)—F(x) es F'(x)=f(x), cuando Ax—0,
b 4

que es la funcion de densidad de probabilidades de la variable

aleatoria continua edad de muerte, tendriamos que

F(x+Ax)- F(x)= f(x)Ax, entonces se tiene:

Prlx < X <x+Ax| X >x]= Slpx

1-F(x)

f(x)
1-F(x)’

La funcidon se interpreta para cada edad xcomo la fuerza

de mortalidad a esta edad, y es denotada por u}x' , tenemos entonces

que:

we . f6) f_ ¥S'(x)
e AR (1.2.4.1)

Debido a las propiedades de f(x) y de /- F(x), se tiene que » . > 0.

A e, - Bo2 2

(= S ==
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D, ==:lo - 11} (1.2.3.4)
xpo S(x)
= 0= st +1) (1.2.3.5)
P

En la que (1.2.3.5) es igual a (1.2.2.5) con z=x+¢, y a partir de

(1.2.3.3) podemos obtener que:

s(x+t)—s(x+t +u)
s(x)

t qx =

B s(x+t)s(x+t)—s(s+t+u)

- s(x + t) s(x)

_ s(x+t)s(x+t)—s(s+t+u)

s(x) s(x+1) |

:tpx w1 § (1 -2.3.6)

1.2.4 Fuerza de Mortalidad

A partir de la ecuadén (1;2.2.5) podemos escribir lo siguiente, para

z=Xx+Ax:

RS, WAt - R S ST




despejando —x ,d

Se pueden obtener otras expresiones importantes en el calculo

actuarial y que seran utilizadas en capitulos posteriores, donde se

requerira a la funcién se supervivencia s(x), en funcion de 4 _ .

Cambiando x por y, obtendremos:

_—50)
Ts0)

¥

-y, d, = dins(y)

Integrando esta expresion entre x y x+n, se tendria:

_xrﬂ,ydy :IH[M] —.;.Innpx
x - S, X

Cambiando a la notahgdn de Euler

nPx = 8%— Iluydy)

(1.2.4.2)

Bl b St Tt =

A

=

REL T W
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Si s = y —x tendriamos:

ya =exp(— Tpmdx) (1.24.3)
0

En particular:

Py =s(x)= exp(— E,, Sds) (1.2.4.4)

' Podemos escribir también que:

F(x)=1-s(x)=1- exp(—— ’ip sd,) (1.2.4.5)

)= )= -u.d rpa,  (1.248)

Ademas, la funcién acumulada y la funcién de densidad de

probabilidades para T(x), son respectivamente G(1) y g(t), por lo
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visto anteriormente en (1.2.3.1), G(t)=,q,, por lo tanto como

G'(t)=g(t), entonces:

=——ilqe =

2(0) d d [1_ s(x+t)] B s(x+t)[_ s'(x+t):|

dt dt s(x) | s(x) s(x+1)
g=pu. 120 (1.2.4.7)
De (19),
d d d
— = eesll [ e = 1.2.4.8
9= =p)=—p=pp )

La probabilidad de que una persona sobre\)iva_ a una edad avanzada,
hablando de edades superiores a 70 afios, es baja, por lo menos
podemos pensarlo de esa manera, segun vel promedio de vida en
nuestro pais. De cualquier fp_rma si un ih‘div‘iduo que ha alcanzado la

edad x, puede sobrevivir a una edad x+n, siempre y cuando x+n

no sea muy grande. deﬁnltwa si n tiende al infinito , p_ tiende a

0, esto puede e‘s;:ribirse como:

lim p =0

n—w
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x+n

Por lo tanto /im(-log p.)= = lo que quiere decir que lim [u d, =

1.2.5 Referencias a las Tablas de Mortalidad

Dentro del estudio de la Ciencia Actuarial es necesario tabular ciertos

parametros como ,p_ 0 ,q,, dentro de una Tabla a la que llamamos

Tabla de Mortalidad o Tablas de Vida segun el punto de vista en el

cual se lo vea.

- Sin embargo, no solo estos dos parametros serviran para el célculo

actuarial, sino también podriamos querer saber, por ejemplo, el

numero esperado se sobrevivientes a una edad especifica x, para
esto llamaremos como /, al nimero de récié_n nacidos de un cierto
grupo poblacional, lo que implica que cad‘aifxvaﬁable edad de muerte
de un recién nacido, tiene una distribucién éspeciﬁcada por la funcién

de supervivencia s(x).

Definamos como e(x'):al" numero de supervivientes a la edad x de la

cohorte, y a los subconjuntos de recién nacidos los llamaremos por

j=12,...,1, tendremos entonces que:




ox) = zz

donde 7, es un indicador para los supervivientes de vida j, el cual y

es:

J

;= 1 silos j sobreviven a la edad x
10 enotrocaso

Notamos que |7, |= s(x), entonces:

Ele@]= 3l = 1,5()

Segun lo expuesto anteriormente, E[¢(x)]=1, es decir, I, es el valor
esperado del nimero de sobrevivientes a la edad x de un grupo de

recién nacidos /,. Podemos escribir entonces que:

1, =1,5(x) (1.2.5.1)



|
|
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Como podemos suponer también que los indicadores I, son
mutuamente independientes, concluimos entonces que (x) tiene

una distribucion binomial con parametros n=1,y p= s(x).

Ahora definamos como , D, al nimero de muertes ocurridas entre las
edades x y x+n, y representaremos con ,d, a su valor esperado,

es decir ,d, = E[,D,].

Como ya lo hemos visto, un recién nacido tiene probabilidad de
muerte entre las edad x y x+n dada por s(x)-s(x+n), tendriamos

por lo tanto:
n dx = 10 [S(x)— S(x + n)]
entonces:

d =1-1, (1.2.5.2)

Sabemos que 1. =I,s(x), ademas de que s(x)=.p,; debido a esto

podemos escribir lo siguiente:

e e

8
¥
!
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| 1, =l,expl- [ ,d,)
o, =Lepl-[7u,d,)

L —1,,=["ly,d=d (1.2.5.3)

x yry T nlx

1.2.6 Mortalidad en Grupos Homogéneos
Consideremos un grupo de individuos con caracteristicas
" homogéneas que los hace similares entre si, entonces, podemos

referimos a la edad de un grupo, como una variable aleatoria, asi
como las probabilidades de muerte y sobrevivencia en una

| determinada edad.

|

i o g

| Un grupo de individuos pueden representarse dentro de un grupo

homogéneo como:

Donde éstas variables representan las cabezas de edades del grupo,

si todas estas cabezas de edades sobreviven, nos referimos a la




sobrevivencia del grupo. De igual forma, si una de las cabezas de

edad muere, entonces nos referimos a la “muerte” del grupo en su

definicién original, transformandose asi en un nuevo grupo, lo que !
significa que el tiempo de vida del grupo es el tiempo transcurrido {
desde que se conformo el grupo, y la edad de muerte no es otra cosa

que el tiempo en que desaparece una de sus cabezas de edad.

Por el principio de independencia tenemos que la probabilidad de

que un grupo alcance la edad ¢ es:

n s(x, +1)
tpx,,xg.xj,....,x. :tpx, tpx_, lpx,“"tp.r,, = H ‘

1y

(1.2.6.1)

Por lo tanto, la probabilidad de que un grupo con cabezas de edad
X,,X;,X;,....,X, Muera a la edad ¢, en otras palabras la probabilidad

de que una de las cabezas de edad de este grupo desaparezca es:
n s(x, +1)

th,.xz.x_, ..... T B _tpx, tpx, tpx_,""tpx. :1—HW (1'2'6'2)

i=1

Donde esta expresion representa la funcion acumulada para la

variable edad de muerte ¢ del grupo, Entonces si p(r <7)=afr),



tendriamos por consiguiente que la probabilidad de que un grupo de

edad muera entre las edades ¢ y At, sera entonces definida por:

ot +A1)-dft) = ()1 +0(A1)

Y la misma probabilidad pero con la condicién de que el grupo

supere la edad ¢ , vendria dado por la siguiente expresion:

Wt +a1)-2r) _ D(p
) 203tk

Por lo visto anteriormente ?'(2;?,’) representa la fuerza de mortalidad

del grupo homogéneo es decir:

5 <I>'(t)£\t

ﬂx,+t,x1+t,x3+l ..... Xptt T 1 ¢(t)

- Ahora, podemos expresar a o(t) como:

)= 1- 'HIIIFgc(+)h)




Se puede escribir entonces:

CIj(t) n F(x +I)H1 F(x +t) n F(x +t) )[1 q(t)] 1;

7 F(x)i= 1-Flx) oy F(x, +

Debido a esto, podemos deducir una relaciéon entre la fuerza de
mortalidad del grupo y las fuerzas de mortalidad de cada una de las

cabezas de edad x,,x,,x;,....,x, reescribiendo u ., . ... .. .x . COMO:

_ 2?0 _
# XXy Xyt Xyt I— dt) 1 _dt) i=1 ] — F(xi + t)

Tenemos entonces:

(1.2.6.3)

:u Xy, X+, X3 H . x_+t z:” x;+t

Es decir

/uxln,xz X3 Xy +T ::u x;+t +1u Xy +t +/u X3+t te.. +ﬂ X, +t
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Lo cual significa que la fuerza de mortalidad del grupo es igual a la
suma de la fuerza de mortalidad de cada una de las cabezas de edad

que pertenecen al mismo.

1.2.7 Probabilidades en Tablas Ultimadas y de Grupos

Seleccionados

La funcién de supervivencia para construir una tabla de mortalidad,
se ve algunas veces afectada por informaciones adicionales, que
podrian llevarnos a que al evaluar las probabilidades basadas en el
tiempo de vida futura de un individuo, la funcién de supervivencia sea
no apropiada; para mostrar esto, supongamos que una persona (x)
tiene cancer, éste hecho nos hace pensar que el tiempo de vida

futura de (x) es diferente a la de alguien que no tiene ésta

enfermedad. En este caso, la funcién de supervivencia elegida para

(x), debe considerar la situacion mencionada.

El modelo completq.{g@‘ra un subgrupo especial seleccionado, que
pertenece a un grupo géneral, es un conjunto de funciones de
supervivencia. Uha funcién para cada edad, que reconozca una
informacion determinada, puede ser descrito por medio de una

funciéon general de dos variables; la primera es la edad a la que por
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ejemplo se adquiere un seguro o enfermedad [x] y la segunda

variable, es el tiempo de duracion de la pdliza o la enfermedad .

Al tiempo ¢ lo denominaremos periodo selecto, dentro del cual las {
probabilidades, para el subgrupo seleccionado, son encontradas a

partir de la funcion de supervivencia bivariada descrita anteriormente,
y después de este numero de afios, la funcién de supervivencia S(x)

general, puede ser utilizada para todo el grupo.
| Para una duracién mayor o igual a ¢, podemos decir que:
D ihirs St Z9ene V20 (1.2.7.1)
Es decir, si t = 15 escribiremos, para alggné edad x
‘I[x_z}m = q[;}gs 5 :;Ix;ls

Esto es debido a qq@fﬁs:columnas de datos dentro de una tabla de

mortalidad, a una duracion f+j se describen por la funcion de

supervivencia general S(x), y son llamadas Columnas Ultimadas.
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Si una Tabla ademas de tomar edades dentro del periodo selecto,

toma en cuenta tiempos mayores a ¢, es decir ¢+ j, €s conocida

como Tabla Ultimada y de Grupos Seleccionados.

A continuacion se presenta una figura que ejemplifica lo expuesto
anteriormente, para un tiempo de duracion (selecciéon) de 15 afios,
las edades de 30, 31, 32, 33, 34 tienen probabilidades de muerte con

ciertas caracteristicas.

~En la Figura 1.2.7.1 notamos por ejemplo que la probabilidad de
Fsij1s = 947, Y@ Que ha transcurrido un tiempo mayor que el tiempo
seleccionado y que gy, # g5, POr que tan solo han pasado un afno

desde la edad seleccionada y no ha pasado el tiempo de duracién
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Figura1.2.7.1 Representacién para 15 anos de periodo seleccionado,
de probabilidades de muerte.
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Capitulo 2

ROCESOS DE MARKOV

.1 Introduccion

" Dentro de este mundo, cuyos cambios son cada vez mas acelerados,
los fenémenos concernientes a éstos son totalmente impredecibles,
ni siquiera los mas evolucionados adelantos tecnologicos pueden
encontrar las bases de los hechos 'ant_esf ‘mencionados, que
evidentemente tienen origen aleatorio. P.o,g"gjemplo, nadie desea salir
lastimado cuando conduce su auto hacaa 'sh lugar de trabajo, pero si
esto ocurre, no podem:}g culparnqs dé équello; no sabiamos que
ocurriria; esto es un suéésb aleatorio, y un suceso aleatorio forma

parte de una estrucﬁﬂ.éteatoria.

Supongamos la existencia de cierto fendmeno, Cuyos sucesos O

eventos se dan en distintos instantes los representaremos como:
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5,8,

Definamos algunas operaciones con estos sucesos del fenémeno
estudiado cuyos resultados sean también sucesos del mismo, con el

fin de formar un algebra de sucesos:

Contraposicion. Si tenemos un suceso S,, definamos el suceso S, ,

que identificara lo que no es S, o el complemento de S, .

~ Unién. Tomamos dos sucesos S, y S, representamos el suceso
union como S, US,, que ocurre cuando se presenta S, O se

presentas .

Interseccion. Tomamos dos sucesos S,y S ;» representamos el

suceso interseccion como S, NS, y ocurre cuando los dos sucesos

se presentan al mismo tiempo.

o) %
B

Condicional. Tomamos dos sucesos S, y S, representamos el
suceso condicional como S§,/S,, y ocurre cuando se presenta el

suceso S, habiéndose ya presentado S, .




A toda la familia de sucesos o eventos la representaremos con ¥ y
determinaremos cual es su estructura conjuntamente con las
operaciones definidas anteriormente entre ellos.

Definamos también un espacio Q denominado espacio muestral, el
cual también es un suceso y recoge todas las posibilidades del

fendmeno.

Ahora, podemos decir por lo antes mencionado que se deberan

cumplir las siguientes propiedades:
1. QeVy

2. S, e¥>Sie¥
3. [(Sinj)e‘sz lS,. v, GIPJ

4 (558 )eul= |5, ns wj

g

Si la 3 propiedad es generalizada para todos los sucesos

pertenecientes al fenémeno, tendriamos que:
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Una familia de subconjuntos del conjunto Q, que cumple las
propiedades 1, 2, 3, 4, 5 se denomina Clase Completamente aditiva
o Algebra de Borel, y si cumple solo las cuatro primeras solo la

llamaremos Clase Aditiva.

Al Algebra de Borel la representaremos con > y podemos decir
entonces en conclusion que se constituye a partir de la familia ¥, con
- las operaciones de unién, interseccion y complemento en un numero
finito o infinito numerable. Luego de haber definido el Algebra de

Borel, definamos ahora como estructura aleatoria al par formado por

@x).

Necesitaremos encontrar una medida’.\,,}}j (Si')que podamos utilizar

dentro de esta estructura aleatoria, .quev debido a su origen aleatorio

debera ser una medidal de la aleatoridad, entonces esta medida es

una funcién definida sebre un Algebra de Borel, y que cumple con las

siguientes propiédades:

1. ,u(S,.)Z 0




2. La medida de la union finita o infinita numerable de sucesos es

menor o igual que la suma de las medidas de los respectivos

SuCesos /u(L"JS,.) <3u(S)), y la igualdad sucedera cuando los
i=1 i=1
conjuntos sean disjuntos, es decir p(L"JS,.) =>u(S,) si S,nS, =6
i=1 i=1

V(i = j).

Figura 2.2.1 Espacio Muéstral Q

Ya que Q es el conjunto que Acomprende todos los posibles
resultados del feno%wo podemos considerar que la medida del
evento universal 'e‘s -;:1 , esto es #(Q)=1 y que por la definicion de
u(S,) bodemos éfirmar que la medida de los subconjuntos de Q sera

mayor o igual a 0, y menor o igual que /.
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0<u(S,)<1

Asi, a la probabilidad sobre los eventos podemos considerarla como

una funcién de medida, y si lo es debe cumplir con lo siguiente:

1. P@Q)=1

2. L"JS,.)z YPS) si S,nS,=¢Vizj
i=1 i=1

De acuerdo a esto denominaremos estructura aleatoria

- probabilizable, espacio probabilistico o estructura estocastica a una

estructura aleatoria en la que puedan determinarse probabilidades

para los sucesos que se encuentren en un fenébmeno cualquiera, y

esta representado por la terna (Q,Z,P),' donde P es la funcién o

medida de probabilidad.

Lo que nos interesa, para tener un cercano significado de los

acontecimientos que suceden todos y cada uno de los dias de

2

fminar las probabilidades y asi obtener una

L o

nuestra vida, es deét

medida de verosimilitud de cada suceso, como en el ejemplo del

automovil.
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2.2 Procesos Estocasticos

Un proceso estocastico se comprende como un fenémeno aleatorio
definido en un ambiente cambiante, es decir un concepto basado en

términos temporales, definamos entonces ios siguientes elementos:

¢,, donde t€lt,,T], t, y T podrian ser iguales a - y+o

respectivamente.

Si representamos los sucesos elementales de un fendmeno aleatorio
como zse podria considerar a ¢, como una funcion de este

parametro conjuntamente con ¢ luego, podemos decir entonces que:

E=X@t) v (2.2.1)

Llamaremos sucesos o puntos elementales del proceso a todas las
funciones de t, es decir, "a‘?%odas las trayectorias posibles dentro de la

relacién (2.2.1)
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oy

Figura 2.2.1 Trayectorias posibles dentro de #, = X{x,7)

Si deseamos un proceso estocastico necesitamos conocer las
probabilidades, y ya que estamos dentro del algebra de Borel,
podemos pensar que si es posible hallar los intervalos en el proceso

sobre los cuales tendrian que definirse las probabilidades.

Consideremos un valor dentro de [t.,,,;]}f}' al que llamaremos ¢, y al
que le hacemos corresponder dos numeros a, y b,, dentro de las

trayectorias del proceSo, donde estaran un grupo de curvas, las

cuales cumpliran las siguientes condiciones:

a, <x, <b, (2.2.2)




Tenemos ahora el intervalo (a,,5,), definido por ¢, como el conjunto 1
de curvas que cumplan la condicion (2.2.2), este intervalo se ]

denominara base unidimensional. A

Figura 2.2.2 Conjunto de curvas que
cumplen la condicién a, <x, <,

De la misma forma, podemos definir el intervalo de base r como el
conjunto de curvas que cortan a las r 4p{érpendiculares en los tiempos

{,,t,,...,t,, por lo tanto té_ndriamos que:

1
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En este conjunto de intervalos podemos definir las distintas
operaciones que nos conducirdn al Algebra de Borel y podemos i
entonces referimos a las probabilidades de los sucesos, quedando

definida asi la dimension estocastica del proceso. A

2.3 Espacios y Distribuciones Finito Dimensionales

Si tenemos la variable £, y consideramos los siguientes valores
1 )(t,.1, )t 15,-1,), podriamos tener ¢, y al considerar un
~cierto valor x,, podemos establecer que P(g . Sx,.)z F, (x,), donde

F, (x,) es la distribucion acumulada marginal de £ , , i = 1,2,3,....n.

De la misma forma, podriamos llegar a formar la distribucion

acumulada conjunta n-dimensional como:
o 3 SXE  SHrata k<K )= F,P,p____.,"(x,,xz,....,x")

De acuerdo a esto dénominaremos espacios finito dimensionales a

los definidos por las bases, y distribuciones finito dimensionales, a

las que corresponden a los espacios. Esta claro que dado un proceso
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estocastico #, = X(4,) pueden deducirse de él las distribuciones

finito dimensionales; por ejemplo si tenemos el proceso

SR A

P

Et :pt ,a”

Para cada valor de x existira una recta que pasa por el punto t=0 y

cuya inclinacién viene dada por dicho coeficiente » .

of “t%

i

Figura 2.3.1 Rectas cuya inclinacién esta dada por el coeficiente »

Si la funcién de densigad de probabilidad de » tuviese la forma p (1),

la densidad marginal para ¢, sera:

o)
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y la funcién de distribucién acumulada estara dada entonces por:

F()= | 1, (e

y lo mismo se tendria para cualquier nimero de dimensiones.
Pero esto no es suficiente para definir un proceso estocastico,

deberan ademas cumplirse las condiciones de consistencia de

Kolmogorov:

1. E,.t,,.....r,,(xl»xz’""’xn):Fu,,ti, ...... ti,,(xil’xiZ"“"xin)

Xy >R

2 tmF (k)= Fy o e, )

A continuacién centraremos nuestro andlisis en una clase especial de

procesos estocasticos, los procesos de Markov.
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F.4 Propiedades Basicas de los Procesos de Markov

Empezaremos presentando a X(¢) como la representacién del
estado de un individuo al tiempo (edad) 7>0. Denotaremos un

proceso estocastico por {X(¢) > 0}.

Suponiendo que existe un numero finito de estados 1.23,....k,
entonces podemos decir que el proceso tiene un espacio de estados
{1,2,3,.....k}, decimos entonces que el proceso estocastico {X(1).s > 0}
~es un Proceso de Markov, si para todo s/>0 ademas de

i, j,x(u)e {,2,3,....k}, ocurre que:

P{X(s+t)=j/X(s):i,X(u):x(u), 0$u<s}=-P{X(s+t)::j/X(s):i} (2.4.1)

Lo que quiere decir que el estado de un il_‘i(ii'vi‘duo en el tiempo (edad)
s+t, depende solo del estado en el }:tiﬂempo (edad) s y no de los
estados en los instant,e's‘ anteriores 0 <u <s, dicha propiedad se

suele denominar progi

ad de pérdida de memoria del proceso.

Hay que anotar que los procesos de Markov pueden tener infinitos

estados, como por ejemplo la distribucion Poisson con funcion de

probabilidad descrita en (2.4.2) que representa un proceso
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estocastico con un numero infinito de estados, donde n representa un
numero de sucesos entre 0 y ¢, los estados del sistema en cualquier

tiempo t estan representados por n=0,1,2,3,....
-t 71
P.(0)= @,n =012,... (2.4.2)
n:

Sin embargo debido a que los estados de un individuo de edad ¢
pueden ser facilmente identificables y finitos podemos tomar la

definicion de Procesos de Markov mencionada anteriormente.
2.4.1 Cadenas de Markov

Una Cadena de Markov es un caso eSpeciaI' de los Procesos de
Markov. Se utiliza para estudiar el Qq‘mportamiento de ciertos

sistemas estocasticos a corto y largo p,lg_’zo.

Si se tiene un conjunto S ={/,23,....k}, donde {.23,...k} son un
numero finito de es{%s de un sistema en un tiempo (edad) >0
cualquiera, una;iprobabilidad p=p,(t) donde i e S, es la probabilidad

de que un individuo, se encuentre en el estado 7, en el tiempo (edad)

t.
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Definimos ademas como p! (j=123,....k) a las probabilidades

absolutas de que el sistema se encuentre en el estado 1,2,3,.....k en
el tiempo (por ejemplo la edad a la cual por ejemplo un individuo

adquiere un seguro de vida) 7, > 0, donde obviamente:

»p\ =1
JjeS
Se define entonces la matriz estocastica P =p,(s,s+¢), donde

i,je§, cuyos valores son llamados probabilidades de transicion

~ deun tiempo s a un tiempo s+¢. Es decir:

(Py P Pis Pu - - Pu
Py Pr Ps P - o  Px
Psi P2 Ps; Ps . . Pxn
P=\py Ppo Pis Pu ¢ - Pa
Py BgiPis Pee - - Pu)

Con ¥ p,, (s.s+1) :I Vies
jes g

Entonces, suponiendo que el sistema es Markoviano, la sucesion de

variables aleatorias X(f), con >0, es una Cadena de Markov

| S V-
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(finita y homogénea) con un espacio de estados § y una matriz de
transicion P, junto con las probabilidades iniciales p!*

(j=123,...k).
2.5 Probabilidades Absolutas y de Transicion

Mencionemos el siguiente ejemplo de estados X(¢) de un individuo

de edad ¢:
Cuando un individuo:

1. Se encuentra en buen estado de salud; podemos hacer que el

estado X(f)=1
2. Sitiene alguna incapacidad fisica, X (t)= 2

3. Simuere; X(t)=3

Tendremos entmees un proceso multiestados de tres estados con

sus respectivas transiciones, ver Figura 2.5.1
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‘ ™ 7 INCAPACITADO

1 ACTIVO |

3 MUERTE

Figura 2.5.1 Esquema de transicion de tres estados

Considerando este proceso de tres estados, la suposiciéon de Markov
de pérdida de memoria podria ser inapropiada, porque por ejemplo la
futura recuperacion de este individuo de edad f recientemente
incapacitado difiere de la recuperacion de un individuo que ha estado
incapacitado durante un largo periodo de tiempo y por lo tanto no
satisface la proposicion (2.4.1), ademés_ de que la probabilidad de
retornar al estado Activo podria ser diferente é iIa de ir de Activo a
Incapacitado, ya que puede la Incapat;idad prolongarse por un
tiempo que no puede ser deterininadd ‘esto puede ser superado
tomando en cuenta qué";-fanto 'depende permanecer en un estado por
un intervalo de tiempp (_i_eterminado, es decir la duracidén en el mismo,
en la transicion hacra otro; este caso es tratado en el siguiente

capitulo.

La probabilidad:

o
{
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. (s,s+)=PX(s+1)=j/ X(s)=1}, i,jefl,2,3,....k},

se define como probabilidad de transicion, Ié cual representa la

probabilidad condicional de que el sistema este en j en s+/ dado

que estaba i en s, esta probabilidad también se denomina
probabilidad de transiciéon de un paso, una probabilidad de transicion

de m pasos seria entonces generalizada como:
p,.j(s,s+m)sP{X(s+m)=j/X(s)=i}

Que es la probabilidad de pasar del estado i al estado j en

exactamente m transiciones (m puede también interpretarse como

m intervalos de tiempo).

Es importante definir también que:

py (s,s +40) =0

Donde:

5. = 1 ,sii=j
Tlo L sii#
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Si tenemos las probabilidades iniciales pg.‘) (j=123,....k), podemos

determinar las probabilidades absolutas del sistema después de un

numero especificado de transiciones, lo que se observa a

continuacion.

Sean p!*") las probabilidades absolutas del sistema después de n
transiciones en el tiempo s+n, entonces la expresion general para

(s+n)

p;™ en términos de p!) se puede determinar de la siguiente

manera:

pg"") = pgs)p,j(s,s+1)+ pgf)pzj(s,s +1)+p§’)p31(s,s+1)+...

=2pp,(s.5+1)

Se puede inferir de esta ecuacién lo siguierite:

pg“z) =% pi 'p, (s +.1‘,"§"+‘ 2)= )2 (? Pp(s.s + 1)) p,(s+1,5+2)

Pa : ,§'+1)Pij(s+1,s+2)) =3 p{'py(s.5+2)
k

Donde:




|
|
i
\
|
|
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pkj(s,s+2)= Zpb.(s,s+1)pij(s+1,s+2)
i€S

Es la probabilidad de transicion de dos pasos, es decir, la

probabilidad de pasar del estado £ al estado j en exactamente dos

transiciones (dos intervalos de tiempo).

Se puede demostrar por induccién que:

P = Zp.-‘)(kzspa (s.5+n—1D)py(s+n- LS*")) =27 Py (5.5+n)

d €S
En la cual:

pﬁ(s,s+n)= Zp,.k(s,s+n——1)p,g(s+n—'1,s+n)
kesS L
Que es la probabilidad de transicion de n pasos, es decir, es la
probabilidad de pasar del éstado i al estado j en exactamente n

transiciones.

Por lo Amostradov anteriormente, la probabilidad de transicion de dos

pasos es:
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p,.j(s,s+2)=égpik(s,s+1)py(s+1,s+2) 1

Entonces, p,(s,s+2) es el cuadrado de la matriz de transicion

P =p,(s,s+1), donde ¢ = / para este ejemplo.

Se lo puede apreciar claramente si desarrollamos la sumatoria

Parai=1y j=1,dondei,jeS=1{123,...k}

pu(s,s+1)p“(s+1,s +2)+ ..... +p,k(s,s+1)p“(s+1,s+2)

Parai=ky j=k,dondei jeS=1{123..k}

pulss+Dp,(s+1s+ 2)++ Puls, s+ Dpu(s+1,5+2)

Como se observa, ésto es el cuadrado de la matriz P, PP=pPP
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kezsplk(s,s+1)p“(s+1,s+2) ..
P =

Zpkk(s,s+1)pkk(s+1,s+ 2)
keS

Esta es entonces la matriz de transicién del estado i al estado j del

instante s al instante s+ 2.

Aplicando la identidad de la multiplicacion entre matrices, se tendria
que P"™ =P'P*, donde P’ es la matriz identidad, cuyos valores son
py(s.s+0)=5, y P! =p,(s,s+1), P =p,(s.s+u), donde las E

vienen dadas por las ecuaciones:
D (s,s + t)= 2. Py (s,s+ t— 1)py(s +t ~15+ 1)
kes o
D (s,s +u)= > Pa (s,s +u -—1)p,g(s +u—~1s +u)
o ke§

Con lo que se tiene @k sistema de ecuaciones:

py (5,5 +1+u)= épﬂ (s,s+ Op,(s+t,s+t+u), ijel{l2,. .k} (2.5.1)
=1
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A esta ecuacion se la conoce con el nombre de CHAPMAN-

KOLMOGOROV

La probabilidad de transicion p, (s,s+t) puede interpretarse como la

probabilidad ,p.’, que es el simbolo utlizado en Matematicas

Actuariales para determinar la probabilidad de que un individuo de
edad s en el estado i alcance la edad ¢ en el estado ;. |
Ahora definiremos en forma vectorial las probabilidades absolutas:
p(s+n) = {psm), pgm)’ P§s+n)’“", p£s+n)}
De acuerdo a lo mencionado anteriormente: " -
P = p(s)Pn '_

Es importante sefialar que las matrices P", donde n=0, son

estocasticas.

Por lo tanto:




e
k
> p,(s,s+f)=1  Paratoda >0
=k

Ademas, supongamos la existencia del limite:

At,t+h)-5 ..
u, ()= h],',z,+ p”( P ) y i,jefl23,..}

Entonces, si i#j, ;1,.].(1) representara la fuerza de transicion del

estado i al estado ;.

Recordemos de la Matematica Actuarial que la Fuerza de Mortalidad
de un individuo de edad x, x , definida en el Capitulo 1 representa

la fuerza de mortalidad, en la que:

Donde F'(x)=f(x), representa la funcion de densidad de

probabilidad de IaA Vériable aleatoria edad de muerte.

....




En este caso F(x) es 4, porque p, (1, +h) podria ser considerada

como la probabilidad de transicion del estado Vivo X() en la edad ¢
al estado Muerte X (¢ + 4) en la edad 7+ A y recordemos ademas que

p;(t1+0)=5 .

Pero aqui x, representa la fuerza de transicion del estado i al

estado j, pudiendo existir muchos estados, como por ejemplo. Vivo,
Muerto, Enfermo, Discapacitado, etc.; es decir, hemos llegado a una

generalizacion del concepto de fuerza de mortalidad, lo cual nos sera

muy util para el desarrollo posterior de este trabajo de investigacion.

El entorno en el cual podemos usar las fuerzas de transicion uy; sera

el mismo que se usa para la fuerza de mortalidad »_, observando
ademas que algunas transiciones no soh posibles, por ejemplo si el
individuo esta en el estado de muerte, no existe transicién a otro

estado.

Finalmente podemds acotar que las fuerzas de transicion y las
probabilidades ' de transicion son ahora relacionadas por las

siguientes ecuaciones diferenciales:
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g;pij(s,s+t): 5 pa(s.s+ 1), (s +1)
=t

2 p(s.s+0=30, 6, (5.5 +1)

el siguiente Capitulo, se desarrolla un modelo de mateméticas actuariales
artir de las Cadenas de Markov y se obtienen importantes observaciones

sde las aplicaciones numéricas.




Capitulo 3

CALCULO ACTUARIAL USANDO UN MODELO DE

MARKOV

3.1 Fuerzas Constantes de Transicion

Antes hablamos de los procesos de Markov Homogéneos, es decir
de procesos de Markov en los que las probabilidades de transicion y
las fuerzas de transicién definidas no depend_eﬁ ‘de| tiempo en que se
encuentren, podemos decir entonces que la probabilidad de

transicion de un paso es la misma para cualquier edad s .

Entonces la probabilidad p, (s,s+1) puede ser escrita como p,(t), de

igual forma podemos actuar con las fuerzas de transicion; es degir,

podemos escribir x,(¢) = «,, para cualquier .




Las fuerzas de transicion pueden ser consideradas matricialmente
como los valores dentro de una matriz 0 de kxkestados y la
funcion de probabilidades de transicion como ya lo hemos visto

puede ser expresada en la forma matricial P(r)

Asi, podemos entonces expresar en forma matricial las ecuaciones

de Chapman-Kolmogorof como:
P(t +u)= P()P(u) (3.1.1)

y las ecuaciones:

0 k ;
gpij(s,s+t)= Z}Ip,.,(s,s +t)ly(8ﬂ-t)

k

quedan expresadas como el siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales:




0 K
=P )= 2pilth,

%Pz’j(t): _é"ﬂpy(i)

que matricialmente puede expresarse como:

P'(t)=P()0

, donde P(0)=1I (3.1.2)
P'(e)=0P() |

resolviendo este sistema de ecuaciones diferenciales homogéneo

lineal de primer orden, por la férmula de Abel, se tiene la solucion:
P(t)=ce®
Como P(0)=1, se tiene que ¢ = /, por tanto:

. P(t): o

Desarrollando e?' en serie de Taylor obtenemos:

2,2
P(t)=e? =1+0t+ sz - (3.1.3)




Ahora bien, si la matriz Q0 tiene distintos valores propios i ) ,,..A

podemos decir que es diagonalizable por lo tanto 0 = ADA™ donde
D=diagh. ;) ,.1,) y A es la matriz de los vectores propios

asociados con los valores propios 4 , .

Entonces, tenemos reemplazando en (3.1.3) que

P(t): e = eADA" — eA(fag(l,,....J. Y , por lo tanto:

P(t)= Adiag(e‘ f e )A" (3.1.4)

de donde podemos escribir que los valores de la matriz P(t)son:

p,()= ia,.nvme“‘ , donde v es la entrada de la matriz ¥ = 47 (3.1.5)
n=1

Si los vectores propios no son "di..stintos, puede utilizarse la
descomposicion canénit:a de Jordan, que consiste en el calculo de
un vector caracteristico ‘generalizado, por ejemplo si tenemos una
matriz M cuadréda':( de 2x2, con un valor caracteristico de
multiplicidad é!gébraica 2, no existira otro vector propio que v,,
entonces se calcula el siguiente sistema de ecuaciones para hallar el

segundo vector propio v, que se necesita:




(A’[""I)Vz =V

En conclusion, al encontrar los valores propios y los vectores propios

de la matriz de las fuerzas de transicién 0, podemos determinar con

mayor facilidad la Matriz P(r).

3.2 Fuerzas Constantes de Transicién en Intervalos Discretos

Hemos asumido que las fuerzas de transicién de estados son
constantes con respecto al tiempo, lo cual nos permite expresar las
funciones de probabilidad de transicién de manera mas sencilla en

funcién de ¢.

Sin embargo, en la practica de aplicaciones actuariales no es tan
bueno esto, mas bien se necesita de fuerzas de transicion que varien
con el tiempo (es decir con la edad de un individuo), podemos lograr

esto usando fuerzas de transicion constantes solo en intervalos

discretos de tiempq_gggueﬁos.

Definamos x,(f)=» (" si [t .t ), para m=12,.... donde t, =0




Definamos también p!.(,."')(t) como la funcién de probabilidad de

transicion asociada con el intervalo de tiempo [.u+1) contenido

dentro del intervalo [’...-1 ,tm)

Expresando esto de forma matricial tendremos las matrices Q("') y

P™_ Definimos también m, como el entero que hace que

ln-1 <1<t, , podemos entonces ahora afirmar lo siguiente:

Pls,t)=P"e,, —spP e, 1, ). P™—r, ) (3.2.1) —

Como se ve claramente en la Figura 3.2.1 el intervalo de tiempo

continuo entre s y ¢ ha sido discretizado en intervalos continuos tal

como se ve en el grafico, de tal manera que-céda intervalo de tiempo

esté representado por fuerzas y pmbabilidades de transicion

constantes.




.?' . fm5+ 7 - = - tm ’_j
@7;) tm" tm,+2 t
@ +1)
Pyt = tm)
—_
(ns+2)

Cmgrz—Cmg )
—_—

) = (mé)_tm,—i')

—dl

Figura 3.2.1 Esquema de Fuerzas de Transicion Discretizadas,
Constantes en Intervalos de Tiempo

La ecuacion (3.2.1) no es otra cosa, que la representacion matricial

de p, (s,s+1), como vimos en el capitulo anterior, tratamos la funcion

de probabilidades de transicion y las fuerzas de transicion de forma
homogénea; ahora discretizando el tie'm;io entre s y ¢, el valor de

P(s,t) puede ser hallado para cualquiéf punto en el tiempo que sea

tomado como inicio. Las muchas aplicaciones Actuariales exigen

que se cumpla esta restriccion.

Sy

S
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3.3 Dependencia de la Duracion en un Estado E;

3.3.1 Introduccioén

Un individuo de edad media puede padecer la misma enfermedad
que un individuo de edad avanzada; sin embargo, la probabilidad de
muerte para el primer caso sera mas baja que para el segundo. Asi
también, si alguien sufre de alguna enfermedad por largo tiempo
evidentemente la probabilidad de que se cure pronto es mas alta que
la de alguien que recién adquiere la enfermedad, por supuesto si la
enfermedad es curable. En caso contrario la probabilidad de muerte
es I, pero en general esta probabilidad cambia segun el tiempo de
transcurrida la enfermedad. Ademas, también cambia la edad del
individuo. Estos aspectos no han sido considerados en las secciones
anteriores, pero es necesario consideraﬂés ya que las aplicaciones
actuariales en modelos de 3 estad.oLs‘ donde uno de ellos es la
incapacidad (enfermedéd), requiere de una aproximacion donde se
analice estos aspectgjse. ;

En el capitulo aﬁterior se menciond que el modelo de tres estados de
la Figura 2.5.1 puede ser representado por fuerzas de transicion y

funciones de probabilidades de transicion, pero para algunas
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aplicaciones actuariales, estas suposiciones pueden tener algunas
fallas, tal como la duracion del tiempo desde que se ingresa a un
estado cualquiera hasta que deja de estar en el mismo. Si se toma
como referencia el ejemplo citado de tres estados, el tiempo en
comenzar el estado 2 de incapacidad hasta volver al estado / de

activo, puede influenciar en las probabilidades de transicion.

El tiempo de duracion de un seguro de vida, por ejemplo, ademas de
la edad alcanzada por un individuo, influye en qué tan cerca de salir
de un estado se encuentra, asi como que tan cerca de ingresar a otro

esta, y a su vez al estar ahi, cuanto tardara en salir del mismo.

Al modelo que toma en cuenta este aspecto lo denominaremos

Modelo Semi_Markov.
3.3.2 El Modelo General de Semi-Mag‘kov

Por lo mencionado anteriormente podemos describir el Modelo de

Semi-Markov en términos de fuerzas de transicion.

Para lograr nuestro objetivo, utilizaremos el simbolo x,(t,u), que

representara la fuerza de transicion del estado i al estado jal




tiempo (edad) ¢ de un individuo que ha estado en el estado i por un

periodo de tiempo u; entonces, las funciones de probabilidad de
transicion requieren una definicion mas complicada que verifique el

tiempo de entrada al estado i .

Sin embargo, la definicion de un modelo estocastico de estas
caracteristicas nos lleva a unas expresiones poco convenientes para
las probabilidades, que se necesitan para la obtencién de valores

actuariales. En lo posterior, presentaremos una simplificacion para

estas expresiones.

Un modelo simple basado en la Figura 2.5.1 deja a éste en tan solo
dos estados; por supuesto, reduciendo al grupo de edad
seleccionado en individuos jovenes y de mediana edad, ya que el
porcentaje de mortalidad es bajo en este‘_’as casos, se supone que la
transicion a la muerte podria ser i’g_ﬁdrada y que las fuerzas de
transicion desde el 'jestado de incapacidad (enfermedad) son

independientes de la edad alcanzada.

> INCAPACITADO

Figura 3.3.2.1 Esquema de Transicién de 2 Estados

1 ACTVO




Pero lo que se necesita es un modelo mas general, que implique
multiestados y que tome en cuenta el tiempo dentro de los estados
seleccionados. Por lo visto, se requerird de algunas formas de
simplificacion del modelo; es decir, necesitamos una aproximacion,

para representarlo como un simple proceso de Markov.

3.3.3 Aproximacion por un Modelo de Markov

Tomemos un estado cualquiera de una persona (x); por ejemplo, el

hecho de que (x), sufra un accidente y sufra una fractura en el
tobillo, para su recuperacion total; es decir, para que ya no esté
‘enfermo”, debe pasar por varias etapas que las podemos
generalizar en dos: etapa 1 de atencion medica y etapa 2 de
recuperacion, en otras palabras, el estado de enfermedad se lo ha
dividido en dos subestados. Esta es una alternativa para analizar la

duracién de dependencia en un estado.

En el modelo de seguros para incapacidad de la Figura 2.5.1 esto
puede Iograrsp utlhzando la fuerza de transicion desde el estado 2
de ivncapacid’adn, la cual depende del tiempo desde que ocurrié esta
incapacidad (enfermedad) y por tanto podemos representar el estado

E, por dos subestados: no estable y estable.




El estado no estable podria ser cuando un individuo recién adquiere

la enfermedad y la fuerza de transicion es medianamente alta para

regresar al estado E, de actividad, como también para ir al estado

E, de muerte.

Mientras que el subestado estable puede ser concebido como el
estado en el que esta el individuo luego de cierto tiempo desde que

se inici6 la enfermedad; es decir, el periodo de cura o recuperacion.

Puede ocurrir que se pase de un estado no estable a un estado
estable, si esto sucede evidentemente la fuerza de mortalidad

disminuye, y la fuerza de transicion aumenta.

La generalizacion del estado de incapacidad no necesariamente
puede ser de dos subestados sino que iéi'nb‘ién puede ser de mas de

dos, si es necesario.

Este procedimienta de dividir estados en subestados, nos permite
aproximar algyné}'dxstribucién para una combinacion de etapas en
paralelo o en série, tal como se muestra en las Figura 3.3.3.1 (a) y
(b), donde el tiempo que se permanece en cada etapa puede estar

distribuido exponencialmente.
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- E2
1ACTNVO 2 :‘5.:22

3 MUERTE

Figura 3.3.3.1 (a) Subestados en Paralelo

1 ACTNVO ! 2 EnEz.. E»

3 MUERTE

Figura 3.3.3.1 (b) Subestados en Serie

Se tiene ahora que u#(f), >0 es wna funcidon continua que
representa la fuerza de mortalidad para un grupo de edades dados,

donde t es el tiempo'dg la pdliza de seguro, ademas tenemos de

b i'jﬂ(-‘ Jas
(1.2.4.4) que S(i)@,gg ®* , la cual es una representacion de la

funcién de supervivencia S(¢) correspondiente.
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Asi, se podria construir un proceso de Markov con tiempo
homogéneo con una funcién de supervivencia que converja a S(t). Y
tendriamos entonces, que cualquier individuo se mueve durante su
vida, dentro de un modelo multiestados con un nimero de estados

1,2,3,.... en sucesion hasta que su muerte ocurra.

La fuerza de transicion total desde cada estado, es decir
conjuntamente fuerza de transicion y fuerza de mortalidad, la
llamaremos 1 en cada punto en el tiempo, y la fuerza de mortalidad
estando en el estado E, es #(i/A). Por lo tanto, si 1 es la fuerza de

mortalidad total, entonces 1 —x(i/A) representa la fuerza de

transicion desde el estado E, al estado E, .

Ya que el tiempo transcurrido dentro de cada subestado lo
supondremos  distribuido exponenciaimente, cada evento en el
tiempo puede ser representado por un proceso Poisson, donde cada

individuo o bien muere, o bien se mueve hacia un nuevo estado.

Si representamos con N(f) al niumero de eventos dentro del intervalo

de tiempo (0,¢], y con I(t) a la funcién cuyo valor es I si el individuo

sobrevive al tiempo ¢, y 0 sino sucede asi; entonces:




P@)=n)= ¢

Y tenemos también,

P(I(t)=1/N(t)=n)=

P(1(t)= 1, N(t)=n)=1

y que,

o (L et L A —uli/A
PI)=1)=e 4 580 4 2uA)
Lo w1 nl A
Ahora podemos réﬁwesentar un modelo de dos estados: vida y
muerte en Ur;o de tres, separando el estado VIDA de la Figura

3.3.3.2 en dos subestados llamados SELECTO y ULTIMO. k|



1 VIDA [—® 2 MUERTE

Figura 3.3.3.2 Modelo de 2 estados, VIDA y MUERTE

1SELECTO | — | 2ULTIMO

3 MUERTE

Figura 3.3.3.3 Modelo de 3 estados, SELECTO y ULTIMO

Tomando como referencia el grafico podemos decir que, la

probabilidad de supervivencia para un grupo determinado es:
p“(t)+ plz(t): e“(f'lz*‘."u)‘ o ‘84.?:,)§%r11)"u]:e—l‘zj(t—-x)dx

= e‘("é‘*ﬂu)‘ +,u 123_'”2" []_ e‘(l‘u *I‘u‘l’u)f]

Bz HHs —Uos

o R
N

_ (”13 X4 23)9_(ulz+ﬂ”)‘ +u I2e_ﬂ”t (3.3.3.1)
Bzt s —H)s




Y la correspondiente fuerza de mortalidad sera entonces:

1pu0)+ 2]

Pu(t)"'Pzz(t)

u (t) =—

- (”23 —H 13”’12 +u 13)9_(yl]+p13) M 23e_h)‘ (3.3.3.2)
(”23 —H 13)3_6“1“”) —p "

Debemos entonces elegir los mejores estimadores para la fuerzas de

mortalidad »,, que mejor represente la seleccién para el grupo de

seleccionados, basados en la Figura 3.3.3.3

Tal como analizamos en la Seccién 1.2.7, ias probabilidades y las
inferencias sobre éstas, estardn sujetas a la teoria de Grupos

Selectos.

Con esta informacién, pedemos aplicar lo expuesto a cualquier tabla
ultimada y de grupos seleccionados.
En nuestro pais no existen tablas ultimadas y de grupos

seleccionados, y es por este motivo que los ejemplos numéricos del



proximo capitulo de esta investigacion, estaran basados en una

Tabla de Mortalidad Extranjera.

i
f

/




Capitulo 4

{ APLICACION NUMERICA

4.1 Introduccion

Todos los resultados obtenidos en el Capitulo 3, pueden
concatenarse de tal manera que nos conduzcan hacia un
procedimiento de calculo de probabilidades, mucho mas sencillo que
el de encontrarlas por medio de la funcibn /. de un grupo

seleccionado, y que se encuentra dentro de una Tabla Ultimada y de

Grupos Seleccionados.

En nuestro pais es poéo probabie encontrar Tablas de Mortalidad,
pues las que aphm las compaiiias aseguradoras son en general
extranjeras, peor | aun las Tablas de Grupos Seleccionados no
existen, es pof esto que vamos a considerar para esta aplicacion, la

TABLA I que contiene probabilidades de mortalidad y los valores
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correspondientes a la funcion [,,, la cual es un extracto de la

original llamada “Tabla Inglesa de Mortalidad para los Seguros’

publicada por el Instituto de Actuarios de Estados Unidos.

TABLA 1

Extracto de la Tabla Inglesa de Mortalidad para los Seguros.
Publicada por el Instituto de Actuarios

(1) (2 &) 4 G (© @)
IxXI q[x] qx]+1 gx+2 Ix] I[x]+1 Ix+2 X+2
30 0.0004376 0.0005737 0.0006988 33829 33814 33795 32
31 0.0004532 0.0005992 0.0007381 33807 33791 33771 33
32 0.0004771 0.0006344 0.0007900 33784 33767 33746 34
33 0.0005096 0.0006800 0.0008557 33760 33742 33719 35

34 0.0005511 0.0007365 0.0009366 33734 33715 33690 36

Encontraremos aproximaciones para las fuerzas de mortalidad » \*'de

un grupo de individuos a la edad :'["x;x+1), que se rigen por un

1
J
1
:
g

proceso multiestados, basados en la teoria de la Aproximacion de un
Modelo de Semim_afkov, por medio del método de los minimos
cuadrados; Iuegt)_;’?‘gif;nailaremos la matriz de probabilidades de
transicién P";V’(I), para con ésta encontrar matrices de probabilidad

en intervalos mayores a / con P(s+1).
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4.2 Aplicacion
Consideremos el proceso de tres estados de la Figura 3.3.3.3 para

describir la mortalidad del grupo selecto, suponiendo que las fuerzas

de transicién son constantes en el intervalo de tiempo [x,x + 7).

Para estimar 4%, 4\¥, 4%, necesitaremos de las distintas fuerzas

de mortalidad de la TABLA I, a las que llamaremos valores

tabulados, para las distintas duraciones de una poéliza de seguros,

dadas para, ¢t =0, I por:

B2 = ~Inll~f._4.,) (4.2.1)
y para ¢ > [ por la fuerza de mortalidad Lflti.mada
‘. #lar ==lill=g]) (4.2.2)
Donde T repres%[‘e}lvalor tabulado.

La fuerza dé mortalidad tabulada se incrementa durante los dos

periodos selectos [0,1) y [1,2), y permanece constante después, ésta




caracteristica no es considerada en nuestra correspondiente fuerza

de mortalidad » *)(f), que se encuentra determinada por la ecuacién

(3.3.3.2).

PARA LA EDAD x=32

TABLA 11

Datos Tabulados para t =2,y x = 32
con la ecuacion (4.2.1)

Edad x=32
Duracién Datos Tabulados

0.5 0.000477224
1.5 0.000599420
Ultimada  0.000699064

Por ejemplo, el primer valor de la TABLA 11, es obtenido al evaluar

(421)parat=0:

e t§2}+1/2 = ‘In(l - q[gﬂ)

-

El incluir /2 _en :(4;2.1) y (4.2.2), es para poder determinar un

estimador para »3”, ya que cuando 1=0, x(f)=x,,, El estimador
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para x$” supondremos que es el valor tabulado Ultimate de la

TABLAIL

Sélo nos faltaria estimar 4 %), que lo obtendremos al minimizar las

desviaciones cuadradas de x“?(f), con la ayuda del computador, es

decir minimizamos:

1
E)L [Tsz—t}nu/z —H (32)(t +1/2 )]2

Con ayuda de la expresion (3.3.3.2), para la regresion no lineal.
El resultado obtenido es el siguiente:

TABLA 11
Estimadores de la Fuerza de Mortalidad para x = 32

— S— - o 3
o P 1%

YR EPPTTY 0.000416126 0.000699064

s
e

La parte sombreada representa el valor estimado, con una tolerancia

utilizada igual a 0.0001.




0.00061

0.00059

0.00057

0.00055

0.00053

0.00051

0.00049

0.00047

0.5 15
|~ Modelo de Markov 0.000491925 0.000587597
Tabla de Mortalidad 0.000477224 0.00059942

Figura 4.2.1 Comparacién de la Fuerza de Mortalidad a la edad de
32 anos, dentro del Periodo Selecto de 0.5a 1.5

En la Figura 4.2.1, vemos que tenemos aproximaciones de nuestro

Modelo de Markov bastante cercanas a los valores tabulares.

En la TABLA IV, se presentan aproximaciones de las fuerzas de
mortalidad cuando la ‘ﬁéliza del seguro tiene una duracion de 0.5 a

10.5 afios, grafica en la Figura 4.2.2
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TABLA IV

Para x = 32. Comparacion de Fuerzas de Mortalidad con
duracion de la péliza del seguro de 0.5 a 10.5 arios

Duracién Estimacién Tabla |Diferencial
0.5 0.0004919  0.0004772 0.0000147
1.5 0.0005876  0.0005994 0.0000118
25 0.0006386  0.0006991 0.0000605
35 0.0006658  0.0006991 0.0000333
4.5 0.0006801 0.0006991 0.0000190
55 0.0006875 0.0006991 0.0000116
6.5 0.0006913  0.0006991 0.0000078
7.5 0.0006931  0.0006991 0.0000060
8.5 0.0006938  0.0006991 0.0000053
9.5 0.0006940 0.0006991 0.0000051
10.5 0.0006939  0.0006991 0.0000052

0.00072

0.00067

0.00062

0.00057

0.00052

0.0004

s

15 25 35

45 55 65

75 85 95 105

L——Modelo de Markov —— Tabla de Mortalidad |

Figura 4.2.2 Comparacion de las fuerzas de Mortalidad hasta 10.5

anos




Con estos estimadores de la fuerza de mortalidad podemos armar la

matriz O del Capitulo 3.1; y luego, hallando sus valores y vectores

propios, obtenemos la matriz de probabilidades de transicién PYI(1)

con (3.1.4).

Para el modelo de tres estados de la figura (12.2), tenemos que:

P u) 4 Wy

X X X {
Q( e 0 = gs) /‘ga) .
0 0 0

Los valores propios para Q') seran entonces:

Azz‘ﬂgz) )‘2:_4‘1(;2)'*'/”};2)). Ay=0
Y los correspondientes vectores prapi'ds“son:

e e T 1

0L v2=|0 v3=|1
0 0

vl =




Para x = 32, tendremos entonces que los valores y vectores propios

son los siguientes:

TABLAV

Valores propios de Q

A1 A2 A3
-0.00069906 -0.62353062 0
1.0004543 1 1
vi=| 1 v2=|0 vi=|1
0 0

Presentamos ahora la matriz  PYJ(f), definida por
P(t):Adiag(e“,....e“‘ 7, para 1=1, donde ¢ representa / afio
después de la edad x, es decir, e_sga‘s’i"probabilidades estan dentro
del intervalo [x,x+1) donde las fuerzas de mortalidad son
constantes. o |

1.0004543 1 i10.9993012 0 olo 1 =]
I 0 1 0 0.5360485 0|1 -1.000454 0.0004543
0 0 1 0 0 110 0 1
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0.5360485 0.4634631 0.0004884
PYI(1) = 0 0.9993012 0.0006988
0 0 1

Con un procedimiento similar tenemos que para x =33 y x = 34, los

resultados obtenidos son los siguientes:

PARA LA EDAD x=33

TABLA VI

Datos Tabulados paratr =2,y x =33
con la ecuacion (4.2.1)

Edad x=33
Duracién Datos Tabulados
0.5 0.000509740
1.5 0.000634661

Uitimada 0.000738403

La parte sombreada_rde, la TABLA VII, representa el valor estimado,

con una tolerancia utilizada iguai a 0.0001.

, TABLA vII
Estimadores de la Fuerza de Mortalidad para x = 33
;{'u) » ”63) - ”(33)23

UCYLRREYEE 0.000447279 0.000738403




0.00065

0.00063

0.00061

0.00059

0.00057

0.00055

0.00053

0.00051

0.00049

= Modelo de Markov
|==Tabla de Mortalidad

Figura 4.2.3 Comparacion de la Fuerza de Mortalidad a la edad de
33 anos, dentro del Periodo Selecto de 0.5a 1.5

TABLA VIl

Para x = 33. Comparacién de Fuerzas de Mortalidad con
duracion de la péliza del seguro de 0.5 a 10.5 afios

Duracién Estimacién Tabla |Diferencial
0.5 0.0005256  0.0005097 _ 0.0000159
15 0.0006242 00006347  0.0000105
25 0.0006766  0.0007384  0.0000618
35 0.0007044  0.0007384  0.0000340
4.5 0.0007189 00007384  0.0000195
55 00007265 00007384  0.0000119
65 00007303 00007384  0.0000081
75 0.0007320  0.0007384  0.0000064
8.5 0.0007327  0.0007384  0.0000057
9.5 0.0007329  0.0007384  0.0000055
10.5 0.0007327  0.0007384  0.0000057
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Figura 4.2.4 Comparacion de las fuerzas de Mortalidad hasta 10.5
anos

TABLA IX

Valores propios de Q%

A1
-0.0007384

vl= 1 v2=|0 v3=
0 0




1.0004653 1 1]0.9992619 0 00 1 o |
1 0 1 0 0.5345307 0|1 -1.000465 0.0004653
0 0 1 0 0 110 0 1

0.5345307 0.4649474 0.0005219

PO()=| o 0.9992619 0.0007381
0 0 1
PARA LA EDAD x=34
TABLA X

Datos Tabulados para 1 =2,y x = 34
con la ecuacion (4.2.1)

Edad x=34
Duraciéon Datos Tabulados

0.5 0.000551322
1.5 0.000680241
Uttimada  0.000790352

La parte sombreada _de‘s’yl'a TABLA XI, representa el valor estimado,

conuna tolerancia{ itilizada igual a 0.0001.




TABLA X1
Estimadores de la Fuerza de Mortalidad para x = 34

s s s

WACRR:RESELLE 0.000486862 0.000790352

RS o
R

S % R REERRNN NI LS SRR
0 m S e S SIS R
8 SN X RNXRNARR N AR sxi §s X SN & NS

R

0.00066

anxw“xf:“x e
e

= SN :~\ ;

0.00064

RN 3 NREEREEE SRS SR
SRENE NSNS & o
R "t;"‘i NN NS “’ﬁ & »;\‘x\x“;*’;};s&i}?‘"”““ N
Om Sh e 5 AliaaaaaaaaaeaRaaS
R & 5 s
= Sy
SR R X S
S 3 N
: & S 2 S N
SRR S R R
0.0006 NN SRS SRR
2 N }“ﬁié}ii};ﬁi‘ét{;ﬁi‘- SRR 13
SR NS R
SRS e Sl N
SSm ST SRR RRRRARRE
e e S :f:xwxixfcf:\fex:v??fxn\x SRS
o S S NI
0 Shaaae SRR S R R IR
5 e oy sy e R TIIRERRRES
e S A TR SR
S ! £ & \§ 3 \xﬁ&ﬁ;}mxu\\mc\x»\“\\ SRS
e N
R SR S SIRNRRRER
§ SRR SRERTN
SN Rraaas SRR SRR
0 m SE SRR R R R R R
* SRR \*ix S S S

0.00054

= Modelo de Markov
-~ Tabla de Mortalidad

Figura 4.2.5 Comparaciéon de la F uerza de Mortalidad a la edad de

34 afios, dentro del Periodo Selecto de 0.5a 1.5
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TABLA X1I

Para x = 34. Comparacion de Fuerzas de Mortalidad con
duracion de la péliza del seguro de 0.5 a 10.5 afios

Duracién Estimacion Tabla |Diferencial
0.5 0.0005677 0.0005513 0.0000164
1.5 0.0006699 0.0006802 0.0000103
2.5 0.0007246 0.0007904 0.0000658
3.5 0.0007538 0.0007904 0.0000366
4.5 0.0007692 0.0007904 0.0000212
5.5 0.0007773 0.0007904 0.0000131
6.5 0.0007813 0.0007904 0.0000091
7.5 0.0007832 0.0007904 0.0000072
8.5 0.0007839 0.0007904 0.0000065
9.5 0.000784 0.0007904 0.0000064
10.5 0.0007838 0.0007904 0.0000066

0.00079

0.00074
0.00069
0.00064
0.00059 -

0.08054

05

15 25 35 45 55 65 75 85 95 105

|=—Modelo de Markov ——Tabla de Mortalidad |

Figura 4.2.6 Comparacion de las fuerzas de Mortalidad hasta 10.5
afnos
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TABLA X111

Valores propios de 0

Ay A2 As
-0.00079035 -0.61903273 0

Los vectores propios y la Matriz P*“)(1) son los que siguen:

1.0004909 1
vl = 1 v2=|0 v3i=|1
0 0
1.0004909 1 1]0.99921 0 00 1 -1
1 0 1 0 0.538465 0|1 -1.000491 0.0004909

0 0 1 0 0 140 0 1

0.538465 0.4609711 0.0005639
PY(N=| o0 0.99921  0.00079
« 0 0 I

Ahora, ya que teﬁ&nos los valores de las matrices, PU?(1), P®9)(1),
PY)(1), podemos hallar con la ecuacion (3.2.1), la Matriz P(32,34) y

P(32,35), para poder ilustrar la proximidad con los valores reales.




0.286534406 0.712355372 0.001110222
P(32,34) = 0 0.998563566 0.001436434
0 0 1

0.154288757 0.843876665 0.001834578
P(32,35)= 0 0.997774661 0.002225339
0 0 1

La TABLA XIV, muestra las probabilidades de supervivencia, de un

individuo que se asegura a los 32 afos.

TABLA X1V

Comparacién de Probabilidades de Supervivencia

P 2 1-p13(32,32+t)  |Diferencial

0.99952289  0.999511625 0.000011265
0.998875207 0.998889778 0.000014571
0.998076012 0.9981‘65422 0.000089410

W N = ~

La probabilidad , p; por ejemplo, es obtenida de la TABLA I, de la
siguiente maner&,
/ 33746

JPhy = =""1"" = (0.998875207
el =y T 33784
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Como vemos, el valor de los datos de nuestro Modelo de Markov son
muy cercanos a los obtenidos de la Tabla de Mortalidad,
concluyendo entonces que el Modelo propuesto nos sirve para
estimar valores de probabilidad bastante aproximados a los reales y
ademas, toma en cuenta la duracién dentro del estado de VIDA,
separandolo en dos estados, SELECTO y ULTIMO, donde el primero

tiene una duracion de ¢ afos.
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CONCLUSIONES

1. Problemas Actuariales considerados por medio de procesos multiestados,
hace mas facil los calculos de probabilidades de transicién, que por medio
de las Tablas de Mortalidad para Grupos Seleccionados, ya que
representamos de forma matricial los valores de las fuerzas de transicion
de los distintos estados, haciendo visible las probabilidades de pasar de

un estado a otro, sin recurrir al calculo matematico con la funcién I, .

2. En el area de seguros de vida, célculo de anualidades y primas netas

usualmente se estudian grupos generales de personas, que pueden ser
divididos en subgrupos que presenten una caracteristica especifica, si
aquellos son analizados por medio de técnicas actuariales, los resultados
obtenidos son mas seguros y confiables porqhe las probabilidades de
vida o muerte de los individuos del nuevo grupo homogéneo, son
evidentemente mas exactas, con respéc‘tb a su caracteristica comun. Por
ejemplo, la probabilidad de supervivencia de un conjunto de personas de
25 anos que padecgn» uha enfermedad terminal, esta claro que es mas
baja comparada conel valor del mismo calculo con individuos de la

misma edad pero sin esta particularidad.




3. El Modelo Propuesto toma en consideracion el tiempo de permanencia

dentro de un estado determinado, lo que nos ayuda a determinar
probabilidades de transicion que dependen de una variable de espera que
podria tener una distribucion exponencial y por lo tanto es posible estudiar
el nimero de eventos futuros por medio de un proceso de Poisson, donde

los eventos son los saltos de un estado a otro hasta llegar a la muerte.

- Por el mismo hecho de no existir suficiente cultura actuarial en el pais no
se encuentran estudios referenciales acerca de grupos humanos
especificos, que sean bases de futuros estudios para poder construir
~ tablas de mortalidad de grupos selectos, si por ejemplo hubieran
estadisticas de personas con edad comprendida entre los 30 y 60 anos
que trabajan en fabricas industriales y que sufren accidentes laborales, se
pudiera entonces construir tablas de grupos seleccionados con la

finalidad de estudiar los efectos en el calculo de fondos de pension.




RECOMENDACIONES

1. Deberian ser construidas Tablas de Mortalidad Generales y de Grupos

Seleccionados, ya que en nuestro pais no existen y las utilizadas por las
companias aseguradoras locales, generalmente son Tablas mexicanas o
espanolas, esto es debido a que las ciencias actuariales no han sido
completamente desarrolladas en nuestro medio. El hecho de utilizar
funciones de probabilidades de supervivencia que no corresponden a la
realidad ecuatoriana implica mucho mas riesgo en las inversiones de
contratos de seguros de cualquier indole. Por citar un ejemplo, la tasa de
mortalidad infantii en el Ecuador es mayor que la de Espaia,

evidentemente esto sucede por las condiciones de vida de ambos paises.

. Recomiendo al Instituto de Ciencias Matematicas crear, mantener y
actualizar constantemente, una biblioteca, a Ié que cada estudiante o
profesional o cualquier interesado, tenga a¢ceso a informacion referente a
las ciencias actuariales, porque en el_"desarrollo de este trabajo tuve
inconvenientes al moménto de conseguir fuentes bibliograficas.

. Por parte  de grupos organizados, por ejemplo, los colegios de

profesionales, pueden hacer estudios relacionados con cada una de las




ramas de la ciencia, con el fin de recolectar informacién para un futuro

desarrollo de tablas de mortalidad para grupos selectos.
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