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INTRADUCCION

LaB ciencias rn,ñtém¿{tlcáE corñú tt3dos Ios conc}cirnien-

tos hurmanog son Pátrimonj.o de lts Hlrmanidadr l.epreBBntán el

trabajo de á5tá sn el tranecltrsü cle 185 EiglGE y una FartÉ

de lás cBñquiÉtás alcanzárJás púr el espfritlr hLt,nánE descLt-

briendo 1á verdad, lrnpo5iblÉ FÉ! por tánto Bscribir algo

crmpletarnente original y mlrcho más si por tt.l carácter golo

EE fÍja en verdades f ndamÉntaleg ql-le f (]ranÁn los elementos

dE ástá triencia.

En 1á actlralidád el álgebral lineál es Ltn trLlrso

Gbligü'dc¡ En pár'te d(?tlido á 1á inv(§nción de coírpLrtadoráB dE

alta velscj.dad, a ¡a FrogrÁmaci6n linealr y en párte Á la

Áplicación dÉ lás matErn&tj.cas en áreas trádicionálrnentE nn

técnicas y a agl.rellas ql.re requieren Lln conocimiento de 1á

teñrfa de matrj,ces¡ a fin da poder trahajar en áreas tÉcni*

cas talEE corno lá eÉtádlsti.cá con várias variables,

En el clegarrol lo de é6tÉ trabájo ño 5élÉ se ef ectlra-

Háy, o debe hÁber Ein embÁrgo, en cada nno de noÉo-

trúE algo qt.re nss Fertenecer y eE eEB lo qLtE trato dE

expresár en mi trabájo monográfico y a la vez aLcanzar eL

objetlvo qLle rne he propLreÉtE! el de hácer I legar en Lrné

'f ErmÁ sensllla y r>rpLlcitá todü§ 1or conoci,nientos relá-

cionádos cÉn el temá,



rán cálcLrlos sino támhiÉn se derncstrarán tEorFmásr lá6

dÉfiniciúnés Ee harán pártiéndo del conceptB más irnpor"tán-

te de las matemáticás ql.le es eI de fLrnEiÉn, cclnsiderándo a

IaEmatriCtgcLtádradascofioLtnáfLlnCiÓneñparticLtlár

apl icáciones en cadá urno de ltrs sLrbtemaE.

Vale ir¡dicár aqlrl ql-re el Algefirá de mátrices f Lre

desarrol ládá por e} matemáticc: Inglás Arthur üa;u 1sy

( rA21-1895 ) Éñ .tgs7.

Eayley *etr.rdió en El Trin.ity Col lege de Cámbridge! gr'á-

dLrándo5e én 184?, En ese affo É1 sn colocó en prj.mer'

lt-lgar En ta diflcil prLrebá para Bl premio Srñith. Cayley

es conEiderad(] como el EscrÍtor máE prtrllfico dE rnáteñáti-

casi Eiendtr selo superado For ELrler y CáLrchy. §Lrs mág

nÉtáblÉs ctrntribLrcitrnes f lreron en geornetrj-a análltica de

dimensién n, teoria de 1os determinantes! tránÉformácionÉs

lineáIÉs y teorlá de lás rnatriceÉ.

*:;:-,:",r}[';J*
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CAPITULO 1

1.- DEFINICIONES PRELI l'I I NARES. _

DEFIHICION t.1.- Sea A ltn conjutnto y F Llná f ltnción o la

f Lrnción F es Lrna tlpERACt¡n BIltlllRIA en A. si y 5o1t: s1 á

cáda par (x . y) E (AXA), le asigna Ltn ElemÉnto F(x'y)

x * y E A!, 1á dénotarFmos á61 : F: (A X A) : A, Lln ejemplo

de trperáciún binária ÉE la sumá o ádición de ñúrmeros

reales.

Exietp támbiÉn una operaciÉñ que va a ser tratada en

{igt"e trabájo I lamada PRODUCTU DE UN ESCALAR Pm UN VECTOR

i que está definida entFe dos conjLrntüs distintoEs r?l

conjl.rnto V y El con jLrnttr de lo!; n{rrneros realee ( f H) .

Dicha operacihrr ÉE pl prodl]cto de Lrn e5calar real por Ltn

Flemento v del conjLrnto Vr y sE drfine cornE uñá f uncj.ón Gn

tÁl qLrE s cada pár (ar v) E (1ñ X V)! le ásigná Lrn elemen*

to a v E V, y ge denota agf: É: (lR X V) + V.

DEFINICIOH 1.2.- L,na frrncién 6 dé (E X Et) á lR, donde C y
+

B scn sllbconjLrntos de Z És Llna HATRIZ ñxn BErAL si y solo

si a cada Far (irj) E (C X B) lÉ ctrrreEponde unÉ y smlo Lrn

n(rmerÉ real a = O (i¡j). En sfrnb(rlos se tiene qlre lá
ij

matriz A es la flrnci6n O tal que:

g! ! (tr X B) h lR y B (i¡j)
1J



j

Además A E l'l ( lR ) se rrpresen ta como :
miin

A = {a r i = 1r?r...rm
rJ

+
Nátese que C = {i E z /i

=1"2r,..in] m se dice rs el

númer6 de colLlmnas de A, y

J 1i2r.. . !n]

+
= 1r?r.,,rm] y B = {j

n(rrnero dÉ f i lás de A

M (lR) es iguÉl áI
mxn

colllmnaÉ tál qt.re á E
ij

Ez 1i
y n e§ el

con j Lrnto

de mátrices de rÍ filas y n IR,

SÍn ernbargü genÉrálrnEnte sE repr-EsÉntá á A cclmo Ltn

arreqlt] rectangLrlár de la sigr-riente forma:

fi11. aln

ánl an? aann

dor¡dt A s;e denomlna matr-iz cle m filae y n colnmnas,

é.t

De

AEl,I

aq lr 5. en ádelánte vamos

( 1R) simplemente carnc:

a coñvÉnir en

ftEM . Si.n
ft,í n

rñFresen tar

embargtr vál.e
fnxn

seffá1ar qt-le e )i i sten tambiÉn l"l ( C ) , de cuyo estlrdio n6
mHn

trataremos en eÉte trabájo donde tr es iglral al conjLrnto de

Los núrmerog ctrrnpIejos.

De acnerdo a ]a definición de mátrj.:, §j. se tienB A E

l"l !
mxn
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Entonces: B (1rL) =

(2.u ) = 0 E (3.1) =

I

.-1

I r B (lo2) =

-1 . 0 (f,¡2) =

g (2r1) != 3,1 ' E

r
()

4i

A=l E t'1

2

4

DEFINICIÍIiI 1.S.- Sea A E f"l

nxn
( lR), se dice qLrE A es L.tna

I.IATRIZ CUADRAm DE ORDEN n si

cc l Lrmnás; ádernás la "diagonal

y sol(] si tiÉnE

princlpáI " de A

n filas y n

1a EÉns-
ni{ri

tituyen lt]s elErnEntos a . donde Í = j
.r. J

Ejt'Dplo!

§e¿r la n¡á tri r A !
r¡ )tn

Á á a
11. 1n

á

dond e

a r,.. !a

?rr

ñ ;1 á
nl n? nn

\/

lá diagonal priñcip¡l strn los elementos a r
11

nn
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DEFINICION 1.4.- §i É\ E II En tcn ces I rr ¡'IATR I Z TRANS-

PUESTA de

rEngIÉn o

ccjlLrfnna e5

En slmbolÉs sl A

T
(a ) = (a )

lj ji

EjÉmpl(rr

mxn

Ar denGtadá por A , eE lÁ matriE

fila es Ia i-esima colurmna de A

el j-ésimo renglóñ dE Ar nótese

T

cLly cl i -6siírtr

j -ésimay cLlyÁ
T

qué A E ¡,I

(a )¡ entonces A (a )' vemot qLle:
1_l ji

§ion matricÉs sin¡étricas:

--L

:i

r¡Iim

o -1 :

T

4

á

cli

4"

T t-
§Éa A= i EH 0 EH y (A )

-1

DEFIHICIOH 1.5.- Llr¡a l.lATRI Z A
nxn

r
§C]lo si 

"

EjÉmFloE:
^

t4 á Bl
\/ i-1

i4

rt

A= I

C'

6

ól i-1

i{) 4

Et
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No eon mátricEs sim&tri cas r

iá

l1

4i
6i E= i2

4]

11

8ú

DEFINICI(IiI 1.6.- Si I E I'I
nlln

r I es 1 "1 l'tATR I Z IDENTI DAD

nxnt ri y s(]lü Éi, {á = ()r r f Jl .- 1r i i),
ij jj

pára i 1t2r.. ",nr j 1r?r.., rn.

Ej emplÉs r

I =i1
I

/\
:1 0i

¡-
lo I ()i

: .:i

lÜ -L o1()
Q(r1

DEFINICION 1.7, - $i II E I"1 i A $$ TRIANGULAR SUPERIOR 5i
nlin

y §olo 5i á ü. i .:. .i ¡ y A es TRIANEULAR INFERIOR sÍ y
LJ

solB si á Í!i: i
1J

É j e¡ip 1c)§ !

= io
lo

Cr;

¿)t

l-5

i1

{}i
o

4

á

t\ ,I

C¡

f{

A eE triangltlar sLrperior. B e6 triángular j-nfÉrior.
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DEFINItrION l.E.- SEa A E I'l .Iá TRAZA DE UNA HATRIZ A És
rt lil1

Lrna función dÉ O de 14

nxn

gúiente forma !

O!M iR, dondeO (A)
nxn

á IF" ql-re se denotá de 1á si-

+á + +A
-L l. nn

a+a+a

tr (A) eE

E 1+::+?e l, ?

lntonces

la (A) *rl

T

l1
loEjÉmplo! §i A I

$i A E l,l * I , t:ritünce5 fi (I ) = n.
nlin n n

DEFINItrION 1.?.-EENERALIZAEION.- DBcimcs que Lrn CfINJultlTO

lR conjunto deNO VACIO V es urn ESPACI0 VEtrTORIAL sobre

nÉrmeros reales, clrande y Eo1ámente cLlánd§t

L - Eni$t€? LlBa óFerácién EIIiBRIA def inidá

que denominamas SIFIA U ADICION de ve,ctores,

ürslenádo (v , v ) E (V X V), Ie ás:igná Ltn
1f

sohrE V a la

ql.le a cadá pár

elsrnentc¡ (V +
I

v ) E V tál qLrE las slgLlientrs Fropiedades ge cltmplen:
2

i) v + v = v + V
221

li) (v + v ) + v

Uv ! v EV

= v + ( v + v ), V v I V ¡ v E

t"I

L L ? .:i

iii) f ú v E V! q e eis Él nñLltrn d* la adiEión. tal ql.re

Vv Evr)v+v
II1
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iv) r* v E V f (- v ) qute es el aprrestm de v i t,al ql-{e¡
rl 1L

+
t.

(- v )
1

(:) v ¡ y!

II.- Está definida

FEll ESc|At ffi qt.re a

€,IeÍ|en t{] av E V :

cLlmp I en :

v) a . (b . v)

vi) (a + tl) , v

vii. ) a. (v + v )
t2

vi-ii ) 1

Ejelmplt:l

¿{ v+b

= a' v +
L

vEV

probár qlre

a,v , V a E E "

1 E IF.

e 1 cGnj Lrn ttr ll
¡1., .1

entre rnatrl cÉs

. ) r cBñsti tLlyEn

v E V,

R'rlvEV

Vv1 ,v2EV

( lll) ! jlrnto

y mlrltiplicá-

Lrn espacio

Ltn a

cada

operación den Émi náclá I,IULTIPLICACION

par (arv) E ( R x Vlo le asigna L{n

qlre 1as sigt.rj.Entes propiedades sE

(ab) v t V at b E E

v. Vá ! h F;

c(3n lás operaciÉnFs B de surma

ción por egcalar FÉÁI! (+. ,

vectoriá1.

J Sean A , AnArl,l
?:!

siquientes

E l'l =:, A

ohviamÉntÉ (A +'AlE f4

propi ed ad es

+A _A
1:?

se rurmp I en .

+A
1

1

entonces

i) V A ,
.T

H

a i ib t] I

11 12

á

11 .r2

bb
A1 + A2=

?1 ??

+

2L ?2
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a+b á +tl
Ll t1 l? 1?

b+á h+a
11 lt. 12 1:

=A +A

A+A
VL

á+b tr +á h+Bl
?1 21 :1 ?1

ii) vt¡ ,A.A E t"l =:}. (A +A ) + A ñ + (A +
I 12 -J 1 :

A)
¡

i/
12

A C

1?11 12 11 11
(A +A )+A !+!

L;¿5
I ¡cl Et I tlt lJ ¡ C C

21 .f':1 :1 ::L

á .t"b á +b cll c12
11 11 L2 1?

+
á+b
21 21

a +b c?L c2?

á+b+c á+b+c
11 11 11 11 1? 12

a+b+c á +tl +c

L2
:+

a:
?7.

t.1 C: C

L1 T1 12 11

i+
a
?1

i\
i1

tr C C



Lb

(A + A ) + A = A + (A + A )

iii )

I
+{¡

1lo n.

:i
l"l rA

t

Á

l1

El c1

V A EMH

:C)

lA +{¡= I

1 L l.

Q{-)

11

\
+(-t ,a +(", !

1?
+i

i :O ol ia +0 a +ol
2L ?7.

/\/\/

t?
{:)

(-A )= :

lL) c)l

c-(

11

á

ai
1Í

-á
11 12

: A r" (-A )

=) A + (, t\
L I

1

á -á

rlrr-rt

iv)VA l(-A)§H
L

ü

á

I I

:A +(-A )= i

.1 t

1:

1 .'t
-á

t"l 1r

21 22

1

-á

-á

11?

I
ñ

?i. 22

a á
11 11

á a
21 2t

II.- v á E 1É

0al cliá

ü

i=,". A + (-A ) 1:)

1

i c, Q:

A E I.I

L
=:|,a,AE¡,|

v)Yá.FRrA E I'l
-f

Ét. (E,A )* a,i S

=:l á " (F . A )

ü
11 1?

E_(

(á ' s) ' A
I I

*

: itsá 8á :

5,¡ Sa
t1 1?

I

¿l 2?

+i
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ñFa aBa ;1 á
11 11 12

i=(a,B) i I E:: (áF.), A
1

i a§a aFá I ia
-)']

vi)?a.BElR,A E l'l =r (a + B) A -aA +EA
1 1 1 1

áá +Ea áa +Eá
l-L 1 1: t?

(a+S) . 4 =¿+$).
¡

allaa+Eá
I.L rl"

áa aa §1ét Bá
1t 1? 11

{- I =:.]. a A + I A
,1, 1

i cld étrl
21 ??

\/
vii) V a E lRr A A

1

,54 §! ct

:1 ??

H H =} a. (A +A)=¡áA +áA
12 I

A bb a +t, a +b
11 1? tl L2 1.1 11 l-2 r?

á. (A +A ) -á,1 i+i
1?

a tt b I la +b a +b
T1 21 ?1 rX 21

aá +áb aa áa I I ab ab
11 11 L?. l? 11 1'1 11 t?

aa +ab aá +áh ab ab
?t.

áá
;i _1.

aá
!!

aá +4á :

?T 3?
/

l+l



viii.) v A

=1 ÁA +aA
I

i]

lEtR "=:, I A

2

A

1A

1

EM

1I l2

11

a
11 13:1" I 1;t

w E N,

A
.1.

á i i I'a &

1,4 1. I

1

I a a i : 1.á l.a i I a a i
?l 2? 21 22 2t 27

\ /\ /\ /

Por lo tant6 l'l (+ ¡ . ) es Lrn eEpacio vectorlál,
.1., ¡'

DEFINICIÍIII 1.1q.- Un El-rbconjLrnto h¡ de ltn espacio VectÉ-

rial V r es Lrn SUBESPACIO IIE V, si y Eolo si W es por sl

solc urn ÉEFaciÉ vÉctoriá1 báj6 lá€ op*r,rüionÉE dE adicióñ

de vectores )/ dé multiplicación por Lrn escalÁr definidas

en V"

§e plrede pr6bár ádemás eI Eigl-riente Criterlo de

subespscio vertoriel qur dice a5l!

W (+ r .) ÉE un El.lbespáci(r dHl HÉFário vect6riá1 v

(+ ¡

5íy
i) v

II) q

.)

s(] I árren te

ld ,l{
12

a E lR

E.l :

EN=:¡14+trEhl
1:

"wElrJ=?a
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EJEf,IPLO Vafl¡os á prclbar usándB e1 criterio de subespa-

cio que !

El conjnnto tr.l ({- r .) de todá-* la§

IxZ es ltn sLrbespacio dÉl Éspácio de

mátrices diagonalee

t'l (+ 
' . ).

H H

q-(

].¡

{) ¿t

i rA :

Lr

I

0(.)

11
b

ü

t'l diÉgtrnálÉs E W

éi

:C)

i) ttA tA E l¡¡ E:). A +A É t¡¡

I 1

i:) {:) á +b (j
1l 1L 11 1t

+ i EW
L7

i{¡ b : lC) á +b I
?':1

ii) {+A E ld ,a E lR =} á , A E l¡l
1 1

¿'r ü {)
11.

Éa

{:)

11
E l,J

1
r:) c{

Por lo tántcl tromo! A

áai
,.t,:l

Ltñ sLrbespaciü de l'l

l.
+ A " á. A

2 1
EH

2x?
di.agona I es E W es
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1 . lo.2 TEOREHA r.- 51 Hl H soñ sLrbespácios de un
?

espaci(r vectorial V, EntoñcÉ§ (H n H ) eÉ Lrn suhespacio
1 ?

de V,

DEI4OATRACIf)N!

(H n H ) És
l2

0v. Flles tod

cofio eleanÉnt(]

§ean

X E (H n H )
112

ncl václo, yá ql-re contiene por 1B menEs al

o espacio vÉctüriá1 para serlo dehe tener

a 0v.

'/ X E (H n H )
l3

C(]rno H ,v H s(]n FLlbespacic¡si (X + X ) E H

l?12
(x + X )

t 1 :.1

E l-'|

?

Esto sigftif j.cá ql.le X +X E (ll H)
1r1?

CÉn Ltn simj. lar argl.lmEntor

a X E (H n H )
112

F'or lo tantc¡ se Eatisfacen ambos á)íiomás de cerrxdurrae,

1o cl.rá 1

Eignifina qLrÉ r

( H n H ) es Lln sLlbP5paclo de V,
I.1

AdÉrnáÉ ct:mB L-) E H * ü E H r =:, () E (H n H )
1:1?

DEFINItrIttN 1.11.- Decimng qrre el CONJUNTU DE ll (+
nxn



2L

r . ) ES uN ESPACIO VECTORIAL REAL si se cLtmpIF ln si-

gLriente:

I.-VA r EEll =¡ (A+B) El'l
nlifr n]Ín

i) Y A EET,I
nlin

=::.4+B=E+A

Prneba:

.r. J ij ij 1J ij IJ

ii) v A , E , c E l"l =. (A + B) + c = A + (B + tr)
n):n

Prueba :

(A + E) + g = [(Á ) + (b ]l + (c ]
ij ij ij

A.{-E{É(a)+(tr} (a + L¡ ) (t] + a ) = H + fi

l,:¡ I + flh \ +

(c )l = A +
ij

liÍ) : {¡ E M ?AEI"I

ij

(()) L}

! A+O

ij

(B + C)

FrLrebá !

A + 6t = 16

nlin

I + a) = l,a
ij

, :l (-A) !

ij

n )ín

Á)

iv) I A E I'l
ft){n

(a ) + (-a )
ij ij

ij

A + (-A) = O

Frneba:

A + (-A)
lJ ij

IL- V á E IR , A E M AEM
r"i)itt r, )i ft

v) V á i B E Iñ AEM
n)ín

á (s A) (a f')



FrLrEba:

á (E,n) = a .(E,a ) (a E.a i (a S). (a )
.r. J ij i.i

B) .A

vi) V a $ E IR ti E M =.I (a + g) A = a . A + B . A

Frlreba:

(a + S) lr (a + B) (a ) (a + $) a =aa +B
ij rj ij

ri =;¡¿¡+$.4

vii) V a IH A,BEH =¡a (A + B) = a A + a F
nliB

Frueba t

(A + B} ;t (a + b ) (áaij+ab )-a(a )
TJ lJ rJ .1- J

+a

(b ) - a A + a [r
ij

viii)VAEI'l 1 E IR } 1 A A
r)lÍn

FrLreba:

1 A 1 (a ) (a ) H

ij LJ

Uná vez qLre heiDo:i prüb.1dtr IoE áxiclmas corrEsFoncJien-

tes a nrr espacio vrctorial. cÉn matrices cuadrada pc:demcls

cüncLLrir ql.re el cmnjurntn dÉ tüdáE 1as rnÁtric{rs clradradas



M eS Ltrr

n:{n

El si gL¡ j. en te ejempls

Vamos a prot!ár qlle

espacio vectoriál sübre ñ.

i lLrstrárá lo ántericrmente explresto,

el conjnnto Fl simÉtrÍcáE tE Ltn
?N?

matrices cLládrádaE y por 1o tánto es Ltn

Si rnát ri cá

§LrbeBpáciú de 1áE

espaciÉ vectoriá1"

l.-'V- A! B E N siffétricás H) A + ff E l"l SírnÉtrÍcas

i)J*A!BEl,l Sírnétri ca5 =). A + Er EI+A

5+4 i

7+ái

l1

4i
l+l

7i I 4

E=l

iE+s

l

:+
1t

4i
:Et'l

óli4

F rLrÉb¿r r

A+t{

F'rLlEba !

(A + B + +
s 4i

4 Ai

I 1+?+:i

i2+5+4

-t-

3

1

a

l1+2 2+

5+

2

3

3+I I1

.}

:+-i+4 |

3+7+ó |

1

ii) 1/ A , E. c E t'l Esimétricas (A + H) + ü A + (b + c)

i/

I ?+3
+i

: 5+4

?+s i

.-.í+7 !

::.

2

5
+ll

i\

*, A+(EI+C)



2+

simÉtri cas

ü

=:r (a,E).4

( 3+.t ) ,2

(?+5),3

\/\

l-: i*A
/\/

a) a)!

ct ,1

A=a,A+B.A

E tl $ir?|ét r i cÁB

v) I a ! E E lRt A E H slmÉtricag á. (8.4)=(á.8),4

2

5

(?+3).1

AT Y A E H

f,.1

1

T

()

)

(a+F)

I I.-t

tr

2+O

t"tst ¡

simátricasrl(-A): A + (-A)

:(

="¡

1+()

2+(,

Eimétricas q(. A

7

5

SimÉtricás. A + O

\/\/
2i lc) {ti ¡

3i l0 {ri i
/\/\

6irnétr-i trág

-1

I

il

+

t1

?

¡

3.

vi)Yáx,FlR.AEl'l

,l

II Y oq , p A E l'l

prlreba: a. (B.A)*?

r9 Er"r

I
¡1

Ar-()=l
r-l

\

FrLrÉba!A+(*A)=

iv) V A If

5

Pr"Llehá !

ii j. )

A= (2+3)Frneba ¡ (a+S)



=}I , A+8, A
3.Sl

i 3.r
+

,':iI

\/
-1 ,,1'f ¿.,t t .7 I

2.5+S.3i i 2.2
/\

?.1+.5.1

vii)VáETA.BEN

Frlrebal á. (A+B)=2.

sim€tricas a. (A+B) ¿t,A+B.B

+¡
l5a!

l+

1

2

?+5:

R+7 !

it

t+2

2+5

2.2

= á. A + .1 . B

viii) V AEII simétricÁc lElR =!1.4 A
11 a, ?

1.1
PrLlebá: 1 .4 =

Fsdémos conclLrir entonces qLlE Ee pllede

las matrices simÉtrj-cás son $LrbeÉpácic1 de N
r'l x fl

criterlÉ de Eubegpacio.

I. ( l-+: )

?. (2+5) 2. (3+7)

¡¡

p rotlá r quE

. Lrsándo E I

1.3i
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CAPITULO II

COIIBINACIT]N LINEAL Y ESPACIO EiENERADO. -

DEFINICION Z.L.- §ean v r v rV !... iv " vectorÉs en Lln

espácio vectoria 1

forma !

t.

c v +c v +---+c v
11 22

n

Vt EntonceÉ cl.lalqLlier Éxpresihn de 1á

(1)
nn

d6nde c r c ¡.,,c ! sBn eEcálárÉs reáleEr és Lrná COIIBI-
L n

NACION LINEAL de l§s vectmres v .v .,,..v
F,

En eI siguiente ejemFlo vámos á verificar qLte A E

, es Llná cclflttlinñc j.ún lineal de v !v rV ¡V r dc¡nde:
12:i4

, váfnos á elrpreÉar A en 1a f orma ( 1) ,

entonceg: c =1 r c =li r c =: . c =(:¡

t1

/\
i l si

AÉ I 2 O I

\/

:1 f-){lt-) l0 1

I .l c)i

I I 0:

tó

L

i{, oi(:)o: 1 0i 1:

I ;J 4

i1

:Q

1 C}:

{¡:

i o oi

i (r J.i

I C) 1:

I C) C¡i

EEtü es! =1, +f,, "}? +{).
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(:) i

\/\/
cli i0 ()l il

/\,/\/
il 3i il 0 i i L'r

r1 I iO 0i :e
/\/\

i 2 0l I {, Q I : O

\/\/\

3i :!)
i+i

s:

Lo qne verifica que A ee Lrñá cornbiñácién linÉal de v, V r V n

01-7
-2¡-á
5?-3

üt-?
_t1 'Í _L

I 2

-5 1

r;iC=3yti:=?
1.

Vámos Á É>rpresár A en lá forma (1!:

várnclq á verificár quE A es
Lrna combinación 1inÉ,á I de!

-1 I

4

AnA l ogárnen te Bi

-1 I

-§7

4i

4i

4l

(t

3

3

\
-1 C) 4 I

1 1 5l

6i

-1 C)

I -15

11

BI

ól

15

1?

-1 S

.-5 t

C)? 4

-4 6 -1?

6l0 4

+



DEFINICION 2.2.- Se d.irs ql-te lcÉ vectnres v r V ¡,,,,v r

en Ltn

vector

I inPa I

espáciE vectarlal Vt

dÉ v E V! EE pLtÉdF

de eL los.

GENERAltl V " E:i"

12n
y solo si trjd[]

Lrna sombinaciénel! FrEsa r i:flfno

V es É1 ESPACI0 BEi{ERADO pt:r v { v ,...rv " Dj.cho
1? fl

dÉ otra mánerár V v E V, É)riEten elrcc1lárBs c i c r...§ E
L? n

R, tálÉs ql.re!

V=trV+Cv+ +cv

En el

puedÉ!ñ

I1 ?

EigLlien te

gEnérár l'1

? nn
pjemFlo vÉremos q e CIJATRO vÉctérÉE

/\
,Él¡.r¡

A=: i EFI , vámo§ a e5cribir A Pn la f$Fma
¿r"¿

C d (t)!

I a bl

I c di

I
ü Í)!

+t)
i rl 1l

i (r cli

i o rli

i 1 C, I

+d

"/\/
I (, (rl i a

i o li i E
\/\

b, I

d:

{r

()

{}

/\/\/\
:.-) 1: :OOi lOCrl

se ve entonces qt.re: rr,n¡¡t.rl
l{t c¡i il oi :o 1l
\,/\/\/

genÉrán a M

En este otra ejempl(r váfios a determirrar qLle cinEo matrj.ces



?9

FLred Én qefier'á r [vl

Siear:: A= E14

veám§s si generan a ll
! !, _.1

En primEr lugar eecogeríloÉ Lrná mátri: arbitraria 2x2, por ejemplo

nLlestra metá consiÉte Én hállar escalÁres c rc rtr rc y c tales

qLrE !

f)!

: I ül

üi

{, I i
:+c i

i {} 1l

bl

D=

iú0l
i+c

i § ('l

(r:

I a¡ a)l 1ll.

1tri{.j I 1i(l(rii:)

-tr,r.+

C

:o

t)

C)

1i :

0i

It(:)

1i

i'/ c
I .) .-l

h

á encon trár El ronjLrntfi

el métBdo dE EaLrss de Ia

4
(rl i1 1lCri l1

I
;1

l(] qLle equrivale a c +'c = b

c d:

3

c +c =d
/+ ti

v ám§5

cáñdo

E(] I Lrci ón dÉl sistema .1pli-'

siguiente rnánera.

en forma matricial tenÉmosi Iá matrj.zEsc ri fliendo

áumen tádá !
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30

ál c

c

C

C

a)fla)11

t)1C)r:rL

üü 1r1 1

L)()t] 10

Cg={(c rc ¡E rc rc. )/ c

I
c

1

C C

C t: t:

C d
4

c * vár'iábIe li.bre

h

i::

d

:{

2

4

c

= á*c nr'tr b-c "c = c-c "c

Esto qLriere deÉi r

soLucionÉs. Una soInción

cllfnplen (1)r es qlre c
5

b¡c = crc = d¡c = 0
34§

Est(] imp I i cá qLre !

+tt

qLrÉ el sistemÁ tiene infinitas

IoE esca I ár'esi riLlÉPElrá obtener

Éntonces¡ c = árc
t

+d

1

d ! c EIR]

i()
cll

frl

\/
t i ia

Ii iE
/\

b: il
d: lo

1: ic)
l+tr1

s: lL
o

Cl

fll

C)!

+{}
bi

rll

I

I

É(]nSecuencrá

f.1

En 1áB mÁtríces ArEiCrDiEr qenerán
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2.2.1.- TEORE|"IA 2.- Si {v iv !.,,,v I sÉn vectores en
L? l:.

Vt el EÉnjunto EEnErádÉ por {v rv .... rv } es Lrn ÉLrbts-
ti

Facin de V

DEI"IOSTRACION¡

5i conñc{?mt]s qLlÉ eI

gen {v ,V ,,,.rv )' no
r?k.

ctrn j Lrnto qEnErador r

eE vacio ¡ ya ql-re v pará i
].

VI1r?r...k. pertenec€ á gen {v ,v ....rv }
12

Probsremoe qt-re Iás dos propiedádes de cÉrrádllra se

cLrmplen Én el EtpaEio generádo p(]r lGs vectores dados.

Sl V, l,¡, E Gen {v v r... rv }, entonces V+tdEgrn
12 k

{v ,v "..."v } SltponEamoÉ quE V y ld EEn {v rv ,...rv }
12k12y,

exi5ten escálare5 a r a r....a y b rb r.,.rb t tÁleÉ
tZnl?n

qLl€¡: +av
11 nn

l¡l

t:.

V=av +a

+bv +
2?

, +bv
nn1v-l

Entnn ces s

v + l,! (a +b ) v
11

+(á+b)v +,,. + (a +h )v Vem(]E
2I2nñn1



s2

ql.re V + t¡¡ EB LrnÁ conrbincari.ón lineal dÉ v rv {,., iv ¡ Pst-
1? n

c(rnsigl.riefite V + U'¡ E Gen {v "v ..."!v }

v.I¿

nn

t.

si V Gen {v ov ,... ¡v }! entoncÉs cv E gÉn

{v iv r... ¡v } V c Éscalar rÉal! Éñtc}nces¡

V *a v +a v +...+§ v i pÁrá cier"tox esralareE c E r,."c
11 7.? n n L2

reá I C.V (á v +á v --...á v )
1l ?7 n n

1? !i

CáV+CAvv+,..+CáV

n

11 72

F LreBtR qLle cv es Lrna cornhinación lineal dE v v !,,,iv !
1? n

entonces cv GÉn {v .V , .. . ,v 1.. Por 10 tañto gen
1:h

{v ,v ,.,.¡v } e5 Lrn sltbe§Pácio dt V'
T: h

2.3.-DEPENDENCIA E INDEPENDENEIA LIIEAL.- Los contreptos

de dependenciÁ e indEpÉndÉnciÁ 1inea1. bases y di.men5i6n

son ml-ry imFortántEÉ para el trabajo c$n Fspacic)§' vÉctü-

riales eñ general y párca matriEes reales en partict-tlar.

DEFINICION 2.3.L.- Un ccnjnrrto de vectnres {v rv ¡,,.v }
-L l: t'

INDEPENDIENTE EN

É!i cli: c i. r" ti.ene

(trmo SflLutrION IJNI CA E =c =. . . =c =O.12n

dE Lrn F:;pacÍo vectorj-al V es LINEALIIENTE

V si la ecLrÉrciónr c v "tc v ,",c v =0.
11" 27 n n



Un EonjLrntg de vectores es L I NEALI'IENTE DEPENDIENTE

EN V sino es lineálmEnte independiente Én V.En el 5i-

quiente ÉjÉmplB vamBs a considerar el cEn"iLtnto!

53

de matrices pPrtenecien-

tes al Espácio vectcrial

si S es linealmente dapen

é*l

(J

1

de l'l

dieñtt o

{)

3

{)

o1

-1

L}C)

diagEnales D y d et{+rm i n arEm(3ri

ir¡dÉpendiente en D

1

Varros a suponer qlre A
t

yql.recA+c A +c A =ñ! enttrnc6Ei
11

üi:)

-1 o

o: i:)

É\ A
;1

Cll:C} l" al! :-1(,i (') | +c --c O

L?s

0t

i+r +c i
1

[) : (:) ri ¡L'\'¡ a)allf)

De aquf se

c -2c -c *O
1?3

c -c =0
l- i.

Obv iárnen te

L - lrt L

12

otltiene el sigLriente sistemá dÉ ÉclrácioneE !

Llna solucióñ deL sistemá sÉrla!

;r



34

Siesnd{r este Lrn Eírst-Erná de m eclracionEs cBn

dondF n) mt Ent(,ncÉs Er dFdt.rce ql-rÉ el

En consecLlencia S

n incóqni ta§ !

siqLema tier¡f!

es I i. náá I mEn besol Ltri cln eg

d epend j. En te

nt] triviáleE,

en ll

2.4.- BASES Y DI|"IENSI0N,- Uno de los conceptos ese'nciales

del álgebrá es eL de BASE de Lrn eEpÁcio vertorial,

DEFINItrION 2.4.L.- Un conjLlnto de vectnres (v n V ,
:L

v ), es urna BASE DEL ESPACIO VECTORIAL V si y Eolo si.
fl

i) {v o v r
L?

ii) {v r v ¡-..rv l qenera V,
1.. n

EonsidErernos las mátriEeE:

r v I rs linealmente indÉpendiente
l"1

()(,(t ! ¿r

ir
A

1

1.1

ol I

A_ ¿\

12
I C) 0i
\/

Vamos a determinar sl

espacio de l as l"l ,
.:r!, ?

Demostrarer$üÉ primÉráanente

I'l Sl-rponemoÉ ql-lÉ r c A
?xZ 11

qLrÉ S eÉ linealmeñte indÉpendiEnts É¡n

+cA +cA +cA *ú
22 . 3 44

EFI
4

Úl

j. f ormá

l(,

e= uñá básÉ dÉIAiA"A
334

É=

(:) 1

1

/\/
I 1 C)i I rl
' 

I L -t

1io LI;

t-)ü

t-

l. (j()

c,

+
(:) ot

En tt]n ces ¡ c
1

1-)

tr



l{t (rl lu{: c {}l
t-

C) C c 0 o
4

De ÁqLrl se tiene qt-le, c =c =c =c =(l! Por lo tanttr S eE
1?r4

I inealmente indeFehdiente en I'l

Ahorá dernoEtrárÉ,Íos qlre S genera Il ! párá lÉgrárLo trsngi

derarem(]s urn elemento Árbitrário A

¿f á
11 12

IEH

?t ??

PodernoB n6tár ql-le r a A +á A +Á A +a A
11 1 L22 2tI2"4

:r 1_) r:] 1: rl !ar ó!
+ét

LL 1? ?1 '1al

l() ül {) () :1 () ü t

Dé esta rnanercr A 5e ex presa cofll0 Llná

Pl.resto ql-le A se tomo

cornhi. ná ción I ineal

árhi trári árn€?n te, EdÉ A !A rA rA
1"234

genera ll .

por lo tanto I {A rA !A rA .¡1 es lrna BA§E de M
1234

trO],IENTARIO Un conjlrnto puede g€tnErar Lrn espaciG



3é

vecttrrial y BEe cEnjLlnt(] no ser linealfiEntF indÉFÉndiÉnte

en ése espacio r G Lrn cctñ j Lrntn dÉ vectores Fl-tecle ser

tinÉLqLmentci dependiente en Lln espácir V y no genclrár V

sino etro Éspácio vectcrial r qltÉ es sllbespacio dÉ V. For
;5

ejemplo Log vectores (J-.O.O) n (0r1¡Q) no g€lnerán 1R
3

trero 6i 6Én liñeálrn€ntE indeFendiEntes Én R .

Los vectores

no ron I inEál rnente

(1r0) r 1f-r,1)r (3¡tl) generan lH

independienteÉ en 1R,

flerÉ

2.4-2.- TEOREIIA 3.- 5i B= (v rv ¡... ¡v ] eE urra bage dÉ
1? n

Vr entoncé6 ÉxistÉ Lln conjLlñto (lnico de ÉscálárÉs

{c F ,... rc l r talee qurel
1? rl

+cv
11 nn

DEI-IO5TRAtr ION:

E ir i stel p(]r

l"

ler ¡¡enog Llno de tÁles conjLlnto5 de eBcálare§!

ya quÉ v !.... v ] genera V
?n

§Lrp&ngáÉe ql.le v pLrEdé

sxpFesársÉ en dos f cr"ma5 distintas ctrrno L¡ná cñmbináciún

lineÁl de los vectorÉs baÉé, EE deciri sl.rpángax3e quE!

V =CV +CV +....+cv =dV +dV +....¡ dv,
1l t 2 n n 11 ?,V n n
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si restarrtos crbtenernos la ecutación¡ (c -d )v + (r -d )v
111 ?7.7

+...+ (c -d )v = O pero ctrm(3 los v sBn Li"nealmernte
nnni

indÉpEndiÉntBÉ, éEtá EcllÁción sólü puede cLr.npllrsÉ sl !

(: C d =...=c d=L)Por
1 1':T l-r n

1(] tánt§: c = d . c = d r.,.rc d
n1122 l1

De ácLrErdR á1 teürerña dád Lrna ba¡;e E rxiste Llna sola

f orrná de Escribir v comt] combiñáciéñ lineal de los v..
l"

?.4.3,- TEORET A 4.-

§i B - t Lt rt.t ,,,.tI i y B :É {v rv r..,iv } smn
11?.fi21?n

tláseB r!eL erpacir: vÉctoriáI V, entonces m = n; És decir

dos baseg cl.rálqLrisr"a dÉ Lrn esFacis vectorial, contienÉ el

miEme n(rmero dr vectores. es.tt nÉrrnerÉ se drneminá Dl,úen-

si6n

DEHO§TRACIONT

fieán E = {r-r ,. r-r ,...u } y E ={v .v ,,..v }
1i?fli?i3n

dos tlases dE V. DÉb€ demostrarse qLtE mÉn,

Esto se demlrestra haciEndtr vEr qLre sj, m .I ñ ¡ Enton-



3A

ces E es un conjLlnto lineálmEnte drpendiente,r lo qLlE
.1.

ct:ntradice 1a hi pótesis de que B es Lrna base, Con eso
I

. El mismo pr{3cedimientlf, 6ervirá

y dÉ esa mánerá qLredárá dernostradÉ

Ee mostrará qLrE r¡ I n

parÁ m(]strár quE n ji rn

el teorema.

As1

en ton ces

toda Lo que háy quÉ mostrár es qr.le 6i íl

B es dependiente, roro ..rrr=tituy* Lrna
1

básE ,

cadá u se plredÉ escribj.r com(] Llna cornbinación lineál rje
I

]ü6 Vi.

Se tiene =) lr á v +á v + +a v
I 11 1 ln n

Lt *A V +á V + (r)
¿ t:L L ?nn

Ll sá \/ +á V +
in rnl 1 m? ?

+á v
mnn

A fín de mostrar qne E es dependiÉnte, es nÉtrEsario
l

hÁl1ár escaLareg C ,C , . " , ,C i ns tcldos cerclr tá1e16

qLre !

L2 T]



39

[: Lr + CLr + +CLr rl (?)
11 :? mm

AI insertar (1) en

c (Á v +a v
1 11 I 12 :

v )+ ... +c (am v
nml

(?) se obtiEne !

+.,. á1 V )+c (a v +á v +...+á
nn ?2LL 22 I

'l. am v +.., + a v ) {) (1)
L fnn n

La Ecllación (3) se pLlEde eÉcrihir como:

(a c + A c +,,.+á c ) v +(á
It I :1 : ml m l"

tr
r3 t

C +,,.+á c ) V +... +(a c *.á E +. ... + á c) vn
: rn3 m

(4)

lnl2na mnm

0

FEro como vI. v3! ...r vn g0n

debE tenrrse; a c +a c

linPálmenté independ ientes r

+,,.+á i: = Ó

rn1 ffr11 1 ?1 ?

e c + a E +...+a c = C) (5)
1? I 12 ? tn? ír

a C + Á c +...+a c {)
ln 1 llN iil

El sisterna (5) es Lrn ÉistemB hornogÉneo de n ÉcLrácio-

nEB con Lás m incbgnita5 c E r,..r c, y como m ¡ nr el
l2 ,ne



4C)

ristema tiBnÉ infinitaE 6trILlcione§, For la tanto exigten

etcálareg c rc , c , nÉ todos cer6. qLrE sátisfacen (2)
t fil

dlente.

Esta contrádictrión dÉíiLrestrá ql-re flr

biando Los papeles de B y F se murestra
1?

L ni inteream-

q LrB n.imy ia

dernostráción qlredá cÉmpl rtÁ.

Este teorema permite deflnir stro conceFt(] centrál

del álgebra lineá1.

DEFINICIÍII{ 2.4.2.- $i e1 espacia

báse f i.nita. Entcnces la dimensiún

vÉctórps qLr{É tiFnÉ c!.ra}qui§rr,B de

úrltimo recibe el noinl,r'É de EBPAtrIO

vectc:rial V

rJE V És É1

l ari b.1ses V.

VECTORIAL DE

se di c€, qLlÉ

tiEne uná

númÉrn de

DII-IENSION

FINI TA.

espacio

En cualquier otro

vectorlál de diltenBión

ráEf,l V es Lrn

infinite!. Si. V {(r} ¡ se

dice que V

Notación . -
Ej emplo!

es d(9 dimensi6n

La di rnensi ún de

EÉTO .

V, §e dÉnc,La por dirnenÉién V,

rt

i(1

I

ú

L

1

I

o i()

C) 2

o
Eii

-1
En Lrna báÉe de

0i

)r en consecLrenria B ÉE Lrn conjLlnte: lineálmente depen-
I



3x2! 1a dimÉnsi6n deI espacio vEctoriáI generádcl pór á5tár¡

ñátrices 2xI es : Dim = 4

2.4.7.TEInEHA 6.-
SEá H Lln sllbespásio rJel

finita. Entnnces H es

dim H I dim V

esFclcin vÉct0riá I

de dimerrsión

41

V, de di,mensión

finita '/

- Dimensi6n deL Espacio de lás

mátricÉE diagonalÉE = 2

()

o

I

L'

l(l

2.4.6.-TEORET'IA 5.-
Sl.lpónqase qt.rp dim V = n. $i { Lr . , rl-r } EB Lrn

con j Llnto dE m vrctÉres

entclncFg ñ I n.

11 21 2n

I ineá I rnen tÉ independlÉntEs Én V,

DEI.IOSTRAC I ON:

§eá tv v . . . rv ] uña base de V.Ei m l! n lEntonces!
I r1

cc)rn(] en 1Á dEmostraclón dÉl tetrrema anterior. se pl.reden

hállar constantÉs C, C ...C r no todas cero, qLre satig-
I 21 m

fágan la EcLráciÉn (?). Esto entrár1a en contradj.cción con

1a independenciá linEal de loÉ Lr. por tánto rn ! n,
J,

,,,1],

,,'I
t,

B:\ I

I



42

DEIIOSTRAC I TIII ¡

Éiea dim V = n . T6do conjLrnto de vectores lineal-

rnente lndependientts en H, tambiÉn eB linÉÁlrnente inde-

FEndiente eñ V.

For el teorema ñ, cualqlrier conjLrnto lineálmente ir,dEFen-

diente Én Hr pLrÉdF contÉner á lC] rnáÉr n vÉcttrrEÉ, Fr:r

tanto H eE de diñEnsiün finita, Además f,omo clralqnier

bá6e dE H eE t.tn conjunto linealmente independÍentÉ! ÉF ve

que dim H l" n.

l¡ditulo

' lna

"*$rii:
or¡Ótico¡

tg.¡
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trAPITULO I I I

5. RANEO, NULIDAD, ESPACIO DE RENGLONES Y ESPAEIO DE LA§

COLUI.INAS DE UNA I.IATRIZ.-
n

DEFINICIEN 3.1.- lisa A E l'l )/ Eea N = {X E. IR r ñX
ñtltñ á

0] (1)

Se puede probar qure N És un Et.rbespacio de R

N recihE É¡l fiL1mtiJre de n(rclec} de A y

vector q,

EJE].IPLO:

n

l,/, o, d imN
a

IiE la 1lámá nulidad de, A. 5i N cclntiene solámente iÉl
fi

entoncest/A) = o.

N(rcleo y nLrlidád dÉ Lrná rnatriz de 3x3. - §sá A:

A= I
l

6iic
:-á

-.1
Obviamente Llna básE de A É6 B:

Pues los vectt]rÉs coLumnas (1r2.()) y (0rSr1)

linealmente indepEndiÉntes y generan , En ton ces B eE

base de N y Vtnl-e
á

gBn

Ltn á

3.1.2.- TEOREI,IA 7.- Sea A E I"l

ble sl y solo si ú ,o, L¡,

f1)ifi
t, entonces A Es invÉrti-

I
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DEHASTRACION:

Seq(ln el " t€oremá cl-EciEnte !, qlle ge encltentrá á

entoncÉs los nLrÉve Énunciados que sigLlen Éon

te6 ¡ e-.s deci r cadá unB dÉ el l, os impl i ca I Bs

(de tal rnodtr quE si uno de ellos es váLido,

vál idc:s ) .

i) A es inverti b I e.

continllaEiónr sÉ tieñe qLre A eÉ invertj,ble si y soln si

el Ei5temá homogÉnÉo AX = (t¡ tiene solo Iá Eoll-tci.ón

trivi.ál X = (:) r F'Éro FÉr la exprg'siÉñ ( 1 ) " Ésto signi.f i-

cá qHe A es invertible si y Enlcl Ei N = {(}}. For 1o
á

tanto A es invertiblE si y rclo sj. (A)=dim N =(:l

5. 1 .3. - TEOREI"IA 8. - Teoreme creciente sea f{ E I'l
nXft

eqltiva I en-

6tros ocho

todos son

ii) La (tnica solución del sistema honogéneo AX = (r eg la

solLlción triv.ial. (X - 0)

ili ) Hf gisterna Ax=b tiene Lrna sollrrión qlre e§ (lnica pará

cadán=vPctorb.

iv) A es rqlrivalÉntes por rengloñes a la r¡atriz identidád

I de nxn.
n

v) A ge pl.rede estrribir ctrr¡É un prodncto dr matritres ele-

meñtaleÉ.

vi) Lss rÉngl(]nts y ltss columnáE de A Eon linealrDentÉ
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independ Íen tes,

viii DeterminantÉ de A = O

viti) Nlrlidad de A, V tnl

ix Bángo de A, P (A) = n.

C}

DEFINICION 5.2. -

A denotado por

Recl1rri d0 A = {)/

Se"r A E Mn:ln, entonces el REGORBIDO DE

reÉÉrridtr
m

E IR : AX

A, EstÁ d,ado p(]r:
n

= Y párá ÁlgÉrn E Iñ ]

5,2.1.- TEOREI.IA 9.- §eá A E l'l Entonces Retrorrido A
mli n

es un gLrbegpacio de Iñ
fi'l

DEI,IOSTRACION: $r-rpónq¡ase qLlÉ y y están en Hecorride A.
L2

eñtonces existen vectores x ¡ x
n

€rn IR tales quE y
1 1

A)í y y Ax r por tán to !
1 T

A (Éx ) ú y r¡ ñ lx + z ) Ax +Ax y+
1 1 t 1 1 1 2r

y de tal modo ql.le 6 y y y + y están en Recorrido
1 I ':t

,T

A. entonces A Es Lrn sLrhespáEio de IR

DEFINICION 3.3.- Se¡á A E l''¡ ,Éntc,nces +:1 RANEO DE A
mxn

dÉnütado po. ?(n) r esta dado por!
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9tn¡ d irn Recorrido A

NOTA! Esta defínición Bs previá al teorBma ql.rÉ sigLlE.

DEFINICION 3.4.- Uná r¡atriu És de forma ESCALONADA

REDUCI DA POR RENELONES Ei / so1o si ÉÉ satj-sfacen las

si qLri Éntes

i) Lá

cnnti.ena por

a L"

cóndi ci6nÉs:

comp(f,nen te

I o meno5 Lln

gLlf a de cLra l qLl ier

elEmentc) disti.nto rl(o

rÉng 1ón

() e!¡

qLre

i qLrá 1

ii) Todae lag componentes qLle te ÉncL(Éntren debajo

de lá c(]fi¡ponentr gulá de lrn renglón Éon igLlálEs á ü.

iii) La cornponente gnla de cada renElón se Encuentrá

a la dt:rEchá de Iá co.nponÉntE gl-rla de cÁda rengtün

preceden te .

iv) Todos los renglones ql.¡e cBntienen Bolámente el

ElernÉnto 0 §É encuentra en la partp inferior de lá má-

triz.

v) trada col.r¡mna que inclnye una componente gLrla

cont.iene cerog en LaE dÉrnás po5icioñÉs.

5.4.1 TEOREI"IA lO.- El rango de Lrná fiatrj.r A És iql-rál aI

numÉro rle renqlÉnes r,ú nt-rlos de clralqnier f orma eriraltrrlñ--

da pr:r' renglones correspcnd i eft tes á A.

EJEIIPLO ¡ Determiné eI FÁñEo de A dande:
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1

1

v

3-4

74

l3

1"2

3-42

4E+
-s 11 -4

éi

ol

:1

'lo
tú

Plediante la redncción For renglones sE tiene:

7

.L

r

I

?

34

4

-4i

* i(l

:C}

6:

ol

1t
L/21i

r_)

C}

-4

t

13-4

12

-5 11

Entencms h*y en tot;i I

conÉigl-{iÉnte rango (A)

DEFINICION 5.3.- Si A

ir .f r...!r J
12

C

tres }-enBIcnes rro

= :i 6 f (A)

nLr I0§ . Por

5

g cln

qen

rt

l(,

lo

3*4
t:
Q ?1

3

1

t)

1l

1i

E I"I

mxn
y {r ¡ r "...tr } Eon

12 iT,

renqlones de A y {c,c....!c } láÉ ct]lt.rrnnás de A enton-
n

ces EE def inen :

R ESPAtrIO DE LOS RENELONES DE A

tTl

ESFACIO DE LAS trOLUI.TNAS DE A
A

ll- !L ,r'-!L J

LZn
n

MITAI R es un subespacio de lR ,/ E es Lrn slrbeÉpacio
AA
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m

de lR

3.4.1. - Ejemplo i lugtrativo. -
espacÍo de renglonÉs de

A

Determine Él rángo y sl

1 -1 3

?ü4
*.1. -.j, .1.

REdl-lcirnos por reng I ones A .

fl1 *t 5 I .-1

(r

Ll

ot-1
o-44

Q1-1

O(lO

E

-44

Corncl B tiene d6s reng¡,ones independlentÉÉt Ee tiÉne guB!

PtSl=?tnt = Z y R = Gen {(tr-l ,S)r((rr1!-1 )1.
H

5.4.2.- Teoreüra 11,- §ea A E M . Entonces A es lnver-
nxn

tibler sl y s(]Lo st f (A) = n

DÉm(1straci6n: A es invertible Ei y solo slr
U (A) = 0

Pero P(A) + U (A) = n + f (A) = n - U (A)

Por lo tánto A er iñvertible. sl y solo sf:
f tnl = n - Cr * n

.} l'(A) = n.

[= -1 i.]

l="-lt-1 -3 1tLL
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5-i.-cAHBrft IIE BASE.

3.5.1.- Definición de rletriz de transición,- Sea A E

M clryas col.lrmnas Estan dárJñs por !
n )tn

Ll = A V + A V +...+ A V á
j ijl 3j? njn ij

¿r

3j

l(r-r )B

NJ

recibe el nembre de matriz de transición dE lá hásÉ F á
.1.

la base B Es deci r !

á
11 L2

A

á a
rt 2v

c:la
nl nI

a
nn

1n
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(Lr )B (Lr )F (U )B
I¿j:'l: NT

5.5.?.- Ejemplo i lustrátivo. -
Éje¿¡r'¡ Lt = -t r/ Lt = (")

1?
{) L

B = Lt tLt que És lá bá6e standár Én lF

r Entt]ncPg

?

1 12

Seanvñ1,/v

E=vrv
12

-1. ! üóírü v y v son lineáI nÉrr--
1 J- 3

f,?

independiéñtes, ya que v no es múltipltr dÉ v , entonces!
12

2
eB Lrná seglrndé{ háse de IF

2
SeaX=)r

1
, un vectcF en R , Eeta notación Éignifica

qLlE ! :i

X

*X Lt+:íLt
11

Es decir X eetá Éscrito en tÉFrninos de lá base Er y se

C}

1

1.

il

['''l

ti
r1
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7
eBEribÉ¡ ():) B = x " Eofflo B BE ótra basÉ En lR , exiÉtén

11

>t yc

7.

tá I es qLre !e5cÁláreq c

estñ ind i ca

veütorés de

x=cv +cv (1),
.L ,L

(1)
11

Lrna vHz ql.re s[r háñ dEterfi¡inado é6t(]§ E§cálarBs, se es(ri-

bel

(x) E

1?

X - cv +cv

CC
2

qLre ahorá

E.
7

l2
X É6tá Expresads en tÉrrnirlos de lGg

Fara hallár lBs nfrmÉroÉ t y É , Ios vectores de la

base original (Llr y Ll ), se escribeñ En tÉrñinos de los
?

vectores de lá nlreva báBe (v, y v ). Es fácil verificar
?

qt-re t

1

1

T
:

ñ

I1I: -l-

1l

J

t:l

vl

w1

vI (?)

Y2 (3)

es decir! (Ll )E
12

Y (Lr )E

f A partir dE (?) y (f,)

[:;,]

ll

t:l

[;:J



X = X r-t + XLI
t1

v1
L

IIX X

(x

t

i Asl dE (1) :

o bÍen !

( X )E
:l

Lá matri= A

-5l§ tlá

3

1

tr

de transici6n

/:ix +1/ 5x

1

.{-

1

5

.)

:

5

q-t, x vl +

?,
+

31
- -tí * -r,+

c

2
v1

3I

X

1

C
?

? 1

5
t

x

1

1

X+

x+
?

{:
:

?

3/ 3y +L / 5r,

L

t.

I

:1

L/3 recibe el noaDbre de

EtrnSecuE nciá !

l"latriz

deE AB y et1

)E * A ( X )B
;1 t

T TEOF(EI,IA 11

Si A es la mátrir de tránsiciÉn de E a B n t:ntcr¡-
13

")



ces A És lá mátrix de transicién de B A B
i¡ I

DEI4OSTRACIONI §ea C lá rnÁtriz dÉ tranÉición de B AE
?1

EnttrncÉEdE!(X)B A(X)B.setiener
1

(X)E c ( x ) B (1i
1

xlB
?

Ésto en

x)B
I

nrÉr'o r A (X)B
1

y aI sustitu j,r

(

(1) r

C

Ee (1btiene:

(x)B
1

Ahora bien si l A Í r i1 I

COPIEN"[I.\FI I O !

EL TEoremB anterior hace qne gea FárticLrlármente

f Aci I

hal lar lá rnátrir

la sigulente !

Et ¡. {e te r.,.
ln I ?

n
Ift.§ÉáE = {v!

de trangicirln de la base stándar qne Es'

n
t e l. en lR . á cLrá IqLr j-er otra bage en

n

v ...rv ] otrá bÁEÉ cuálqLriera. Sea C

I a riatri r

22n

cuyaÉ colllmnag son ltrs vEctorEg v rv r.,.rv
t2 i-¡

EntoncEs E es 1á rnátri¡ de tranelcióñ dE B á B , pÉrqLlr
: 1

cada vectcr v ya está escrito en tárrninos dÉ 1á base
i
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Étándár.

For Ejemplot I

s

1

3

1

{,

o

$

4

1

4 4 {:) (:)

En consecuenciái 1á matriz dE tránsicj.Én de Et a B
1

DEi EEt se desprend* nn procedimiento para hállar la

matriz de transición de la base estándar e la báse B .
2

tr -1V r¡V !.,. rv )
?n
Iá rnatriz C

-t

1

i ) Hscribá cl.ryas coll.rmnas gon V rV r.,, iV
1t f}

ii)Calcurle C

requErida,

EstÉ mátr.ir es la matriz de tránsÍción

EjemFlo! Eeán b {i¡ j ¡k} Y B -1
t.

C}

y E lR r Éscriba X en t*r,rlinos de lt]s vectorEB§i x

l'l

i;l

Il ][]



deE

;.
Siendo V vÉcttrres báEe estándárÉE pál-á R

t
En FrirnÉr

lugar hay que verificar quEl B eE Llna h¡aBE.

+

1

-1
i)

g r) El. es uná básB.+

LLrÉgo, cf]rn(f :

1

t

o

{) ü

0
L

¡Lt
:i

1)

Por ]c:

trangicián A

l_"
1

+ La matriE de tránsición C de B a E EÉtá dada por
?L

ü

15ü
*t 1

c) -?

0

2

tanto, segL(n el tÉorema 16r lá matriz de

de B A B esi:
t?

,}

?

á

ó

..1
u

3, á.4. - EffORDENADñ§.

-1

:t
I

)

I
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¡¿ E - tv . v
I

tlgpacio vEctorial

puede expre§ár Eln Ia

Y=C v +C
1. 1?

de Lrna 60lá manerá.

,.., !V ] eE unÁ báse Erdenadá de Lrn
3n

V , entonce5 todo veEtBr v Én V se

forma r

v + ..,+ C v ,,
2nn

dÉ Lrn *spácic)

2

§i B = {vlnv?n... nvn} es un¿\ tlas.} ord*nádá

vec ter j,¿rl V de dirnÉns.ión f initá ! ,/ V = Cv
11

v | .,, + tr v es Ia expresián de V en términos de lá
2

bssé Er EñtoncÉs los ÉsEaláres E , C .,..rC ge denominan

nN

1 ;l f1

1§s Etrordenadas de V" relátivás a 1á báse B,

Et vector

denotÁ rnEd iarl te

de rc,c,rdenádás cle v rÉlátivü á Fr ÉÉ

(v) y EE tl vector definido como¡
b

(v) = (C !C ,"'rC )
b1:ln

La matriz de cot'rdenedas de V , relatj-va a S

rnediánte (V) y es la matriz n x 1
Ll

§e denota

! def in ida

c(]n! (V)s C

1

C

r§x
l¡¡ltirt. ¿a Cirncirr uatrñrafl..¡

I¡ (.
"ln¡ h-rnrro ,.,,,., .t-, '

E
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Dadc

mismo, laÉ

Prueba.-

3.á.5-- UNICIDAD DE COtrEDENADAEi. _

un espácio vect(]rial V y Lrna base S perE El

cÉÉrdenadaÉ de Lrn vector V en V son únicas.

§ea s = {v tv i... ¡v l',
12n

cornbi -Todo vector V Én V , pLredé escFi bi rse corno lrna

náciún 1ineal de Los vectores en §" porqltÉ § genera

V=a v +a v + +Ét v
nn

V = b v + b v +,,, +h v
t1

I1

demc'strari ql-le ai bi = pára i = 112"... rn.

§É dá lá Llnlcidád !

nn

debemos

en ton ceE vatn(}6 á EupEnÉr' qL(e no

t +av2 +... + a v
nn1.1

;" tá -b ) (á -b )

II

(á -b i {)

=bV+b,r^+,,.+bvá
??

+ (a -b ) v + (á -.b )v +.,.+ (á -.b )v
111 nnrt

qv

11

b ""á =b

nn

i- ,:1

1 l. 22 n n
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- Sean : f4
1

Con l(] qLrÉ probám(]s ql-re á!

dás de v son únicás.

3.6.6,- EJEFIPLOS ILUSTRATIVOS:

b¡ y qLrÉ lar coordena-

úl. {) 1 ü

.14 4
;5

00 OCr 1(,

4
y conEidÉrÉ la bsse 5 {H r.1 l'l , l'l ] r pára el ÉspÁcio

L

veÉtoriál de lás matricer 2 >t ?.

§iM I :l BF cuálql'rier rnatriz 2 x 2 donde!

áll +bll + cll + d t4.
12r4

Pclr 16 tÁntó si vEtrt{]r y ftátri¡ de coordenadas con

re6pectcl a § son:

á

(Fr ) (ár b. c. d) y f'l tl
t

ll

(;

d

En el sigl-riÉntÉ ejFrfipIo vámñÉ a determinar lae coordenádá5
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de lá ñatri¡ A= I -1

2()

en ton ces t

5C

.1.

§e obtiene en ton ces :

Escriblmor A en forma dÉ combinsci6n linEal de c ,c ¡E rc ¡

,en 1á baEe !

+C

10']1()000

()1Of) 3f1 12

12§4

+c +c
(l(,1

oi

110 0 (t

:o 1C' {)

: (:¡ o ? t
110 s 2

i1

1l

ic

1 0o(l !C¡

4
:() o : üi

C: :r -1i
-L

l2r "l- c
34 1 4

Dá cür¡o reslrltádo El sigLlientÉ ÉistÉrna dÉ ecuacloneS linpaler;

L-L"-l- Encontramcls el conjunta solLlción del

6iÉtFrná dado, aplicando Él inétEd{r dÉ

eLiminacibn de Galrss, de 1á EigLriÉn-

c1+2c4=t:) te f oF,ná r

I O C) (rl11

I

1000
OOOC)

(:) C) 1

1AA?

I

I 01r:,

0(r1
0clo

r\j

c) i-1
L/2" L

? l-r
L/2i L

r)

a)!



á(¡

/\/
r¿rr¡

r _l ¡ ¡ _t

i 3/4i i 3/4
r_t 11, r_1 t.7

\/\

cl.

CJ

C4

1 C) (r rlll

-.lo100
ú

0

i(,

lo

1:

-1 |

*1 i

I () {) Ol

oc)1
C}OC, I

{:, I O O:
=l i+(vs) i

1 c} l-5l4

o I i -1l3:
/
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trAPITULO IV

4.- Espacios tron Prsducto Interno-- Los cmncEptos de

rüágnitlld de Lln vectñr y de ánqlrlt] entre vectmre§ 5c¡n

Lrslráles Én EsFácios vectorial,es. Fara definir ÉstÉs

conceptos en clralqnier Fspácie vectorial, sB empieza ptrr

considerar Llna ft.rnci&n denominadá prodLlEto intarno. =r
denc¡minan ESPACIOS EBN PRODUETO INTERIOR.

4.1.-

Éspác j. c¡

i n terno

tal qlre á cádá pÁr dE

asociá Lrn nümgrü rEal ¡. Lr r

E lRr ádemáB

r-rrvnw E V, V

vectores (Llrv) E (V X

err tñn cElÉ / (urv)

Definición de producto intrrno real.- SÉá V Llri

vectclrlál Eobre los n(rrneros f.6,¡álÉr5, Un prodLlctÉ

Én lR.

v) , le

- { Ltrv :}

rEáI en V es Lrná fLrnciÉn I de(VXV)

'.i

i)

ii )

iii )

iv )

detlen cLrmplirsÉ I(]F EigLli(}ntEs áxiomás! r*

c F- IR.

{r-rnv}É{vru}
.: Ll+vrt¡ ). = { urv }. + { vrw}

( currv ) = c { urv }
{ Ltiv ) l tt <it-trt-t } = 0 ¡ El Y solo ef Ll * q¡

Las sigr-rientes

consEcuÉnciá i nmed i atá

in tEr i or !

prÉpiedadEE adiclonáles Eon Lrna

dÉ lÉs cuatro axiom¿s del producto

i) V.¡E V i ,i tr- v.v .i = i. vto-v .: = Q E IB
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PrLlrba¡ §ea r-t, f E V

.l ql-r , Lr :¡ .i qvr lr.:. I i(),1 Ll .v:r' .3 {)H ]H

i j") \f Ltrvrw E V ¡'l Llrv + w .l*t: Llrv :l+iit-trH :I

FruEbá !

,i

l

iÍi )

PrLreba:

.l

Lllv+w:) E .i v + t,Jr,

.i vll.r :I + .i t"Jllt ) = {

r/ Lrrv E V , c E IR;

uI

urv .) + { Ltrw >

<Lrrcv>=c{Lrrv}

Lr Fv :r.

4.2.- Definición.- Eran Lr

vÉctorlál V de dimen6ión

rl: trV. Lr .: :r [ *i V.Ll :. = fi .l LtrV :.

y v dos vÉctores en Lrn espáEi(]

f in.i tá r y sean !

(r-rl f'r ,ut .,..rt-t )
t?nI

( v ) = (v !v !..,.v )
612rt

Iog vÉctBFEs de casrdpnadag de Lr y v ccln respectc a Lrfta

báEe f i.i á E i en ton css !

.1 u¡v i = (u) I (v) =Lr +,.. +Lt v
s s tl n n

dpfinÉ Lrn prÉdLrctü interior en V y ÉÉ le deñomina el

producto interior deterlDlnádo por la base B.

5éá 6 = + {fi , H "H rH }, la baEB ordinariá de l'1

12342x?
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L.l ui
1? I 7-

51 ! U= l!E H
l..l t_t

4 34

(u)=(Lrrl.trl.r
E12

prÉdLrcto i.n terior

(u) ,(v) = Ll v
B é 11

Por ejemplo sl: U

rLt rv rv ) Ftrr lo tanto el

quedá def j.nido corlÉ ! {Lr ! v:l

4

34 1

d6tErminádlf p(]r 5

+LlV+LtLtV+Ll
¿- !: -t Ll ¡'

i1
4i

l-1 0i

',i Lrrv :! 1.(-1 ) + ?.O + 3 3 + 4.? t.&

4.3.- Def i.nición de norme de un vector En un espacio con

producto

ri.t]r. Lá

interno.- Seá V Lrn esFacio con prtrdLrcto intÉ-

norrná 0 v H ¿e Lrn vectcr v está definida par:

ilv li + .;vr v:¡

4.4.-Teoreroe L2.- Desigualdad de tráuchy - Schwárz.-

§i Lr y v son vectores en

internoi en ton cetEi !

l. .ir-r¡v]. 1i" il Lr ll i

un espacio con prtrdt.lcto

Dernostráción : Si r-r = {} entonce5 .í Ll ! v ¡

En EEIE cás(] lá deÉigualdad se cc]nvie,rte pn r:)

puede snponer entonceE qLre r-r f {r.

= .i Ltrt!:,;o

.: (). §e
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ql.le:

{: Lt

Seá c un ésca I ar

(, .; {cl.r + v,

v:>= c {c {LlrLl}. +

.iLtrLtI+cr::Lt!v::+

Fuesto qure .l ur n v)

á rbi tráriÉ.

cLt + v::.

{r-r, v} 3' +

= {vrr-rl',

por def j.n i cÍ ón se tÍene

* C r;Lt! C + V:. + .ÍV,

c ivrLt} + tvrvl;

por definición se tlene

+
?

C

que !
2

{} ( c ¿;u.Lt]. + 2c {urv}. + rívrv}

5i haEÉm(]s ¡:Ll .Ll"' i = ár {uiv} +

entonces {l) se ctrnvi,erte en !

(r)
(v, v:)

0 { ac

b y -lvrv) = c

+ 2bc + c

negátivo, p6r

rnáy(]r qLrÉ Ct.

4.i u. v)! .i v. v

(f ).

?
el pÉ1, inürniB áE + 2bc

1o tanto su d iscrirninÁn te

Esto es.(3bc) * 4ác l, C, o
?

:¡ lrl y 4 (-i r-r.v l) {4.1

+ c nl-tn cÁ eE

nc) puede s;rr
2

bien(2{ Lr!v:}) -

Llru 1 { vrv .}

Fuesto qll€l

Lá desiquraldad de Calrrhy - 6chh,arr se dedlrce divi-

diEndú primer"amente (2) rntre 4. y luego elitraemor; 1á

ralz clradrada en arnbos miemhros dE lá desiglraldad rÉsLtl*

tan te :

?
l.l Lr.v :,.1 = +

l..l

.:. Ll .Ll ::, i .'; Ll r Ll .),
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Ejemplo! §i consideramos a M cün el prodl-rcto interior de .i

l-J.V .¡ = Lr v + l-r v -r Lr v + Ll v ! vámoÉ á dEterrninÁr Ia ? ltr '1.
1t 'i 11 44

cL{ándo A
-1

é

en tcln ce§ { ArA }

H

A

+

+

(*1 ) (-1)+(7) (7)+(6) (á)+(?) (2)

I+4?+5ó+4

De la
r r¡lr | -

misma manera
+
BI

\fec,
prodLlctñ internc, dE ArB E

t4 5.1 :

'7i

i-4 at
H ts

5

En ton ces

i; ArB ! =

.lA!B:. (-l) (31 + (7) (-9) + (5) (-4i+(§)(E)
.-15

DEFINICION 4.5.- Er¡ nn

clos vectores Ll y v

'{ L{rv ::

Éxrpác j.o con proclr-rctt:

scrl ortogonalrar si

=C)

j.B te¡-i Ér t

y solo si:

Además si

qLrE¡ FErtenÉcEn

Lt €:g artc:¡Eoná I a cáda

se dice qúÉ Lr eE

Llno de I §E

crtÉq0nÁl á

vE c tores

á Wr hl,

Un conjunto 5 es ortonormal , sÍ És ortt:g6ná1 y si
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todü vertúr de § tiene rrarma ignal a 1-,,

TOIÍENTARI O. - Vale seFfalcrr qlre la nrtogcnal:.dad

lá serlÍrrciÉn deI prednctü interiür-, Es Füsitrle

clepende cle

qLl6 dnri

prüdLtrti-1

'/ v BBn

in teriñr !

ve[türes gean ortnqanales con respectc:

in terilfr y ql.re á 1 rrisrrit] tiE,nFo ño FFán

otro prodncto ifitEri(]r,

EJEHPL0!

a Ltn

I

Éoñ recpEtrto á

Sear,AyEEf,l ! váffiÉs á detsrmifiar si É) ÉáE Értogt]n&l Á

B! §iFndü !

En tsn ces .lEl . A:¡= ó

I r-)

(:)

.,: f"{ - A'}=-11 l?\ + a) ll I + a) t-1 \ -l- ? af I

{.8. AJ'=-á + á 0 =]'A es ortogonal a B

4.6.- Teorema 13.- De5iEualdad triangular"* $j. Ll

vectores ortogonaLeE en Lrn Espacicl con prÉdLrcto

entt]r¡cesl ll Lr + v I

ll Lr + v li ! -i(u -r- v)¡ (Lr

I n il r- ll v li" V v E

DernostráEián !
J:

+

.i :: Ll :j + 2 .:Llr v:¡ + li v I
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?
+j LI

Esto ÍmplÍca ql(e! ilr-r + vll "É ll r-r ll + :: v ll

En el siqLriente ejemplo protlárerñsB qL(e lá désiqLtaldád

triánguler con las fi¡átrices A y E y ÉI prBdLrcto internB

dado en Ia definicÍón 4,I, síEndtr!

fi*

[ntnnceg:

'iA+Er?=+

AfT+?ETi

i 1Lr6trá Lrñá

r]:

o

o

l1

+ stt ¡. lt

I 2l

Fn

I
A+B= I:r

\

(1) (1) + (2) (2) + (1) (r) + (1) (1)

(r) (r) + ({,) (ft) + (1} (1) + (r) (1) =?A?=+
'?E?=+ a)l larl + l'll1 a?'l + l(ll lCr\ + lól aar'r = 4

Por 1(] tan to !

17lJ3+z
2.646 É 1,711I + 2

2.646 É 3,732

Lo ct.ra I nos

trianqular en El esFÁ[in

aplicaciún de

dE láB mstri ces

la desiglra I dad

curad rad ag .



trONELUSIONES

Todo en 1á nÁtLrrá]era está sl-ljeto a incÉsanteE

carnbios. la educacián eE Lrn proresÉ dinámico de permanen-

te sllperáci6n, Lá vigpncíá de nuevos plánes y prográrnas

oficiá1es implica lá necesidad de nLrevas f LrÉ,ñtes de

[onst-rlta pará el estlrdiantado cle nivpl medio. EstÉ f Lle

mi objÉtivo al iniciar rni trabaja mencgráfico qlte En

fclrrüá EÉncilla y clara he tratadp de realÍzarla y ÉÉpero

qLre este trabajo dedicado a Iá jlrventLrd retriblrya an

partÉ 1ús mrSltiplEs beneficioE que he, rÉ¡cihlido roílo

éstlldiántE, En este centro superir}r.

Llna iJE lás caráctrriEticáE dE 1áÉ matemAticas

tronsegLrir ql.re el allrmno rarone claramente. á egts

pLlestc mncho énfasis en cádá Lrnc de lss capltlllü§,

EE

he

E1

{¡stLrcli,ár'tÉ dñb*

punto de vista

corrÉctámÉntÉ

m ien tu:;

e)í iqe I a

de fnnci6n, demostrar

la nc,taciÉ,n 1Óg i ÉÉr y

teorEmas Lrt i I irando

ñFrerldÉr a manÉjár' defÍnici(]nüs desde el

ap] icár 1üs

no ex tensns

c(]Ii$t-1-

c(]mü ¡(]er, ejemFl(]B i I Llstrativos

pedagogla moderna.

tlar (rltima reo qlle eE rnLty irnportante antes de

a cÉnoc.irnÍÉntos prclfl.lrldos deI AIqÉbrá LinÉá1.

concEptG básicü de estracio vectoriaL en generá1

entrar

coftoce9r

y de



rnátrj.c*s en párticLllárr Eiendo las matrices mLly É{tileE en

lá resc:lLrción de sistemás d€ écLráEiones lineales" áEl

como támbién log conceptos elementáles de baees y dimen-

sión " prodlrctcl interno aplicado a mátrices. qLrÉ Es el

contenido de, egte trabaj o,

Al conclnir este trabai(] dÉl ELlal he (rbterlido buÉnos

resultádBsr ÉspÉrE qLle dE Ésta misma manerá resLlltÉ pará

El estlldlante gt.ls I leglle á tener En ELIE manos Éstr¡ modes-

ta trabaj o.
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el cGn j Lrn ttr dÉ l$9
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traza de Lrna rnatriz
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mLrltiplicaci{,:n de Lrn escáIár por ná

rgcalares re§ I eE

A'I

I

r
+

(: !c r.,-c M

2 n mlin

gÉn

Di"m

N
A

1

conjunto 6(] I Lrción

rGn j Lrnto qenÉradúr

d imenrii.0n de V

nÉlcleo de una mátriz

ultnl nnl idad dÉ Lrná rnatri¿



I tet
(v)

B

rango delá matriz

matrlz de coordenadas de v

prodLlctÉ intern{)

norfnág rJÉ Lln vectot-1lvfr
( AXA } prodLrctc, cártÉsiÁno Én t rr: plemFntüs

de I ficln.j Lrn to A .


