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INIIF¿OD(JCCIOhT

E] propó6ito de este trabajo es dar a conocer el- estu-

diante eI Tema de SIMETRIA en forma fácil y sencil-la,

entendiéndose por Simetría de una flcura a l-as posibili-

dades de hacerla coincidir consigo misno moviéndola ein

deformarle por medio de rotación y reflexión. Comenzare-

mos estudiando Ia operaeión binaria y 6us caracteristi-
cas, analizaremos las funcionee: Identidad, Inyectiva,
Sobreyectiva, Compoeición de Funcionee y 1a Función In-
versa. Luego pasaremos a reviear Grupos y sus axiomas,

e'nalizar eI ejemplo de.I grupo de simetriae, nos daremos

cuenta que dentro de un grupo es posible encontrar un

grupo más pequeño, asi por ej em¡>l-o el grupo de rotaciones

del triángu1o ee parte del grupo de 1as simetrias del

triángulo. Con este eJen¡>lo nos sugiere e1 concepto de

Subgrupo y eetaremos en capacidad de entender un grupo

cuyos elementos Bon permutacloneE. Avanzando con nueetro

anáIísis veremos el I somorfiemo con Io que entenderemos

que dos Efrupo s son Isomorfo6 si tienen 1a misma estructu-
ra algebraica .y únicamente dlfieren en 6us elementoa.

Habiendo entendido eI tema anterior, pasaremos a demoe-

trar e1 Teorema de Cayley que noa dice "que todo grupo es

I",:¡norfo a un Élrupo de pernutaciones".

Por úItimo analizaremos Isometrías que

más amplia de eete aÍngular movimiento

fieuras geométrlcas.

es

de

una aplicación

1as diferentes



CAPITT'LC} I

1- I}ÍTRODUCCIOII A I,A SIHHTRIA.-

La palabra simetría proviene deI griego 6¡rru0etroB que

ej-gnifica mensurado, adecuado. La simetrÍa en esencia ea

1a manera de mover 1as figuras de modo que sÍgan

pareciendo Las mismas. Por e1 momento danos esta

definición y luego con 1as herrariientas de1 Capítulo II
estaremos en capacidad de profundizar en eI CapÍculo IV.

1- 1- Claeee ¡le Slnetría--
1.1- 1- Simetria Bilateral-- La

aproximada!¡ente simétrica respecto de

La silla de Ia figura es simétrlca

biEector que paea por eI aeiento y eI

figura hr:¡rana es

una recta vertical .

respecto a un plano

espaldar .

f
I

I

I
I
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t-L-z- Si-uetrÍa Rotacional - - La rotación es eL giro de1

cuerpo alrededor de un eJe, e1 eie de rotación. EienpLos:

eI sÍmboIo de 1a Iela de Mann, tres plernas corriendo, o

Ia evástica, poBeen simetria rotacional .

1-1-3- §i¡etría de traelación. - La traslaclón es un

corrimiento eimple y en linea recta. Como por ejemplo, 1a

traslación de un tramo de vía de fecrrocarri.l en uno o

más durmientes a Io largo de un eje longitudinal
denominado eje de traelación o de deeliza$iento.

T-

T traslación a la derecha una distancia igual. T- una

traslación a la izquierda igual distancia.

T
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L-2-2- Si-uetría ideatidad. - Es La repreeentación

invari.ada del objeto Bobre 6í mismo. Toda figura de forma

constante poeee esta clage de aimetrÍa.

Una figura puede ser elmétrica reapecto de ve,riae rectas

simultáneamente o cor¡binar las eimetriaa bifateral y

rotaeional"- Por ejemplo, un cuqdredo ee bilateralmente

simétrico respecto de eus diagonalee y respecto de las

rectas que, pasando por eI centro, aon paralelae a los

iados, también puede ser rotado 90' con respecto a un eje

que pasa por la intersección de sue diagonales.

E1 conjunto de simetrias de una fi8ura con su

multipLicación es un ejenplo de una estruclura algebraica

a la que se denomina grupo, para eBto necesitamos

formular 1os conceptos de grupo, operación binaria, etc-

Cada figura tiene un grupo de simetrías, por ejemplo 1a

f i.Eura hr.¡mana tiene dos simetrÍae 3 La identidad ( I ) y Ia
reflexión (r) respecto de una rec'.a universal . La tabla

de nultiplicar eE

I
I
r

I
r

r
r
I

EI triánguIo
simetria. ( Este

equi 1áte ro

gráfico está

Éeis operaciones de

siguiente página).

poaee

en 1a
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A

Y\ *

B

- La identidad (I), que dejan los puntos de Ia fieura en

eI mlgmo lugar.

c
I
I
I

I

i

Rotacionee: $, rota con respecto al eje que

intersección de sus alturas en

aguj as de1 reloj 120"

v rota con respecto a1 eje que

intersección de sue al-turas en

aguJ as del reloj 24O"

PaBa por

sent ido

pa3a por

sent ido

1a

de

1a

de

Á

Reflexiones: x respecto a Ia recta X C B B C

C
y respecto a la recta Y C

B

A

Á

BAB

z respecto a 1a recta Z C B C A

t
I

A

I

I
I
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de

5

conjunto de aimetrías de eete tri¿ingulo K = I, 94, V,

y, Z ee cerrado conaervando 1a operación (comPoeiclón

funcioneo ) .

Ud. se preguntará ¿qué es cerrado?. Para aclarar ésta y

todas las demás preguntas, procigarnoe con eI Capftulo II
que noe dará los conceptos básicos que nanej aremos luego

en el Capítulo IV.

ts?oL

bdAl,' d' (icd(''!- n¡'lrrn¿licqt

lll:l-rl i I
.' hg thlnert 9r ¡r' rto j



CAPITT.ILO II

2- FIINCION, GRUPO, $TRGRUPO y PERMUTACION

2-1- Ooeración t ina¡ia corto frrnci ón

2-7-L- Definición. - Una operación binaria es una función

que asigna a cada ps.r ordenado de elementoe de coniunto,

alEún elemento del conjunto -

f: SxS -> S

§ - {a,b}
SxS

Tab1a de nultiplicar

f ab

a
b

ab
ab

Este eJemplo es una de las

binarias que podeuroa definir.
tantas o!)eraciones

Una

Ias

operación binaria de un conjunto S puede cutrplir con

eiguientee caracteristicas :

1)

,\

ó,

4)

Cor¡mutati.va: Si y aoLo si a*b = b*a Va, b e S

Aeociativa: Si y solo ei ax(bxc)=(axb)xc Ya,b,c e

Exlste el Neutro: axe = e*a = a áe e S: Va € S

Exiete eI Inverso: a*a' = a'*a = e Ya € S aa' €

a

a,a).
a,b)
b,aI
b,b)

5a
i¡

Necesitaremog taobién Ia siguiente definición

a
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Ahora, I>ara entender mejor desarrollaremos algunos

ejemplos:

Definic ión

Si S es un grupo finlto,
número de elementoe en S

Problena 1

Sea S un conjunto

Cuántae operac iones

entoncea e1 orden lSl de S es eI

con un elemento 2,

diferentes se puede

3 y n elementos.

definir en S?

Solrrción:

a) S = {a}
a*a = a Una sola operación binaria

b) § = {a,b} n=2, el número de operacionee ea: hay 4

elementoe en SxS, lSxsl = 2 x 2 = 4, y Para cada eleúent,o

(a,b) de SxS tiene 2 posibilidadee, entonces 2a = 16

c) S = {a,b,c} ¡=t, eI número de operacionee es: hay 9

eleuentoe en SxS, lSxSl = 3 x 3 = 9, entonces 3e = 19683

d) S= (a,b,...,nL lSxSl =lum= n2

1¡2
I

nxnxrt n entonces n(rt')

Problera 2

Sea Q el con"junto de 1os número racionalee diferentes de

cero, explicar por eué la división ( denotada por +) ea

una operación binarj.a en Q



Q,¡

SL w/x eQ y y/zeQ 1(W=o v v=o) Id, x, v, z son

enteros

Ahora !r,/x + y/z = vtz/xy e Qr' .l (W'Z=o)

Por 1o tanto, Ia división es una apllcación de Q x Q -> Q

2-2- Fr:nción- - Si a cada eLemento de un conjunto A de

partida se le hace corresponder un único elemento de1

conjunto B de l1egada, ee di-ce que el conjunto de estos

pe.re6 ordenados así construidos es una funclón (o

aplicación) de A en B y se denota por

f
f: A->B o A->B

Q -{o} donde 1(x=o v z=o)

2.2-l- Clasea de fi¡.nciones - -
2-2.L-L- Fr¡nción ldeutidad. -
Definición: f: F -> F Yx € F ; Ir(x) = x

Una aplicación de F -> F que hace corregponder

de F e1 mlsmo elebento x y se desigr¡a Ig

f: F F
Ir

x2-
I(x:-)

>I(xz)
>I(xs)

2-2-t-2- hrnción Inyectiva - -
Definieión: f: E->F Yxr, xee Dmf

f(xr)=f(xz) => x1=x2

ó xrfxz -> f(xr)ff(xz)

todo x

= Xl-
=x2
=x3



Una aplicación eB inyectiva el doe

deI conjunto de partida, tienen

di.stintae en e1 conjunto de llegada.

I
elementoa diferentes

siempre imágenee

f E >F

x2-

EJE{P16

Probar que f ee inyectiva
f:x->Y=2x-1

f(xr) = f (xz)

Z:x:--1=2xz-7
2x: = 2xz

y llega xa = xz

por 1o tanto f eB Inyective

2-2-L.3- Funcióu Sobreyectiwa - -
Definición: f: E -> F

Ee una aplicación de un conjunto E sobre un conjunto F,

euando todo elemento de F ee imagen de por 1o menoa un

eLemento x de E.

?ambién Be llama ap1Ícación sobre

f(x)-yesdecirRangF=E

YyeF axeE, ta1 que

f : E 

-> 

F

=>.

f
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EJEMPI,O:

F = {1,-1},
x es poa j-tivo

es negativo

de1 conjunto

f: R-{o}

impl ic a

-> F ta1 eue f(x) -

l*l = * entonces Y

lxl = -x=>v=x/-x =-1. f
de los reales no nulos sobre

lxl
= x/x = 1. Si x

eB sobreyectiva

F = {1,-1}

2-2-L-4- Fr¡nción Biyectiwa- -
Definlción: Se dice que una aplicación f:E->F eB

biyectiva si a Ia vez e6 inyectiva y sobreyectiva.

Si f es una biyección de E en F, cada elemento y de F es

Ia imagen de un elenento único x de E.

YyeF , !xeE, ta1 que y = f(x)
f:E_>F

f

E.]EüPIO:

La aplicación f N -> N*=N- { o }

x -> x+1

Yxrxe e N

f(xr) = xr+l
?, .! 1

Vl'eN-{o }

=¡¡=y- 1

f(x)=f(y-1)
f(x)=(y-1)+1
f (x )=y

es una biyección

= f (xz) =

=¿2+1

x2+1

= x-2, f es inyectlva

f es sobreyectj"va



Eof

1l

2.2.1-5. Compoeición de func iones

B

f a)
y=f(x)

C

z=E f (x) )=(eof) (x)

Ias aplicacionee

A->B y B. C->D
e1 conjunto de parejaE ordenades

s(f (x) )l

f

DA

Definición. Dadas

f
tales gue f (A)c.C,

f (x, z) : ,/xe§ y z=

eB una función,

designa por Eof:

la composición de

Refc.Dme

Ilamada compuesta de g con

A->D. Una condici.ón necesarla

funciones gof (x) exlsta es que

f, v se

para que

&fBIPTO:

Si A=B=C=D=R f(x)=A->B ; e(x) = C->D

f (x) - xz

g(x )= Cos x
(g-f )(x) = g(f(x)) - g(x2) = Coe (x2)

(A-f)(x) = f(s(x)) = f(Coe x) = (CoE x)z

Como podemoe notar Ia operaeíón no

conmutativa, es decir gue

foí * eof

en general
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2-2-t-6- h¡r¡ci6n Inversa- -
Dada una función f: A->B = { (¡,y)eAxB/y=f (x)}

Definiremoe f_r: B_>A = { (y,x)eB:<A/(x,y)ef},

f-1 ee una ¡elac1ón de B->4, ya que ea un SubconJunto de1

producto carteBÍano BxA, eBto €a, ¡- lgBr<4 pero no ea

rteceÉariarnente u¡a función. Sin eobargo, Ei 1a funclón eE

biyectiva, entonces f-a ee una iunción de B Eobre A y

reclbe eI nombre de función inverea. Con fa

caracteríatica de que

f-aof=fayfof-a=Is,

no

,<

2-3-L- Definición-- Un grupo (G,x) e6 un conjunto

vacío de elementoE G, junto con una operación binaria

en G que eatisface los siEuientea axiomas:

La operación binari-a * es asociativa

3e€G Yx€G, ta1 que e*x = x*e = x
(Este elemento ee elemento identidad para x en G).

)

Va€G, =a-EG ta1 que a'*a =

(eI elemento a' eÉ, e1

operación *.

a*a- = e

invereo de a). Bajo Ia

2-3- Gruoo- -
Definiremoe grupo como una estructura que conEta de un

conjurrto G, con ur¡a operación que poeee elemento neutro y

donde todo elemento tiene inverso.



Para entender mejor 1a definición y los

analj-zaremoe al-gunoe ejemplos de Grupoe que

utilidad para eI estudio que esta:los efectua¡rdo.

13

axiomas

eerán de

de todos loe Enteroe no negativos ( incluyendo

operación +

&j enl¡lo 1

E1 conjunto

el O) con Ia

Tiene eI el,emento identidad O, pero no tiene eI
para 2, luego podemos decir que n-e ets un grupo.

InverBo

Problema 2

Sea S el conjunto de Ios

con 1a adición de enteros

enteros pares. Deuroetrar que S

es un Grupo -

Sea

1)

a+b

a*e

e=
e=0

o=
O+a

a = 2at, b = 2b:- dos elementoe cualeequiere de S

Operación binarla

= 2(ar+br ) es un elemento ú¡ico de S.

ExLste e1 elemento neutro

=e*a=O;OeS=e€S
2xo

ya que

2*O y

=a+O=aVaeS
fsPot

lr.r¡tufo d. C¡.n ;or ¡¡qleñÉlicq¡
l¡g ¡ I ¡:^

"l¡g ilomcro (,,.¡¡z . go¡'r

Con eBto podemos concluir que todos conjuntog no si-empre

son grupo6; para que Bea Srupo e6 neceBarÍo que }a

operaci-ón defina y cumpla con 1oe axj.or¡ae enuncl&doa.



O = 2*ar

2a:+2*O = 2e.r = a

2*O+2at = 241 =a
li) Exlete e1 el¿menüo inverao

1-a=2a =a'=-2a1 eS ta1 que

2ar+(-Zar)=2x0=0

Problena 3

Dados e1 conjunto t0,1,2]
multiplicar (denotaremoe aeí

correspondiente a1 Erupo ) .

construir ]-a tabla de

a una operación binaria

Sea m un

Si m = 3

entero positivo fijo. Cuando m = 3

1a tabla de multipLicar es

012
o

1

2

Existe el elemento neutro que

Existe e1 inverao de cada

1nverso de 1 ee el 2, y del
(verlfique e1 lector ) .

es e1 0.

elenento, por ejemplo, el
2 ea el 1, y es aaociati,va

0 I ,

1 2 0

o 1

construir la tabla deCon e1 conJunto tO,1,2,31

mult l-pl icar



m=4 1a tabla de multiplicar e§

0123

ejemplo, e]
yde 3es1

o

1

2

Exiete e1 elemento neutro que es eI O-

Existe e1 inverso de cada elemento, por

invergo de 1 es e1 3, e1 invereo de 2 ea 2

además es asociativa (verifique el l-ector).

Como observará Iae datos de Las tabLas

operación binarla Bobre un conjunto que

definición de grupo .

de finen

satisface

una

1a

2 -3.2- Grupoe Cíclicoa--
2-3-2-L- Definición: tos Grupoe que Be Eeneran a partir
cie un eolo elemento se 1laman ciclicos; entoneee G es

cíc1ico si podemos encontrar un elemento a€G tal gue

n vece8

G=<a> {a ^/n e Z} en donde a¡a = a*a*...r(a

Por 10 tanto a e6 un generador de G; y e1 grupo G = <a>

es cíclico -

Por convexi6n adoptaremos ao=e

a-a = a

o

1

1 2 *)

2 o

0 1

0 1 2



t-b

2-3.3- Gru¡¡o Abelia¡o- -
2-3-3-1- Definición: Un grupo G ee abeliano si e,u

operación binaria es eonmutativa.

Propiedad elemental de l"os Grupos CÍclicos:
"?odo Grupo cicLieo ea abefiano"

Demoetrac ión:

Sea G un Grupo Ciclico y aea a un generador de G, ta1 que

G = <a> - {a ttr/n e Z}

Si g, y gz son doe elementoe cualeequi-era de G,

enteros r Y E talee que gl = ar Y gz = &.

=> E\C2 = Araé= al'-Fé = a€+!. = a.ar = g2É1

de modo que G ee abeliano.

exi sten

Ei emploe

Q = (2,+) ee un Grupo Ciclieo?. Si.

generadores (2,+) = <1> = { .. --3, -2,

ee €.sí obtenga

-1, O, 1, 2, 3

]oe

,...]

a=

a=

ar¡=

<-l> = {."-3, -2' '1, o, l, 2,3,-..J

generador de los Enteros

númeroe enteroB

I

10 = O

-L- - -L

12 - 1Ll - D

11\-1 = -1

(1;-:: = ((1)-1)? = -1 +-1 =-Z
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EntonceE (2,+) es un Grupo Cíclico con doe generadoree, 1

y -1.

2-4- Sr¡b€?upog--

Si encontramos que un Bubconju¡to de G forma r¡n grupo más

pequeño dentro de otro G, esto eB un ejeEplo de subEirupo.

Además es importante anotar que. todo subconjunto de un

EluI>o no es un subgrupo.

2-4-L- Definlción: Si H ee un eubconjunto de un grupo G

cerado bajo Ia operación de grupo de G y el H es éI

Eismo un grupo bajo esta operación induclda, entonces H

ee un subgrupo de G- Denotaremos ¡>or H<G o G:fI el hecho

de que H es un subgrupo de G, y H<G o G>H significará que

H<G, pero HfG -

Criterio de eubgrupo que debemos tomar encuenta para

verificar que es un subgrupo:

ün conjunto H de un grupo G es subgrupo de G si y sólo si
1 H eE cerado bajo 1a operación binaria de G.

2 la identidad e de G eetá en H;

3 para todoe los a€H eB cierto que a-1€H tambiéo -

Máe adelante daremos un criteri,o más con!)acto.

Ejenp1os:

Determinar ei
subgrupo baj o

comr,Iejos baj o

subconjunto de

suma de1 Grupo

realeo eg

l-os nú¡reroe

e1

1a

Ia

número s

Cde
sL1it.1



1)

3)

Asoc iat iva : hrx(hzxkrxkz) =

V hr, hz, kr,
neutro eBtá en J, esto ee

elemento neutro del Grupo

ló

( hrxhzxkr ) xkz

kz€G
ee{(h.k) /hxkeJ} ya que e eB

G

Cerrada bajo Ia operaclón blnaria de R

Ve,beR a+b=c c€R

21 = a+io

z2 = b+Lo

z]+22 = (a+b)+1(0) por 10 q1oe Zt+ZzeR

La identldad e de G eEtá en R

e€R Ya€R tal que =e€R '

e = O+io tal que Yz=a+10

e+a=a+e:a
YzeR Éz'€R

z = a+iO ez'=-a+io

z+z'=z'+z=e=O+iO

hrob].ema 1

lfuéstrese que si H y K son eubgrupoe de un grupo abeliano

G, entonces J - {h-k /heE y k€K} eB subgrupo de G

Sean J - {h.k /}]eE y kéK}, entonces 6e aabe que hxk = kxh

porque es abeliarto y como G ee un Grupo, 1a operación ee

asociativa, esto ea

E1

e1

e€H

e€K

POr

e¡e

ponque H

porque K

10 que

= e€J

es eubgrupo

es eubgrupo

deG

deG
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Ve€J, eI invereo eetá en J porque

a€J

a=h*k

h€H y k€K

=h-1€H porque H ee subgrupo

=k-1€K porque K ee subgrupo

esto es h-axk-L€J

(hxk)x(h-rxk-r)=s

h*[k*(h-1xk-1)]=e
hX(h-axk-1)xk=e

(hxh-l)x(k-rxft)=s

Por Io tanto J ea subgrupo de G

lios dedi.caremoe aI estudio de grupo s cuyog elementoÉ aon

Permutacione§.

2-5- Permrte.ción

f ee una permutación de A <=> f: A -> A, f es biyectiva-
EJ en¡rIo A = {1, 2, 3, 4}

q¡tr-;tr
1-
e

4-

->2
->3
->1
->4

Lo que obgervamog en eI gráfico podemoe denotar de 1a

siÉuiente manera:

e*e--e

e=e



o
Il
P

otro eiemplo r =
L234
32 41r4

Ieoreoa. - Lra :¡mposiciÓn de permirtacicne6 ea ctrá
permutación, éeto e6, I>robaremog que la compoeición de

permutaciones es una operación binaria en eI conirrnto de

permutaciones, y la denomina.mog como 1a nultiplicación de

permutacione6.

Demostración

a,b€G => axb € G

ll,V gon permutacionee de Q => [I*V es una permutaclón

W: A -> A V: A->A => WxV: A->A

Ir¡ es biyectiva V ee bíyectiva WxV es biyectiva

W¡kV ea inyectiva
queremos demoatrar que (ar.)WV =

partiendo de (arW)V = (azll)V

=> A1W = a2ltl
y finalmente

=> a1 =a2

azfJV => ar- = &z

V es inyectiva
[tl es inyectiva

WxV es eobreyectiva

Va€A, ya que V eobre, =a''€A ta1 que (a- )V = a
como Vl ee eobre A, a"€A taI que a' = a"l{

a = a'v - (a"W)V = (¿" )WV ahora Ve€A =a"€A

a( a" )I¡IV = a

=> WxV eE una permutación
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feorena

SeaAfO

c- {U G/Gs, ee una pernutación A]=> (S¡,.) ee r:n Grupo

Denoetración

Sean o, r, U permutaciones, por

uno a uno y sobre de A en A.

Io tanto son funciones

1) Demoetraremoe que la multlI>licación (compoeiclón) ect

asociatiwa VaeA

a[(or)u] = [a(o-r)]u = [(ao)r]u = (ao)(ru) = a[o(ru)]

=> (or)u y o(r.u) lIevan toda a€A aI migmo elenento

[(ao)r]u.
Por tanto son 1a mioma permutaclón y la compoeieión eE,

asoc iat iva

Con ealo probamos que 1a composición de funeionea ee

ASOCIATIVA.

n

2) DemostraremoB que exlete er¡ neutro para 1a

La permutación I ta1 que aI=a Ya€a i

permutación y actúa como elemento neutro

permutación oI = Iú = o

operación.

I ee una

ya que V

3) DemostraremoB que exi-ste el elenento inverso- Para u¡a

permutación o exiBte o-1; ya que si (, esta úItj.na es

una permutación, entonces es un función biyectiva, y

por 1o tanto existe su inversa o-a tal que o-1-o

o-o-a = f



L.ltit'rto d. ti''r
f¡¡t¡-

f 
,h9 tlomcro Q¡tir tgo¡

que ea urlCon esto hemoe denostrado

Permutacionee.

Si A = {1,2,3,..,a} denominaremos S"

permutación de A en A.

io/o c3 una

ExiBte un tiI>o particular de lde permutaclonea que eB

l lamada ciclo.

2-5-1- Ciclo--
Definición: Una permutación o de un conjunto A ea ur¡

talee queciclo de longítud n si existen e1 , a2,...e'n € A

A¡¡O = A1

d2,

ct

Grupo de

ar' ) )v

Escr ib imos

xC,

A2O = 43, -. - ata-1o = Ar1

Vx€A ta1 que ., (xe{a:.,

o = (ar., az, .-- ar¡ )

Ejeoplos

Sea A = {L, 2, 3, 4, 5}

Un cicLo es (L, 5, 4) l
da 1o mismo denotar cono

(1, 3, 5, 4) = (3, 5, 4, l) 6 (5, 4, 1, 3) ó (4, 1, 3, 5)

Los ciclos son tipos particulare8 de peru¡utacioneB.

ProbLena 1

Expresar o =

J r2345
32514

3b(
10 72 !4

L234
2468

como producto de ci"clr,s disjuntos-

89 10 11
7

72
o

13 141
11 13-_l



¿'\)

Soluci6n:

La=2, 2a=4, 4q=8, 8o.=1. 3a=6, 6q.=12, 12o=9, 9o=3, 5q=10,

10c=5, 7a=]-4, 14c=13, 13a=11, 11a=7. LueEo

a = ( 1. 2. a ,A) ( 3,6, 12,9 ) t.'7 ,!4,13, 1l- )

2-5-2- Trang¡¡oeic Lón

Definición: Un Ciclo de longitud 2 es

( a:-, az,---, a-) = (ar,az) (ar,as) ..
una tranaposición

( ar, at )

2)

liótese que:

'1 1 IJa6 tranBpoEicionea tiene 1a particularidad son cicloe

de l"ongitud 2. Dado un elemento de un grupo A,

tos cicLos ee pueden descomponer en transpoeiciones.

La composición de un ciclo conaigo mismo da Ia

identidad -

Si ao = e r es eI número que me indica Ias veces que

se debe operar el, elemento consigo mismo hasta logre.r

Ia ident idad -

Lae permutacionea de un conJunto finito es par, si
puedo expreaar como e1 producto de un número par de

transpoeiciones y de l-o contrario eB j.mpar.

2-5-3- Pe¡¡uutaciones Pa¡es e lrrparee

Deflniclón: Una permutación de un conJunto finito ea par

o impar oi se pueda expreear como e1 producto de un

número par de transposiciones o como e1 producto de un

::ú¡nero impar ,,e transposiciones reepect ii'anente .
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2 -5 -4- Gnr¡>os Alte¡nantea

Para n22 el número de permutacionee paree en Sn ee lEua1

af número de permuteciones impares: es decir, Sn ae

ciescompone en eI cor¡junto de permutacionee pares e

impa:re a constituye tener un orden de (nl)/2. Para

moetrar, eea An eI conjunto de pernutacionee paree en S¡I

y sea Bn el conjunto de permutacioneE impareB para n¿2.

Para demostrar que An

elementos ee necesario

An sobre Bn.

y Bn tj.enen e1 Bisno número

definir una firnc lón rrno a uno

de

de

Sea t cualqul,er tranBpoelclón fiJa en

porque n-2, podemoE Euponer que r=(1,2)

frr¡¡c ión hr.

hr: An -> Bn

ohr = -ro = (1,2)o

a = (1.2) =

6 ee una permutación

Sn que existe

deflnire¡ooe 1a

egto es, o€An va a dar a (1,2)o baJo hr. o es par, 1a

permutación (1,2)o aparece como e1 producto de (1 +

nú:oero par) ee declr un número impar de transposicionee,

e'6í gue, (1,2)o está en Bn. Si pa.ra o y uÉAn sucede que

<¡hr = uhr orden (1,2\o - (7,2)u, y como Sn es Brupo,

podemos canceler, tenemo3 o = u. Así hr es una funclón

uno a uno -

7-1

impar r- l'6 ee, par

Por:iltimo



,F-

AsÍ que si 6eBn entonces

T- 16€An

(T-a6)hT=7(a-r§)=§

V6ÉBn =r-a6 € An - r-16 h1'=6

For consiguiente, hr ee Bobre Bn, y Ee concluye que el
nú$ero de el,ementoe en An eÉ, eL misuro que e1 número de

elementos de Bn pueeto que existe rma correEipondencia

biu¡ívoca entre 1oB elementoe de ambo e conjuntos.

Teorema- - Si n>2, 1a colección de todae lae permutacioneg

pares de {1, 2, 3, ---, n} forman r:n subgrupo de orden

n!/2 de]- grupo eimétrico Sn.

Defi.nición-- EI subgrupo de

permutaciones pares de n letras
de n letras.
:anto Sn cono An É,on grupoa muy importantes.

E:i emplos :

Problena 1

Demostrar que An = Sn impllca que n=1, Ia demoatración eB

por contradicción ya q.ue ¡>=>q = 19=>1 p, es decir va¡oos a

suponer que 
"t1 V llegar a que A-+S-, como +1 teneEto6

que n>1, A ti-ene al menos otro núnero que llamaremoe 2,

Sn debe contener una permutaciórr que i-ntercambie e1 1 con

Sn q.ue conata de las

es e1 grupo alternante An



el 2 y deje intactoe loe otros

t)ue6to que r ea una permutaci.ón

n*1 => An f Sn-

Problena 2

Ca1cu1ar o.B, B«, o-r, si

26

elenentos a=(7,2) TfAn,

inI¡ar y, pon conelEuiente

it123456
23654! l Bo

aB

12345511356rnl

= l-r z s 4 s 6l co= [-r 2 a 4 5 6l
f_s54261_l lz6a lsb_l

Solución:

Para encontrar d-l- nótese que x(aa-l¡ = x, que ¡>or

coneiguiente a-1 debe mandar xc a x. Ahora determlnaremoe

cuáI es el eLemento x que ea enviado a 1. 6a = 1, y por

-eanto tenemos que 1c-a=6, despuée 1o=2, 2a-t=1.

Procediendo de eeta manera obtenemos:

t1234561
23 65 nr_)
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3 r SOITORFI SFIO y'rEOREl.tA DE CAYI EY

A-1- Iaopo'fi e¡o-_

3-1-1- Deflnición-- Un ieouorflemo entre un grupo G y

Érul¡o G' ea una func j-ón f uno a unb, que ll-eva G eobre

y tal que para todas Iae x y y en G

(xy)f = (x) f .(y)f

un

Loe grupos G y

GeG' .

Teorena- - Si F:

es 1a identidad

Además

Para abreviar,

ident j,dad y los

G' son ieomorfos. ta notación usual e6

(r- >(:

de G,

eE r.rn iaomorf ismo entre G y G' y e

entonces ef es 1a identidad en G'.

a-1f = (af)-l Ya€G

un isomorfismo 1lewa 1a ldentidad a 1a

invereoa a 1os inversos.

Denostracrión:

Sea x'eG' . Como existe x€G tal que xf=x' =>

(ef)(xf) = (ef )x'
fee sobre ,

(ex)f
cie manera análoga

- (xe)f = (xf)(ef) = x'(ef)

Así, para cada x-€G' tenemoB

(ef )x' = x' = x'(ef)

ef es Ia identidad de G'

aden:ás que parla a€G



¿o

ef=
ef=

¿Como mostr&r que dotj

La demoetración ae ha

(s-ra)f - (a-1f)(af)
(a-a-r)f - (af) (a-af)

a-1f = ( af )-1

grupos go¡: isomorfos?

dlvldido en los Eiguientee pa.Boa:

PEEo 1 Definir 1a función f qué da el ieomorfiemo de G

y G'. Esto ee indicar cual sería xf en G' YxeG

PaEa 2 Mostrar que f ee eobre G'

P.e.Eo. 3 Mostrar gue f ee una función uno a uno

EÁEo 4 Mostrar que (xy)f = (xf i(yf ) para todae las

x,y€G

Se calculan ambos ladoe de la eeuacj,ón y ee obeerva eJ.

son iguales -

&iemplos:

Problema 1

Sea F: G->G' un isomorfiemo entre eI Erupo G y un grupo

G'. Muéetrese que fa transformación f-1: G'->G definida
para x-f-a=x por xf=x' donde x-€G-, eB una funeión bien

definlda y e6 un ieomorfismo entre G y G'.

Si G ee ieonorfo a G'; f :G'->G

La funeión f-r: G'->G egtá definlda por x-f-a=x ei xf=x'

a) Si f: G->G ea una leometrfa eabemoe gue f es biyectiva
y pon 1o tanto f-a también ee blyeetiva.
b) Probaremoo que f-1 conservan l-ae operaciones, eato e6

(x'y- )f-r = 1-f-r-y'f--r sabemos
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x'f-a = x ya que xf = x'
y'f-1 = y ya que yf = y'

i)or 10 tanto x-f-1-y-f-r = xy (1)

además (xy)f = xf-yf

(xy) f = x'y'

(xy)f-f-a = (x-y - )f-1

x-y = (x'y')f-r (2)

De (1) y (2) tenemos

(x'y')f-a = xV = ¡'f-ry'f-r

o-ue es 1o que gueria¡noÉ demostrar.

Teni.endo ya conocimlentos aobre ISOMORFISMO, eatamoa en

capacidad de hacer 1a demostración del Teorema de Cayley.

3-2- Teorena ¡[q Cawlev. -
Todo grupo es isomorfo a un grupo

Se: {de permutaciones de G en G}

G,x

de permutac ionee

So

Demostración:

Para Ia demostración hemos dividido en trea I)aBos:

Primep Paao

Nue6tra primera tarea es encontrar

permutaciones que sea candidato a

un conjunto G' de

formar un grupo

a+b
b
a- l-

>T

G"o
>fe
>Ta

a-

a
a+

-t

I---Tt
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ieornorfo a G. Piéneeae en G eimplemente como conJunto y

sea So eI grupo de todaB 1aB permutacioneE de G. (Nóteae

que en e1 caeo flnito ei G tiene n eleurentoe, So tiene n!

elementos". Aeí, en Éenerai,, ee elaro que Sr¡ ee dem*eiado

Ei¡ande I¡ara aer iEomorfo a G- ) DefinamoE cierto
gubconjunto de Ss. Para aeG sea f. la transformaci6n de G

en G dada por

xf.. = xa

pare x€G. (Podemoe penBa? en f- coBo multlplicación

cierecha por a. ) Si xf¡ = yfo. e¡tonceB xa = ya y I)or Ber

operación bLneria y con las Leyes de cancelación

obtenemoa x=y. Aaf f. eE una función uno a uno. Adenáe,

ai y€G, entoncea

asi, fc, fleva a

a uno y eobre

f ¡.€Se. Sea

(y¿-r)fa=(ya-r)a=y,

G oobre G. Entoncea como f¡.: G-)G eB uno

G, fa. eB una permutaeión de G, esto é8,

G' - {f-laeG}.
Secundo Paso

Aflrmamoe que G' es un eubgrupo de So. Debemoe mostrar

que G' e6 cerrado bajo 1a nultiplicación de

permutaciones, que conti-ene la permutación identidad y

que contiene eI invereo de cada ut.ro de sue elementoe. En

prlmer lugar afirma.uros que

f c,fic = f¡,¡ .

Para mogtrar que estae funcionee son lciuales, debemos

mostrar que actúan igual sobre toda x€G. Ahora



x ( f-fl, ) (xf-)fu (xa)f¡ = (xa)b = x(ab) = xf¡.¡.

Ael, f-f¡ = f¡u y por tanto, G- eB cerrado

Eul-típllcacron. EB claro que l)ara toda x€G,

tfe=X€=X¡

donde e ea eI elemento identidad de G, de u¡odo que

Ia perEtutac ión identidad I de §<¡ y egtá en G'

f¡.f¡=f ¡,u terremoe

J.Al¡.-¿ - ¡a.a.-.¡. - J-3 -

De aqui que

Jl-

bajo 1a

fc ea

Como

(f-)-1 = fa-1 ,

de modo que (f.,)-1€G-. Entoncee, G' es un Eubgrupo de Sc

Terrce¡ DaBo

Falta probar que G eB isomorfo al, grupo G' deecrlto.

Defínaee $:G->G- por

Para a€G. Si aS =

permutación de G.

aei que ea = eb

ir¡mediato Sue ó

FinaLmente, (abS

Pero ya ee diJo

<ie G- Aeí,

aÓ= f'
tü entonces fa y fr deben eer 1a loisma

En particular,

efa = efic,

y a = b. Por tanto, ó ee uno a uno. Ee

es eobre G' por Ia definición de G',

= f ..ro mientras que

(4)(tü) = f-f¡.
que fe.ri y frfic eon 1a mlema perE¡utación

(ab)$ = (8Ó) (bÓ) .
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4_L

GRT'POS DE ISO}IETRIA

- Tsornertr í a gig f,g recta- -
Sn: {Ee eI conJunto de todag las biyecciones de B

en B].

Sea

Sea In e1 conjunto de todoe loe elementoe de Sn que

preaervar¡ lae dietanciae. L¡oe eleDentoB de eete conJunto

ae Llamerán lBometrías de R. Más explícitamente

oeSe, Se denomina isometrla sÍ y aolo Bl

d( a'b ) = d(ao'bo)

Para todo I¡ar de el-ementos a,beR

Para las demoetracionea gue vamoa a hacer a continuación

r¡t,ilizaremoB eI siEuiente lema:

f¡ena 4.1-

Sea (G,.) un glul>o - Entoneee un eubconjunto H de G ee un

subgrupo de G oii
(1) H*{ v
(2) el a,b€H, er¡tonceg ab-reH

Denoetrac ión: Si H verifica estae condiclone6, entoncee H

eE un Erupo regpecto a Ia operación binaria. En efecto,

si HfO, entoncea existe un o€H. Luego e¡6-r = 1€H. Adenáe,

si b€H, entoncee 1b-1ef{. Por coneiguiente a,beH lmplica

que a(b-1)-l' - abeH. La asociativiid se verifica en H

CAPITI'f.f,' ñU
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porgue ae veriflca en generel para todoB 1oB elementoe de

G. AeÍ, pues, . ea una operacÍón binarla aeoclatiwa en H,

1€H, y e1 inwereo de cada elemento de H eo un element,o de

H. Por tanto (H,') ee un aubgrupo.

Utillzaremoe e1 Lema para demoetrar

Eubgrupo -

1) I+§ porque exiete I¡ para I que ee una

2) Supongamos oÉIR ENTONCES o-1€1(R) hay

Ia ee r¡¡r subgrupo .

(In,. ) eE un

ieometrla.
que I>artir que

NosotroB podemos

siEuiente I, o-r
ase8urar que eI punto 3 se cr.:.urple por 1o

es cerrado ao-1€R.

Sea a,b€R

POr eer o'

o: R->R

xo = x+2

Demo strar

Con esto demostramos que o-ael¡r (grupo cie IeometrÍas)

?or todo esto podemos decir eue I(R) es subErupo de Sn

Ej emploa de a.]-gunaa Ieometrías

Problena 1

d(ao-r, bo-a) = d( (ao-r)o, (bo-1)o = d(a,b)

ieometría entonceB se eu¡op1e que:

d(a'b) = d(ao-a,bo-1)

y d(a,b) = | a-bl
que o e6 una IEometrla

d(<rx,t¡y) = d(x,y )
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d(x+2,y+2)

d(ox,oy)

d(or<,oy)

=> o ea una Isometria

= lx+2-(v+Zll
= ¡x+2-v-21

= lx-vl
= o(x,y)

Problema 2 o: R->R

xo=x
Demoetrar que o eE una laometría

d(ox,oY) = d(x,Y)

d(_x,_y) = ¡_x_(_v) |

= | -x+yl =

= d(x,y)

=> q eB una I Bomet'"la

l"-vl

Problema 3

Demoetrar que eI elcuiente conjunto de aplicac j-ón dotado

cie 1a composiclón con operación binaria eEr rln grupo

Tc.: R2-)R2 tal que

(xy)ra = (x+4, y+a) donde (x,y)€R2, aeR

Demostraciótr r.. eB una permutación de Rz

rE ee una biyección de R2 -> R2

Sl (x,y)r¡. = (xr,yr)r- entonceg (x,y) = (x1 ,ya). Si

(x,y)€R2 Existe (x-a,y-a)eR2 y (x-a,y-a)T., = (x,y)

Donde r¡, ea una apllcación lnyectlva y sobreyectiva y

I)or tanto, Ta eft una permutación de R2 T-.'=fa-a

EI conjunto de todas las ,r- no es vacio y -rE Tr,- a='rá.T-b=T



porque (x, Y )rtrl-au = (2r,Y)ro,t-u

(x+a-b,y+a-b) - (x, y )r¡,-¡

( x+a , y+a ) r-b

Asl, e1 conjuntJ de todae 1ae ¡a ee 'J¡1 subgrupo de. S¡tP y

por consiguiente eE un grupo

4-2- I aotñetrla ltre,I Pla¡o--
Sea E e1 conjunto Rz = RxR,

A

B

Son dos elementoa de E. Se

E

d(4, B) XA-}(E

6ÉSe, se denomina Tsometría

Si Va,beE; d( a,b )

Teorema- - El conjunto I de

forman un subgrupo

Éi:

- (xa,ye)

= (xe,ya)

define la d1Étancia entre A y

+ YA_YE

d(o(a),o(b) )

todae

de Ss.

las ieometríae de E

Denoetración

I+O porque 1e.s aplicaci.onee identidad es una faometría.

Sola-bente neceBitar¡os demostrar que or-1EI siempre o,T€f.

Tome en cuenta e1 efecto de r-1 eomo r€SE, exigten para

cada par de puntog A,B€8, A',B-€E talee que A'r=A, B-¡=B

entonceB d(A',8-) = d(A-r,B'T) = d(A,B)

ye que r es una ieometría- Ahora bi.en Ar-1=A-, Br-1=B' de

do¡¡de: d(Ar*a,B-¡ -1) = d(A,B)



y T-1 eB una igometrÍa.

d(Acrr-r, Bor-r ) =

y aBí oT-a€I .

En consecuencia

d(Ao,Bo) = d(A, B)

en

de1

Por tanto I es un subgrupo de Se

Refiriéndonos a fas Isorretríag 'del P1ano, encontramoB

--ree isometríae de1 Plano .

4-2-L- Rotacióu a.bededor de ü.n tn¡Eto - - Sea O un Pur¡to

cualquiera de S. Róteee S un ángu1o a aLrededor de O.

Entonces Ia ieometrÍa inducida por eete movimiento de S

se denomina rotación de un á¡iEulo o alrededor de O.

A soea. P

Una rotación de un án¡ulo o alrededor del- origen

sentido contrarlo al de1 movimlento de 1as aEuJas

reloJ eB 1a apl j-caelón 6a deflnlda por

(x,y)6- = (x cosq - y 6eno, x senc + y coeo)

Para cada a, 6.¡ es una isometria y (6a)-r - 6--.



4-2-2- Reflexióa en r.¡r.a recta- - Eeeójaee una

hágaee girar S eobre eata recta hagta

nueva.Dente eobre E. La igouetria gue Be

denomina reflexlón en XY.
I

?AQ
Se define r¡na reflexión en OX

(x'y)or' =

37

recta de E y

que caiga

obtiene ae

como .Ia aplicación oy donde

(x,-y)

Se ve de

demostrar

inmediato que esto es una isometría y ea fáciI
que ( o¡, ) - l= 6rr' .

4-2-3- Trasleción-- EscóJaee una recta XY, 6ea q una

isometría correepondiente a un movlmiento de S tal que

XoYs, Ia recta que paea ¡>or Xo y Yo, sea ¡>aralela a XY.

Entoncee, o, ea una traelación.

LBc

es una

Puesto que I es el producto de dos reflexiones, Ia

ilamaremoe refLexión.

Una traslaclón r¡.,rc eg Ia aplieaclón definida ¡>or

(x,y)r-,u = (¡+a,y+b)

Se puede demostrar que para cada a, b, ra.,¡

isometria y que (.ra.,r")-a = T-e.,-¡.
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Proble¡na 1

Uearemog e1 lema 4.1.

DemoBtrar que rc.,b ea una ieometrla y que (r¿,¡)-a =

-r-c., -b.

Solución:

Primero debemos deEoBtrar que T¡.¡€Ss, de modo gue

tenemo8 que demostre.r que ets una al)licaci.ón inyectiva y

eobreyectlva. (x,y)¡¡,¡ = (1-,y')rc.,rc claranente i¡aplica

que (x,y) = (x',y'). Sl (x,y)€E, entoncee (x-a,y-b)ra,u

= (x,y) y, tr)or tanto, fa.,b ea tsobreyectlva. Lruego

-r¡.,b€Ss. áEe r.r,r5 una isometrfa? Sl A=(xa,ya) y B=(xe,yg)

entoncea

d(A,B) = ( xa. - xB)2 + (yt - yB\2 = d(Ar^,¡,Bt.,u)
y r..,b ea una ieometria. (x,y)r¡..ur--,-b=(x+a,y+b)r-c,,-rc

= (x,y). De donde, r6L,b,T-a,-b=1. Análogament€ r r-e.,-trra,,lc

= i y, I>or tanto, (t-,u)-r = ?-¡.,-i¡.

&iemr¡lo 1

Demostrar que r..,rc es una isometría y que ('rr,rc)-1=-r-a.,-u

Solución:

Primero debemos demostrar que r¡,u€Ser de Dodo que

r--enemos que demoetrar que es una aplicación inyectiva y

aobreyecti-va. (x,y)T..,1' = (¡¡',y')rr,u claranente implica
que (x,y) = (x',y'). Si (x,y)eE, entoncee (x-a, y-b)¡-,rc

= (x,y) y, por tanto, T..,b es Bobreyectiva. Luego

r¡.,¡€Ss. áEe re..r. una ieometría? Si A=(xA,yA¡ y B=(xa,ve)

entoncea
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d(A,B) = xa-xr] + ya-yB) d(Ar-.¡,B¡a.u)
y ,re., b eB una itsometrf a. (x, y )r-a,ráT-8, -¡c= (x+a,y+b )r-., -b=
(x,y) - De donde, T€..br-.,,-r,=i. Aná1og6mente, T-.,-r¡T¡.b=i

y , Por tento , ( T,r . r¡ )- 1 = r-.., -lr.

&j eoplo 2

Demostrar que o:, eE un iaoBetría y que o?=i.

Soh¡ción:

Sl A=(x¿',yA) y

d(Ao¡¡'Bo¡¡) = d( A, B)

y, por tanto, o5r preaerva 1aa distanciae. Ee obvio que

(x,y)o:. = (x' ,y' )o¡¡ impl-ica que (x,y)=(x' ,y'). AdeoáB, eB

claro que o¡, ea sobreyectj.va porque (x,-y)or'=(x,y) - Po¡

tanto o:r e6 una iBometría- (x,y)os¡o¡¡ = (x,-y)o¡¡ = (x,y).

Así, pues, s?= i.

B = (xs,ye),

f (x¡.-xe)z + (-ya-(-yp) )z

4-3_ Gruooe de airnet?ia

SimetrÍa de una fiEura

biyect,iva de uno a uno

subconjunto de R2 entonces

-YSCR2

geométrica S es una

de 6u6 puntoe tal que

func ión

S ee

f es eimetría <=> f: Rz -> Rz

f eE biyección

Y x€S ; f (x)eS

ee decir Ia imagen de S medlante

P flS) = S

fesS



40

Teorema:

Sea S un Bubconjunto cualqulera de1 plano euclidiano. E1

conjunto, denominado por Ie, de todae 1ae oel tales que,

(i) 6€5 implica que 6('€S, y (ii) t,oes lmplica que ueS,

forma un Bubgrupo de I, Ilanado grupo de simetrlae de S.

(Un elemento de Is, t¡or congiEuiente, ee earacteriza l¡or

aI>licar elementos de S, y eole'nénte elementoe de S, en

s).

Deooetracióa:

Usaremoe eI lema 4. 1-

IsfiD, va que la aplicación idéntica de1 plano euclidlano

en sÍ miaDo pertenece a Is. Si o, T €IB, ¿eB <¡r-r€Is?

Prlmero derooetre.nemoE que T-a€Ie. Si seS, (a.r-a)-=s€S.

Pueeto que r€Is, ( ii ) implica que s-r-a€S. Así, '¡--1

verifica (i), i.e. B€S implica que s.r-1€S.

Para demostrar que r-a también veriflca (ii), eea t--1eS.

Entoncee (t,r-1),r=t€S, pueato que ¡ veriflca (i). Por

tento r-1 verifica (ii), y r-a€Is.

Ahora demoetraremos gue or-aels. Sea seS. Entoncee B<r€S y

sor-:'€S, ya que o y a-a aon elementos de Ie. Po:r

conBiEuiente o¡-a verifica (i). Si. tor-r€S' PueBto que

;-1 verlfica (1i), tenemoa que toeS. Más aún, como o€Is,
(li) implica que t€S y, conBecuenteDente, or-1 también

verifica (1i). Por tanto or-a€IÉ y Is forma un eubgrupo

de I.
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Rieq¡Io 1

Encontrar todog los elementos de Sr y Sz y prepat ar la
tabla de multiplicar de e6tog grupog.

I
es la tabla deSi contiene un eolo elemento I = lll i

mul-tipficar de Sr. Hay dos "r"r"rrlll "r,
u vSz lr

l1
§= l1

l2 1
1a table de multipllcar de Sz es

I6
I

DeL triáneulo equilátero que enunciamoe en e1 Capítulo I
que posee 6 operaciones de simetria obtenemoe las tab1a6

que indieamoa a continuación.

J

C

s

¿

f

x

I

I F

I

I

I
I
I
I
¡
¡

I
\l

I --
¡<
(

B

2l
¿l

I
I
I



]

Con estoe conceptos podemoe mu.Ltlplicar

simetriaB ya referj.daB anteriormente .
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o com¡>oner l-ae

Recordemos que: El conjunto de lae sirnetríao del

triánguIo eon K = I, W, V, X,, 't, Z, Ias miemae que aon

cerradas con respecto a Ia composición de funciones (G ee

eerrado bajo Ia operac!-ón x <=> Va,b E G => a*b € G), Con

e6te antecedente podemos formar fa eiÉ¡:iente tabla:

Ej emplo 2

* Iwvxyz
I

x

z

Iwvxyz
wvlzxy
vIt/ryzx
xyzLwv
yzxvlw
z2<ywvI

Demoetración:

\-amos a demostrar que Ia siEuiente tabla forma un grupo.

i. e*x = x*e = x
j*3 = ¡¡*l = ¡4

2. VaeG, =a'eG taL que

a= I

a=W
a-= V

a=V
a-= W

a=x
a'= x



Se deja al lector Ia

operaciones debe hacerse? )
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propleded aeoclativa ( ¿cuántaa

Con eBta demoÉtreción hemoe probado que Ia tabla anterior
f orma r¡¡ grupo .

Volvlendo a Lae eimetrias de un'triánEuLo y eecogemoe la
Fig. I, W, V, obeervamoe que eete grupo de permutacionea

forma un Erupo más pequeño dentro del, otro que eB un

e j emp1o de Suberuoo. Detengámor¡os ¡>ara eetudiar.

Eiery¡Io 3

Demoatrar que Ia tabla forma un aubgrupo

I
w

Iwv xyz

__v_

Iwv
wvI
vIw

xyz
zxy
yzx
Iwv
vIw
wvI

xyz
yzx

Demostración

e>kx=x*e=x

fxW = WxI = I¡i

YaeG I a'€G ta1 que

a*a'=a'*a=e
V*W=e

=> V = I{- 1ll*V = e
VxtJ = I
Vx(!lxW-a) = JxW-a

v
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VxI = W-r

V = W-a

Con eeta demostración hemoe probado que ea un Subgrupo

{I,I^¡,Vi-

Este Erupo contenido er1 otro mayor ea un eJ emplo de

subgrupo -

No todo conjunto de esta tabLa e6 un subErupo, por

ejemplo si probaramos con un conju¡to M = x, y, z i éete

no es un subgrupo ya que x,y=W ; y IrI no ee elemento de M.

Ej enpl-o 4

Sinetries de r¡n cuadrado

A cada una de eeta6 formas en que eI cuadrado puede de

nuevo coLocarse en eu sítio, 1e l- Iamamos un úovimLento

rígido o una Bimetría del. cuadrado.

Es claro que cada simetria efectúa una permutación de1

conjunto fL,2,3,41 que repregenta Ioe vérticee. Uearemog

1a rotación de 1ae permutacioneB para describlr a laB

simetrías. Veremoe, que no todas lao permutacioneÉ de

este conjunto representan ei-netríae de1 cuad:¡ado.

14

2

I



Incluiremoe entr.e 1ae si¡retriae la
eB decir el movimiento rigldo que

cuadrado -
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permutecfón j.déntlca,

deja invarj-ante eI

Es c.l-aro que al- girar e1 cuadrado en un ánEuLo

di¡ección contra¡ia a 1a de lae a€uJ ae deI

alrededor de eu centro noe da un 6i&etría.

recto en

reloJ y

vemos tanbién que 1as rotacionee, contrarlas a la de 1as

aEuj ae del relos en doe o tres áneluloe rectoa eon teobién

6imétricaB -

Obeervamoe ademáe que Las

agujae del- reloe en ur¡o,

Ios miemos efectos de Ra,

rotaciones en direeción de lae

doB o tres ánEulos rectos tiene

Rz y Rr reBpectivamente.

[-rzs4ll=i L

l_r z a ._l

l-rz3.lRr =.1 t
fatzt_l

*==l-t 2 s tl
l_e 4tz)

[-rzs.l
Rs =.1 l-

12341_l

[r284]tH ='l l-

:rL4u_l



V

D+

t234
4321

7234
7432

46

D+, D- forman e1

ta composición o

D+ D-
VH
D- D+
HV
Rs Rr
Rr Re
IRz
RzI

[-=
341

'il,
1

,5

,

Las ocho ol>eracioneg I, Br, Rz, H, V,

conjunto de BiloetríaB de1 cuadrado.

producto es una operac ión.

IR:-RzRBHVD+D-
I
Rr
D^
Rs
H
v
D+
D-

IRrRzRg
RrRzRsI
RzRaIRr
RaIRrRz
HD-VD+
VD+HD-
D+HD-V
D_VD+H

H
D+
V
D-
I
Rz
Rr
e-

D-
H
D+

Ip-
Rr

En eata tabl,a obaerva.mos 1a existencia del neutro I y

cada elemento tiene au inverBo.

EI conJunto de simetrlas forma un grupo llamado GRUPO DE

SIMETRIAS DEL CUADRADO.



Fé1ix Klein dio una famoaa denifici.ón de una geometrÍa en

au diecurso de aceptación de uÍra cátedra en la
Universidad de Erla-rrgen "Una Geopel.r.ig es eI estudio de

aquellas propiedadee de r.¡n espacio ( conjunto ) que

permanecen invariantes bajo aIgún subgrupo fijo de todo

el Erupo de transformaciones". Esta definlción Ia henoe

aplicado en 1a geometría euclidiana-

Remembrando eeta famosa cita,
coneidera.mog deben recordarse

monográfi.co:

renarquemo e 1os puntoa que

l-uego de leer este trabaj o

E1 objetivo principal" de este trabajo ee dar un j.nicio

en eI estudio de la simet,rÍa y Luego continúen en

eetudios más avanzados de este intereeante tema.

El teorema de CayLey eB uno de 1oe teoremaa cIásicoe

de la teoría de grupoa gue noa permite demostrar que

cualguier grul>o e6 estructuralmente eI miemo con al8ún

grupo de permutaciones.

Hemoe hablado de conJuntos en donde 6e define eI
concepto de digtancia entr.e elementoa. Si consideranos

d(x,y) como Ia distancia entre los dos elementog x, y

entonces podemos hablar acerca de traneformac iones que

conBervan Ia distancia.
EI subconjunto de tnaneformac j"onee que preserva la

distancia es un eubgrupo de isometrÍas-

*)

4

ohrcfrrsrohtEs



5. Lae rotasioneg alrededor de un punto fiJo forna un

eubgrupo de 1as lsometrias.

6. La refLexión en e1 plano eB r¡na fir¡ción que transforma

cada punto de una deterrrj-nada recta en ef miemo y a

todo punto fuera de Ia recta.

7. La simetrla, en eeenci.a, es Ia manera de mover lae

fiEiuraB, de modo que sigan pareciendo las mismae.



f,E
T

T'

r
I,W,6,r,U,B

f ,w,v,x,Y,z
A,B,S

a

R

a

G

<a>

6

Sn.

€

o

Z+

Q+

R+

x, a*b

(G, x1
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APEhIDTgE

Func ión

Traeiación a 1a derecha

Traelación a La izquierda

Re flexión
Permutac ión

S ir¡etr lae

Conj untoe

Números racÍonales

Númeroe realee

Númeroe enteroB

Elemento de G

Grupo

Generador

Nú¡¡eros complej os

I sometria

Conjunto de todas las biyeccionee de

un subconjunto R en R

{ T./a€G }

Pertenenc i a

Conjunto vaclo

Enteros poeitivoe

Racionafee positivos

Reales poeitivos

Operación binaria
Grupo

Elemento I dent i daci
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a'

Isl
.c

BcA

H<G

f: E->F

f:A->A

I
A¡¡

G=G'

Sn

Elenento Invergo

Orden de S

Inelueión

B eubconj u¡rto de A

Inclueión de gubgrupoa

Traneformación de E en F

Permutación

Tranefornaclón Identided

Grupo Alternante

GrupoE lEomorfoe

ConJur¡to de pe¡nutaciones de R en R.
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