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INITF'()DTJCCT()N

En loo últimoe añoe, el Algebna Llneal ae }ra deaarrollado y

ha inerementado eI conocimiento en profeslonalee de

dlferentea áreae relaclonadae con la Matemátlca.

El AIE¡ebra tlneaL ha deEamollado dos elementos de Ia

Matemátlca como Bon: la abetracclón y la apllcaclón.

La presente monografia tiene como ob.Jetlvo fundamental e1

,-lc comFrender e1 Proceao de Ortogonal izac ión, "lnventado" o

"creado" por doe hombree de elencla, elloe fueron: Jorge

Federeon Gram (1850-1916) que estuvo interesado en la

ciencia metrológica y Erhardt Schr¡idt ( 1876-1959 ) un

maLemátlco alemán -

Esta r¡onograffa en au,, prlmera parte presenta varias

definlclones que Bon nece¡aria para comprender el Proceeo

de Ortogonal lzac 16n de Gram-Sch¡nidt. Seguldamente, Be

expone eI signiflcado del Proceao de Ortogonal izac ión y

finalmente, ee realLzan ejemplog lluatratlvoe en R3. un

eJemplo con pollnomloE de Erado menor o leual a dog, un

ejemplo con un eigtema de 3 ecuaclonea y 4 lncóEnitaE que

ae eepera Eea.n comprendidoe por toda peraona intereeada en
i

eI pl^eBente trabal o.
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A continuación Be dan variae definlclonea que eon

fundamentalea para Ia compreneión deI tema centrel de eete

trabaj o .

DBEINICION 1.- Sean v:. ,v2 r....vn vectores de un eepacio

vectorial V y ,cr.c2,....cn conatanteB realeg, eI vector v

en V es una combinación lineal de v1rv2,....vr¡ Ei y

S<.¡l.amente Si v = Ct 1,'l + C2 VZ * ... + Cñ vr¡

DEFINICION 2-- Sean vr., v2 ,...,vn , vectores de un eepacio

vectorlal Vi v¡. : Y2 ,...,Vr¡ 6on vectores llnealmente

intlependientee en V. el y eolamente Bl Ia únlca aofución a

la ieualdad;

CJ, v1

Sin

dlce

+ ca v2 + ... + cn vn,a0w ea C1=c2 i ,.. = cn = 0 € R

vectores no É,on llnealmente independientee en V. ee

que son Iinealmente dependientes .

DEEINICION 3

vectorlal V

todo vector

lineal de vr

Los vectoreB v1. ve,. .. ,v¡.¡ de un eepacio

a V, ei y Bolar¡ente aise dice que generan

v€V puede expreaaree como una comblnación

\r2....Vrr.

a

DBFINICION 4-- Un conJunto

espac io vectorla.I V' ee una

de veetorea v7., v2,... ¡Vn €ft rlt

baee para V, sl y solamente al
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v1. v2 ,..-.Vn tson l j.nealmente lndependlente6 en V y

generan v.

DEFINICION 5-- Sea V un espacio vectorial y Eean vL, v2 y

v3 € V. ee dice que V eE un eEpaclo vectorial con producto

irrterno 6i y Eolamente BI tiene deflnida una funclón

S: V x V --> R I lamado producto interno ta1 que Q (vr,vz)

= {:va,\,e> eR cumple lae elgulentee propiedadee:

i) <v1 + vz,vB> = <v:",vo> + <v2,va> + v1,v2,v3 €V

iI) ,iq vr,v2> = q <v.:..v2> , v a€R. v vr.-vz €V

iiÍ) <vr,v2> : <vz,v1> , v vr.,v2 €V Y

iv) <vr,vr) 2O , tyr,vr, + Ov

v) <vl,.vl> = 0 E vt = 0w

DBFINICION 6

nor l[vll eatá

- 51 v

dada por

€ Rn entonceB Ia norma de v, denotado

ll"ll +

DEFINICION 7-- El conjunto de

es un con.iunto ortonormal 6l:

'-ur.'uJ> = O 81 i f i,V,(1)
<ur. ur) = I (2)

Si solamente se satLeface

ortog«.¡na1.

vectorea B ={ur,u2,...,ur¡}

(1), el conjunto Be denomina

espacio con producto

ei llvll = 1

DBFINICION 8-- Un

interno ee rrnltarlo
vector en un

el y solamente



TEOREMA.- SI V

producto lnt,erno,

Prueba:

eE}

EI

3

un eBpacio vectorial cualquiera cotr

vector v / ll vll eE un vector unltarlo.

1 ll"ll-----ll"ll
ll"li

il
=ll

il
lt

il

Sea u 1

ll"ll il ll

un vector

igual a 1

EI proceeo

conj unto

como u, se denomina unitario. ee decir con norma

PROCESO DE GRAI{-SCXIHIEII

de Gram-Schmidt permite convertlr cualquier

de vectoreB linealmente lndependlentes vr,

V2. . . ivrr en Un

ortonormalee ) .

con"lunto de vectores ortogonales (u

Empezamoe eI proceeo convlrtlendo loE vectoree de una baee

de un espaclo vectorial V, Br = {v1 ,v2,...,vn} a una baee

B'1 = { v-r"v'2,.;.,v'n},.ortogonal para, finalmente llegar

a una bsee ortonormal Bz.'= {ur,uz,,..,un}.

v1
§ea v'r = ut = v'a. esto hace a ur unÍtario

il llva

Hagamos ahora: v'2 = vQ

v ':¿ es ortogonal a ur .

'aUr, V2> = <Ul-.V2> -
,. = <u1,v2> -

: <u1,v2> -

= <ul ,vt > -

<v2 . uJ-:> uL debemoe prc,bar que

<<v2, u1> u1>

'/.U1.<\,iz.UL> U1>

<v2,u1> <u1. uL>

<v2,u1> = o
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Entoncee u1 y v'2 eon ortogonalee

Def inimo¡¡:
v-2

u2 = ------- esto hace a uz unitario
ll "'" ll

conetruyamoe v'e igual a:

v'3 = vs - <v3,uX> uJ" - <vs,u2> u2

Fnobamos gue v'e eB ortogonal a ur y u2 .

..u1,v"i3> = <UJ-,v!> - <1¡1 ,va> <U1,uL> - <V2,U2 > <U1 ,U2>

= <ul ,vo> - (ur.vs) = O

Entonces hemos pobrado que: w-s es ortogonal a ur.

Ahora, probamos gue v's eB ortogonal a uz.

.<u2,v'3> = <u2,v3> - <v3,uJ.> <u1 ,u2> - <v3,u2> <u1 ,u2>

= <u2,vo> - <vs,u2> = O

v.g
Ilagamoe: u3 = -------

ll "'" ll

Iuego us ee unitario

A continuaclón calculamoE rr"¡:

V 4 = V4 - <V.,.Ul'> U1 - <1¡4.U2> U2 - <v4.UB> U3

,'r. = ,r. - <v.k.u2> ut - <vk.Uz> u2 -

... - <\/k,U¡r-I> Uk-].

<vk.ul> u1

vk
Hacemos aho¡'a: uk:

ll "'" ll

Resumienclo e1 proceeo de Gram-Schimldt podemoe decir que

s;i se tiene Ia expreeión:



v l. = v1

V 1.V 2....,\, r¡

- <v1 .u1> ul. - .

de1 eubeepacio

- <v1 , ur.- r-> U1-1

Eenerado por

H ea tamblén

5

n entonceapara

los vectoreE

genorado :ror

cada i
vr.v2.....vn orl8lnalsE.

II

v1
Los veetoreg u1 = que se obtienen eon

ll"''ll
ortonormal-es porque Eon orto8onalee entre ei y au norma ea

1 y también generan ll .

Preeentamos un eJemplo en eI

ortonormal para Rs ut I I lzando

A partlr de loe vectoree :

vr= (1 01), VE= (1 0-1) y

C<¡mprobaremog primero

independlenteB, pare

Ios vectorer v1.v2 y

es (0 O 0).

que ere construye una base

eI Proceao de Gram-Schmidt .

vo = (0, 3, 4)

ei loe vectorea dadoe eon linealmente

el1o tomamog Ia conblnación lineal de

vB y ]á lgualamoe al cero de R3 , esto

c1 \r1 + c2

e:. (1 O 1)

=:=¡ (gx O

v2+c€vg¡=O.,
+cz(1 0-1)+co(O

cr)+(ca0-ce)+(0

4) = (0 0 0)

4cs)=(000)
3

3ca

un BlBtema lineal de trea ecuaclonee y treEr

(c:." cz y cg) que eE un conJunto de predicados:

Obtenemos

Incógnltae

pa, p2 y P3

pr (cr, cs.

pz (cr, cz.

ca)

cs)

cr- + c2 o

o+3cs



6

Fs (c1. c2. cs) : cr - c2 + 4ca: 0

EnconLram<.¡e eI conJunto Eoluclón de pr ' pz ^ po e6to ea

Apr(e:,,cz,ca )^ pz(cr,c¿,ce)^ p3(c r,cz,cg)

o

-.)

-t

o2

o1

::)' Apr (cr,ca,ce)^pz (cr,ee,ca)'ps (cr,cz,cs)

t(0 0 0)]<R3

Hemoe probado

independientee.

que los vectores son llnealmente

Ahora debemoe probar que loe vectoree v1.v2,vB generan a

R3 . es decir que cualquler vector (a,b,c) €Ra puede

expreearse como una comblnaclón llneaL de vr.ve,vs.
c:- (1 O 1) +. ce (1 O -1) + cr3 (0 3 4) = (a b c)

(c¡. O cr) + (c2 0 -cz) + (0 3c¡ 4ca) = (a b c)

Obtenemos el conjunto de predicadoE p1 , pz y ps :

pr (cr, c:, cs) : ca + c2. = a

t'e (cr, <:2. es) : 3cs = b

pg (c:". cz. ce) : c:. - c2 * 4cs = c

1

0

1

0

o

o

0

0

0

.)

4

1

0

1

1

0

1

1

1

o

o

.i

4

U

o

0

L

0

1

o

1

o

0

{

tl I
I Iol

T
l-l
l"
L:

;-l
.l
iJ
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Encontramos e1 cor¡jünto aoluclón de

Apr (cr, cz, ce)'p2 (cr, ce, cg)^

r,L' pz^ pB, eato eB

pe (cr, cz. ce) -

110
003
r-1 4

110
01-2

oo3

a

-á+c

110
01-2

001

E.

-á+c
-D

b
) , (-) )

3

,:t

b

c

11
1 -1

00

110
o-2 4

003

0

4

3

a

c

b

b

c+a.

h
a

102

01-2

001

100
10
o1

3 a : ¿b;'+ 3c
6

3a+4b-3c
6

b
3

§._--c

2

2

h
3

0

o

3a-4b+3c 3a+4b-3c
Ap(e) {( ) (

6 r)

Como hemoe probado que loe vectoree v:., vz y vB €,on

linealmente Independiente y generan a RB, Ioe vectoree

dadog consl,ituyen una baee en Ra.

l"-l
l,_l

I
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Partimos de Ia base:

B={ (1 01), (1 0-1), (034)}

Fara llegar a 1a baee ortonormal Bz = {ur,uz,us} a l.r'avez

e1 proceeo de Gram-Schmidt ,

Definimoe v'r,:

v:.
= ----

ll"'ll
v1

Encontramos }a norma de vr:

llvrll = f 1+O+1 _F;

(10 1) I

v1

I
<v2.u1> = 1( --- )¡ñ1¿

+ 0 (o) + -1) (

1o ---)
{z

I

a

=Ll1

Hagamos; v'z = vz - (V2r r¡1) ur. para Io cual encontramoa

pr-eviamente <v2, ur>.

(vr.ur)= <(1 O -1), (t/¡2 O t/¡2)>

1¿

(10 -2)
I

o (---
Í2

( )

11
=---+0---- =0t-¿r- Fá.l¿ .l¿

v2=
1

0 ---) = (1 O -1)

verificamos que v':. V v'2 er:n ortogonalea, entoncea

efectuarnos el producto interno entre v'1 y v'2

11(---)o(---)10 -1¡2 ¡Z

11
^___-^fa' f-z



I

Entonces aon ortogonalea,

v'2 (1 O -1) (1 0 -1)
Hacemoe: uz

f1+o+t

Encontramog v's:

v 's = va - {Ve .,.¡1} u1 * <v3 , u2> u2 , pa¡ta esto hallamoe

primero eI producto lnLerno entre vs V .r1 y entre va y

u2.

11
<v¿,u:.> - 0(---) + 3 (0) +4 (---).tz ñ

4
2{2

ll"'rll

v3=

v3=

1
(o 3 4\ - 2{2 (--- O

1¿

1(--- 0
ñ

1
( --- ) = O

1
---) + 2{2
¡1,

1
--- )

(034)
(o30)

+(-20-21 +(20-21

i'
.Ahora. comprobamos que v's es ortogonal a ur y uz

10
<:v-s.ur.> = 0 (---) + 3 (--) + O¡2 12

1 1
(0) + 0(- ---) = 0t7

<v-ts,uz>=0(---)+3
1'¿

Entoncee v'e eB ortogonal a u1 y u2.

Encontramog us:
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v3 (030) (030)
(0 1 0)

ll"'"ll

us = (0 1 O)

Ia bage ortonormal que hemoe obtenido ee:tuego ,

Bz = {( 101
t2 {2

),(_L_0_ 1 ), (o 1 o)]{z 12

Comprobamos ahora que e1 producto de cualqul,er par de

vectores de 82 eB cero.

I
<u1 . u3>

1
<uz,us> = --- (0)

.lz

I(---)+o(0)+
Í2

--)
¡z

1 1 1
(

=rá + O )t =O
1

(0) + 0 (1) + (0)
1Z ¡ix

0

+ 0 (1) +

Entonces hemoe conprobado gue la baae

l:'
111

O ---).(--- 0 - ---)101 O)) es ortonormal
F; FA F-^'l¿ lz 1¿

I
(- --- ) (O) =

1Z
0

1
¡ (

Talnl¡ién Fodemos obtener ba.gea ortonormales en e1 espacio

vecLorial de los polLnomloe. como ae irraf"a en la ei-guiente

i Iust rac ión -
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Construya una baee ortonormal para el ee¡:,aclo vectorial de

Ios polinomlos de grado nenor

to.1l.
o igual a 2 en eI lntervalo

Inlciamoe con 1a baae eatandar Br = {1,x,x2}
Puesto que Pz [0,1] ee un eubconJunto de P', t0,11

(pollnomlos de grado menor o lgua1 a n definldos en e1

intervalo ceryado tO,1l) ya que todo polinomio eg continuo

v F¡r €§ ur¡ espacio vectorial para todo entero n.

Sean p(x) y s(x) doe pollnomios, uaaremoB e1 producto

interno o escaLar entre vectorea paea polLnomios

dado por

<p(x),q(x)> = [b p (x) e (x) dx
J.

Partiremos de Ia baee canónLca : Br = {1, x, xz}

v'1 ae define:

v1

ll".ll
Encontramoe la norma de vr:

I

ll"'ll r (1) (1) dx
J

rdx
oi lx ai

l"
fr -i = t

v 1= --- = ut:1

o

I

1

Hallgmos v'z:

v2=v2 <va.u1>,pEra I<¡ cual primero hallamoe <v2,uL>
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x2axdx=---
o2

1

1

o

1

1

o

ló

726

1 L
<v2,u1> = r (x) (1) dx =

o

1
v"==x-(---) (1)

1
( ---

1

<v-r,v-z)=fa (1)(x - -1-la* =fJo 2 J

lxz
r(1 - ---)dx =---
o22

I
J

>l

3

v2 6

J
L 0

veriflcamoB que v':- y v'z €lon or^togonáIes, eB decir que eI

producto lnterno entre v'r y v-2 6ea cero.

Enbonces v-1, y v-2

Ahora encontramos

ll ''"ll I

0=0
,

son ortogonal-ee

Ia norma de v'z

)

II
1 (x - ---)2 dx
o2

+ _r.

1r (¡<2 - x + ---) dx
o4

4

1 rT
¡--

o J a

1
(x - ---) => ue

2

1

- .1 t.1 .--
- ¿r u \ rl, - '-- |

o
ua=

ll, '=ll {3

uz=f5(2x-t)
A contl-nuaclón, obtenemoe v'3:

v's = v's - <vs. u1> u1 - <vs,uz>u2, Para 1o cual

calculamos prlmero 1oe productoe l-nternoe entre vg y u1 y

entre vg y ur¿ -

<v3, ur> = [1 (x2) (1)dx = Xe
Jo 3

a=l-
o3

---t2l

I
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<v3, u2> = (xz) (3(2x-1) )dx

f'
Jo

(x2 ) ( 2l-3x-f3)dx = I
J

1 (2{F,xe - fBxz)dx
o

({3 ) xa Í3 13 1

o=
fE r'3 sÍ3 - 2{3 ¡a

3 , 3 6 o

1
v'l3=X2----

3

F¡ (fezx-t)) = x2 L ¡i(2f_3 x -13r

6 6

11 11
=X2-----+ X=X2-X+-----=;¡2-X+----

3266

.L
v'g=¡2-x+----

6 ,,
l

seguLdamente comprobamoe, que v's es ortogonal a ur- y u2

j .1

o

<v'3,u1> =

1L(x2-x+---)(1)dx=
o6

1
(xz-x+---)dx

6
I
J I

1

o

¡3 ¡2 1 I 1+---)-o
6

.t1
I

lo = (+
3 2 6 c

2-3+7
( )-0=O

<v'a, u2> =

t)

1I (¡2 - x + ---) ({3 (2X - 1))
oGI

J

4f5
(2 {3 x3 - 3f3 x2 + --- f3 x - ----) dx

36= i'
Jo
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z¡a 3f,3 4i3
= ------ X4 - ------ Xts + ------ XZ -

436

f3
---- x

6

1

o

2Í3
{3 + ----- -

1
(x2 - x + ---)2 dJ<

6

1

¡3 Ía
( ) o

6

srg rrd,ts + 4,J-3 - J.3
( )-o

6

entoncee v'a ee ortogonal a u1 y u2 ahora. calculamos la

norma de v'e!

ll"'"ll

0

o

J
111
o (x{ - 2x3 + 4x2 + ----) dx

., Jb

¡16 X4 4xs ¡2 x
+ ---- + ----

9336

1 1 4 .. 1 I
YrO.rb

+ +

I
o

5

5

1

rB0

1( x2 - x + ----) = f5 (6xz - 6x + 1)
6

180 6f5
v's

ue=-----=6f5
ll"'"ll

U3 = iü ( bxz 6x + 1)

Hemc,e obtenido entonces Ia base ortonormal :

{5(6x2-6x+1)}Be={1..l3(2x-1),

I

I
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Para comprobar que Bz es ortonormal , la norma de cada uno

de los vectores u1 , uz y us debe 6er uno, y el producto de

cualc¡uier Far de vectores debe eer cero.

Encontramos lag normae:

ll.,ll = Ii'=*= x[ I =
Jo

1-0=1

llr"ll = i J
1 (f3 (2x - 1))2 dx =

13(4x2-4x+1)dx
o o

4x -6x2+3x
3 (----- - Zxz + x )

4 (1) - 6 (1) + 3 (1) - 0 1-0=1

(f5(6xa-6x+1))2dx

5 ( 36x¿ + 36x2 + ! + 72x2 - LZx ) dx

1

o
o

fa
Jo

ll""ll =

fi:
3 6xa

5 ( ----- + 12xs +
5

,e+4xs-18x¿-6xz) o
1

JCr
5t( ----- + 12 + 1 + 4 - 18 - 6 ) - Ol

5( t) =

36 35
5( ----- - -----) =555

Ahora comprc¡bamos que el producto lnterno entre cualquier
par de vectores de cero

<r"¡r . u2 > = I
J

1 (1) (f3 (2x - 1))dx :
o

/
rfr-
[ {--)= 1

I
J

I f3 ( 2x-1)dx
o

1

o = f3 (1 - 1 - O) = O:13(xz-x

I

I

I

I



<ll1 uB>= (1) (f5 (6xz - 6x + 1))dxf1
Jo

16

]-

I

u.= {Íá 
3l'13 ál' l? 31, f3 ?l'

A 1o1 elementoe de la baao leg llaoaremoe matrlcea: A

v D respectlvamente,

-. {5 a ( 6xz - 6x + 1)dx = {6 (Zxe - 3xz + x,
o

-f5 t(2 - 3 + 1) 0 I = 0

r [f3(2x-1)] [{5(6x2 - 6x + 1)]dx
o

a f5( 12xB - 18xe + 8x - l)dx
o

<u1

= {5 (3xa - 6xs +4xz - x) r=O
o

Enionces hemoe probado que Ia base obtenlda ea ortonormal.

A continuación preeentamoB un ejemplo de orto8onalldad en

el eepacio vectorlal de 1ae matrlcee realea M',¡.*' (R) de n

filas y n columnae.

Sean A, B, C, D € Mn¡<n i en erte eepacio vectorial , V=M.,r<',,

§e ha definido el eigui.ente producto interno: <A. B>=tr

<BtA>,doncle tr(A) ee Ia traza, ea decir, la función:

s(A)=tr(A)=e,.¡-1 + ar2+....*&nr¡ = E¡t a1!"
i=1

Prcbaremos primero que Ia elguiente ea una baee ortonormal

de V.

ug)=l
J

J

B,C



Probaremos primero que e.E una bese ortononmal ,

cada uno de 1og vectores en Br debe eer 1 y,

interno de 2 matricee cualeeguiera en Br debe

L7

1a norma de

eI producto

ser cero.

ü¡rcontramos las norméE de cada una de lae EiSuientea

rnatrlces:

= +f-<e,jÉ = +ftr<Ai,A> = +fño : +ff = 1

= +f?ElE] = + tr<Bt , B> = +fbl-1 - +ff = 1

= +fiele! = + tr<c!,c> = +firlo=+lf=1
= +,1 <D, L)> = tr<Dr,D> = +ffi¡.1 -+fl=1

Para est,o. efectuamoe eI

¡'ar de ¡natrices.

<A.B> : tr <B¡A>

Calculamoe Bt y lue8o el

producto interno entre cualesquier

producto con A:

===> <BrA>

Ahora. obtenemos Ia traza:

tr <tsrA> = e+e: O

llAil

llBll

llcll

llDil

=l;;1 [;?9EE
BE, =F.lI]:] Eq

E fec tuamoe

<A.C> =

e1 producto interno entre A y C:

< CtA,>

Entonces. se ha probado una de Ias propledadee de conJunto

ortonormal , esto ea que cadB uno de aue componentea es

unLtarl,o- Comprobamog ahora, Ia propfedad de ortogonalidad.



ta

;t
E

cr =l;p

Calculamoe C¿A:

CtA

llallamos Ia traza: tr <CtA> = 0+0 o

EtrE4=Eq

='E 
1E q =E q

=ETEq=Eq

= tT ;l|T ól = F .l[ 9[ I l: 3

Ahora.

<B. D>

calculamoe eI producto

: tr <Dtts>

lnternoentreByD:

Dt .-F r]
l:11

DE =l;.1
l:11

D"=F;1
.l,r :J

D&B =

Lr <DiB> 0+O o

A continuaclón. obtenenoa el producto interno entre A y D:

-iA,D> = tr <DiA:'

===> DtA

tr <DtA> 0

Finalmente C y D:

<C.D> = tr <DtC>

ñt rr

otr <DtC>



ü

Lo cual prueba que Br ee una baee ortonormal y nc,

uoado eL proceBo de ortogonal lzac ión de GRAH-SCIIMIDI.

1A

henoe

A continuacl6n preebntamog un eJernplo en e1 gue ae

tiene un eietema de ecuacioneE, Ee deEea conatrulr una baee

ortonormal para eu eepacl,o eoluclón, conEiderando eono un

sr¡beepacio de R¡¡.

Conetruir la base de1 eepaclo Boluclón de un eiatema de 3

ecuaclones con 4 incóBnltaE, que tenga 2 varlablee ltbree.
y conetruJ,r 

.ademáe 
una baEe ortogonal utillzando eI proceao

de Gram-Schmidt.

Tenemos eI siguiente conjunto

p]- (xr,xz,xs,xa) : xr + xa +

pz (xr,xa,xe,x¿) : Zxr + 3xz

tr's (xr,xa,xs,x<) : Zx:- + ZJ<z

de predicadoe:

xe+X4 =O
+Zxe+2xt=O
+zxl+2x¿=O

Encontramos el conJunto eoluclón de ¡lr^pz^pe, eeto ea

Apr (xr.x¿,xe,x¿) -pe (xr,xz,xs,x+) ^pg (xr,xz,xe,x¿),

utilizando Ia matriz aumentada del aletema y.eI ¡nátodo de

Gause-Jordan .

fl 1
t2 3

l="
1
2 slI

;l flo11ol-lo I o o

9Eooo
;l F 111
ot-to 1 0 0
gl Iooo

1l
ol
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+x4

Apr(x:.,xz,xe"x¿) ^pz

{ (xr.xz,xa.xtl / xt

(xr,x2,xs,x¿ ) ^P:¡ (xr,xz,xs,xl) =

= - xs - x¡rrx2 = 0,xs,x4 e R ] R4

Ent.onces una'baee para e1 eepacio Eolución del eietema

B: f(-1 010), (-1,0,0,1)

Encontramos ahora. una base ortonormal para Apr^pz^pg.

Trabajamoe con eI producto lnterno eetandar en Rn

Sabemoe que:

v1 = (-1 O 1 O)

vz = (-1 O 0 1)

Obtenemoa lae norma de v:.:

ii ",ll (1 + O + 1+ 0) =
h

Ar,Iicanroo e1 proceeo de Gram-Schmidt

vr 1 ( - 1 0 1 0 )
vL

ll"'ll ¡Z

lz F;
ur = ( 0

Eneorqtramos v'z

o
f-z ¡2 o)

9

v2=v2 <v2.u1> ua. para 1o cual crbtenemog <v2.u1>:

l-",1 F*= -**l [:rllxl l:" B l=". l?l
L.'_l L' ",,_J rl iil

o)



<v2.u1>

ll "' .ll

.r2

?

(-1 0 0 1)

1

0

1

+
4

1
(- 0

+0+O+O
F;

1)

2L

1)

v2:

(-1 0 0 1) + (

tz E.
o

,

1
o 0)

( 0)

11 1
( 0

u ,

6 f6

4 2

.) t

It)

I

1

I}
2

Ahora conrprobamoe que v'z y uI. aon ortogonaleg:

tÍZti2
¡,v'2.uj.> = (- ---)(- ---) + 0(0) + (- -_-)(---) + 1(o)

2222
F;1¿ f2

+O
4 4

Entonceg. v'2 y ur. aon ortogonalea.

Encontramoe ahora Ia norma de v'c:

(

0

+l
I

I
1)

2 I
u2= ( o

ll"'=ll Itf

I

(
I l-

o
2

--- )
1t)

u2=
l(J



Entonces, la base ortonormal pedida ee

{2 1
,-u1,uz> = - --- (- ---) + 0

2¡E
d2 {z

= ---+0----+0=0zlÉ zfd

Entonces ur- y uz son ortogonalee

Ahora encontramog lag normaa:

tt {z
={(----0---0)

Í2
(----)z+0+

I

Í2 1
(0) + --- (- ---¡ + 0 (

2fE

I 19

Bz ( 0 ))
dE) f6 Í6

Para comprobar que lE baee Bz ee ortonormal, debemoe

encontrar e1 producto lnterno entre u1 y ua, eI mlsmo que

debe 6er cero y. luego encontraremoa que 1a norma de ur y

u¡ debe aer uno.
¡

)
)

1¿
( --- )2 + o

a

t6

+O+---=1
4

ll"'ll
4

ll"=ll

1 L4
+0+---+---

666

Entoncee, hemoe comprobado que Bz ee una baee

para el espaclo so1uclón del elstema de tres
cuat,ro incógnltae elgulentee:

1
(- ---)2 + 02 +

16-

t2
(- ---)2 + ( --- )2¡6 Í6

1

ortonormal

ecuaclonea y
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p1

P3

(xr,xz,xs,x¿)

(xr,xz,xa,x+)

(xr.xc,xs,x¿)

X1 + X2+ XB +X4

2x:- + 3xz + 2xs +

Zxt + 2xz + zxe +

=Q
2x¿=0
2x¿, = O

f
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CONC,I-IJSIONETS

Esie tema de eetucllo lnvolucra el conoclmlento de

varLas definiciones del Algebra Llneal como comblnaclón

Iineal.norma de un vector, vector unltarÍo, producto

intepno. etc,. que ayudarán a cualquler eetudianle de

nivel medio que tenga asplraciones de lfegar a un centro de

estur;lios de educación euperior.

En este trabajo ee demostró loe paeoe neceearloe para

ortogonalizar un con.Junto de vectoreg linealmente

independiente, obtenléndoee en cada paao del Proceeo de

Gram-schmiclt e1 con.'iunto generador ortoEonal que sle

requlere para eI eigulente.

EI proceeo de Gram-Sch¡oldt ee necegarlo que lo conozca

un eetudLente de 'bachllle,gato ya gue esto le permitlrá

lrabaJar con varlas eBpacioB vectorlalee, deternlnar coÍro

está definido eI producto interno y pasar de una bace

cualquiera 81 a una base ortonormal Bz.

También podrá trabajer, conforme avance en auÉ

esLudioe de Algebra Llneal, con polinomioe y vectorea

ca¡-acterf sticc-,s con Ia ayuda de.I proceeo de Gram-Schmj-dt.
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