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INTROT¡{ICClON

Dentro del estudio del Algebra Lineal, tratamoa acerca

de un tema especial de funciones llamada TRANSFOEüACION

LINEAL, para Io cual damos una pequeña biografia de

Arthur Cayley, quien fué uno de los matemáticos eue dló

a conocer estas func ionea.

Arthur Cayley ( 1821 - 1895) nació en Richmond, Surey;

Arthur fué enviado a una escuela privada de Blackheath,

y a los 14 años aI King'e College School de Londres. Su

genio ¡natemático Ee manifestó por sí mismo muy temprano,

el joven deearrolló una aeombrosa habilldad para Iargos

cáIculos numéricos que emprendia para divertirse. Cay-

ley creó áreas totalmente nuevas de las matemáticas, sus

más notables cc¡ntribuciones fueron en geometrÍa analíti-
ca de dimensión n, teorÍa de Ios determinantes, tra¡ra-

foroc iones linealee y teoria de las matrices, eetas

últimas lae desarrolló a1 trabajar con transformac ione s

linealee del tipo X' = aX + bY

y- = cX + dY, donde a, b, c, d eon números reales, pu-

diendo pensarae que son funciones que traneforman eI

vector (x, y) y el vector (x', y'), es decir que aI

cambi.aree en otra tiene diferente forma.

Podemoe manifeetar entonces que eI Algebra Lineal viene

no eó1o de repreeentár con vectores muchoe objetog de

interés en las aplicacionee, sino también de reFreaentar

muchas de las operaclones o transformac ione s que en

cLeptoB caBLs ae tPanefornran en datoB r.le entrad,l y de



Bal ida.

Es aef que, muchas vecea eatas transformac j,ones resultan

lineales ya que en ellaa existe la suma y eI producto y

por 1o tento, eI matemáticr: lntenta deducir propledadee

de lae tranaformac ionee asi como aprender sobre las

propiedades de lae estructuraa realee que se dan en cada

caso, también encontrámoB deflnlcionee deI KerneI e

Imagen de una Traneformación Llneal aei como tambi.én

Nulidad y Rango.

Asi mIemo, encontrá.moa 1a repreeentacil¡n matrlclal de 1a

funclón transformación llneal, 1a cual indica que existe

una matrlz Am¡<n 9üé da Iuego una traneformación linea]
T: R- ---1, R^ deflnlda por Tx = Ax. Tambien se han

incluido algunos teoremas cuyas demostracione6 IaB podrá

encontrar en los textoa que han servldo de consulta, Ios

miamoa que Bon indicadoB en las páginae correepondientes

y por úItlmo tenemos 1oe Isomorfismoe que aon utlliza-
doe en una gran variedad de aplicaciones dentro de Ia

función transformación Iineal.
Por 1o tanto eepero que eI F¡eaente trabajo sea claro
para eI lector, facilitando Ia comprensión del tema-
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DEFItlIcIoll 1.- Sean V (OO y w(ÉS) espacloe

vectorialea reale€, con Bua reBpecti.vaa oFeracionea suma

y producto por escalar, Una funci.ón T de V en W

eB una transfornación llneal W (T: V ---> Sl) ai y solo

ef cumple con las siguientee propiedades:

i) T(vr Ove) = T(vr) @ T(vz) V vr, vz e V

li) T(o El v)= q 6 T(v) , V v e V, « € R

1.1 I LUSÍRACIOHES DEL COIICEPTO DE

TRATISFOR'IACTOIIES LIIIEALES

Coneidere¡nos la función T:Rz --> R2 definida por

T(x,y) = (x,x+y), probaremoa que eE una

traneformación 11nea1-

Sean: vr = (xl,ya) y vz= (xz,yz)

va =(x1 yt) ==> T(v¡")=(xr, x:"+yl)

vz = (x2 ye) ==> T(vz)=(xz, xz+yz),

Veamos si:

T(vr @ vz) = tlyr¡ QT(vz)
PRUEBA

T(v:. Q vz) = ?{(xr y1) ü (xz Vz)}

=T(xr*X2rya+yz)

= (Xr+Xz , (X1+X2 )+ ( y1+y2 ) )

= (xa+xz , (xa+y1) + (x2+y2) )

= (xt x1+y1 ) + (xz xz+yz)

= T(vr )O T(vz)

Si o es un escalar real entonces qvt = (ox1,oyr. )
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PRUEBA

T(o 6 vr)

T(a g vr)

T(o 0 vr

I-o cual

: T(o E (xr , yr))

=T(ax1 +ayr)

= (c-r¡t-, o xJ. + q yj-)

= [o x1, a (xr+yr)]

=O ( XI, Xr+yt )

)=a E T(vr )

prueba que T ea una tranaforoacr.ón lineal-

§ea T: Y7zx.z ---> def inida por:

T(A)

determlnar el T es una

Sean:

a+d, A € M=><z

l-inea1.

b

d

a

c

transformac ión

A
a1

c1

*l
d,l
__)

b;l
dz

yB
c?

-_)

entonces ae tiene que:

A
c!

br

dr
===>J([)= ar * dr

6a bz

cz dz
===¡J(§)= á? + d2

L-
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Veamos si:

T (A O B) = T(A) O T(B)

en donde:

aJ-
T(A O B) T

CL

al + a2
T

o

' (dr +

+ (a2 +

br +

d:- +

br

,ir

bz

dz

bz

dz

= (ar

= ( ar

= T(A)

+ az)

+ dr )

d=)

dz)

o T(B)

Probaremos que cumple con Ia propiedad indicada

T(a6A) = o tr T(A)

T (a6A) T (rE
c1

b¡-

dr

a'ta 1

(fc L

- (sal +odt)

: q (a1 + dr)

=atrT(A)

obr

odr

f

I
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Como T eumple con las propiedades de Ia definición,

Transformaclón 1Lnea1.entoncea ee una

La traneformación llneal T: Rs 
->R3 

defi.nida por

T(x, y, z )= (x,y,O), geométricamente conslderado,

aelgna a cada vector del espaclo Bu "proyección" en el
plano xy. Por ejemplo: v = (3,5,4)

-¡ 
f(y)= T (3,5,4) = (3,5,0)

Veamos ei:

T( 3,

v1 =

v2=

T( vr

5, 4) = (3, 5, O)

(3, 5, 4) ===> T(vr) = (3,

(3, 5, 4) ===¡ f (y2) = (3,

O vz) = T(vr) O T(vz)

= Tt(3, 5, 4) + (3, 5

= T(3 + 3, 5 + 5, 4 +

= (3 + 3, 5 + 5, 0

- (3, 5, O) + (3, 5,

= T(vr ¡ @ f(vz)

5, O)

o),¿

, 4) l
4)

+ 0)

0)
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2

s
-/l

- 
il.)'tr'< "\

T(a 6 vr )

T(o 6 vr)
= ü E ?(v1)

= T(o E (3, 5, 4)

= T(o3, o5, o4)

= ( a3, «5, o0)

= o (3, 5, 0)

= 6 ¡ T(vr)

1-_t 4 Supongamoe que T : P2 
-> 

Pz y que T t iene Ia

aiguiente regla de correepondenc ia:
T(a+bx+cxz )- a+(b+c)x + (2a-3b)xz.

Probaremos que:

? es una transfornaci.ón Lineal.

Sean :

,1-
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vl = a1 + brX +crX2 
-> 

T(va)= a:-+(br+cr)X

+ ( 2ar- 3br )x2

v2 = az + b2x + c2x2 
-> 

T(vz)= a2 + (b2+ca)x

+ ( 2az-3bz )x2

Veamos ei:

T(vr @v2) = T(vr.) OT(vz)
entoncea deci,moe que ea una transformaclón Ilneal

T (vr O vz) = T[(ar + brx + crx ) O (a:¿ + bzx + czx )]

= T( a1+a2+(b:.+bz )x+(cr+cz)x2 )

:a1 + a2 +(br + §2 + cr + e2)x +L2

(a:. + az) - 3(br + bz)lx2

= ar * 62 +[(br + cr) + (bz + cz)]x +

[(2ar - 3br ) + (Zaz - 3bz )]x2

= [¿1 +(b:. +cr)X + (Zar-3br )xz]+

laz +(bz +cz)x +(2az - 3bz)x2

= T(vr ) O T(vz)

Veamoe ademáB 81 T(a tr v) = a E T(v)

T (q tr vr) = Tlo O (ar + b1X + cr.X2 )l

= T(a a1 + o b:.X + a crXz )

: a a1 +(o br + cr)X +(2 a ar - 3abr)X2

=aa1 + o(br +cr)X+ a(2a1 - 3br)x2

= c [ar + (br +c:. )X + (2a]. - 3br)x2l

= o E T(vr)

Luego T es una traneformaclón lineal.
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TraneforoacLón Cero

Sean V y W espac j.oe vectoriales y T: V 
->W 

Ia

funclón deftnida por T(v) = 0v para todo v de V,

ee llama Traneformación Cero. Esta traneformación

ee lineal ya que es cierto que:

T(vr Ove) = T(vr¡ Q T(vz)

puee T(vr) = O,,,

T(vz) = O,,

Por tanto, T(vr O vz) = T(0.,) €, T(0-)

Entoncee: T(vr O vz) = O., + O., = 0*,

T(vr Ovz) = T(v:-) e I(vz)

v

T(oEv)=oET(v)
donde

T(o6v) = o (O*)

= q ET(v)

Transfornación Identidad

Supóngaee que V ee un espacio vectorial y que

I: V ---> V ee Ia funclón definida por I(v)= v para

todo v de V, se puede probar que I ea una

tranaformac lón LIneaI Se le I larna transformación

identidad o bien operador identidad.

Traneforoac ión de reflexión-

Supóngase que T: R2 
-> 

R2 está definida por
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T(x,y) =(-x,Y)
Ee posible verificar que T ee Lineal "

Geométricamente T toma un vector de R2

resuftado eu "reflexión" con respecto

y da por

aI eje Y

Ia slguiente función dada de R3 en Re esDeterrine sl

I ineal .

T: R3 ---> Rs

va= (x1 ,

v2 = ( x2,

Veamoe si:

T(vr

v , z) -- (xy , yz, zx)

T(vr) = (xryr, yL zL, zLxL)

T(vz) = (xzyz, y222, z2xz)

.I

zt )

(x,

Y2,

t) v2) -- T(vr ) Q:¡ T(va)

T(vr g vz) = T[(xr y1 zr) Q (xz vz zz|.

=T[(xr +x2, y1 +y2, z:-+z2)7

= (xtya + x2y2 , ylz\ + yazz ,z,-xl.

+ zzxz)

Como no se cumple con Ia propiedad de

T(vr¡ É T(vz) , entonces T no ee

1inea1 .

que T(vr d, vz) =

una traneformac ión

I.2 PROPTET,ADES BASICAS OE LA5 T R AN 5 F O R fi AC I O N E f,:

LINEALES

Sea T: V 
- 

>1,i una trangformac lón

loe vectoreB vl.,para todoe

y todos

L TEOREfiA(t).-

Iineal, entonces

v2,..., vn € V

t-2

Ios escalaree or-, a2
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ün ee cr¡mplen Ia8 sigulentes propledades:

t) T(O.,)= O-

Il) T(vr - vz)= T(vr)- T(vz)

11i) T(ovr +a2 vz +...+ qnVn)= «rT(vr) + 2T(vz)

+... + anT(vr¡)

trEfioSrRAcIoN

i) T(0-)

T(0v)

o..,

= O",

= T(Ov+O.¡)

= T(O-) -

= r(0-)

Sabemos eue 0.r = Ow V vector v se tiene

T(O-) = ?(O- O.,) = O.,T(O.,) = O-

it) t(.rr. -vz)= T(vr) - T(vz)

T(vr -vz)= Tlvr + (-1)vzl= T(vr) + T[(-1)vz]

= T(vr ) +(-1)T(vz)

= T(v¡.) - T(vz)

tti) T (orvr+ orvz+...+ or\vn): a:.T(vr ) + azT(vz)

+ a,¡T(vn)

Esta parte se demoetrará nediante inducción

matemát ica -

Si n= 1 Ia prueba es trivial
Si n=2

T(orvr + o:2v2) = T(arv:.) + T (ozvz)

= orT( vr )+ azT(vz )

Eeta ecuación es vá]ida si n=2

= T(O-) + T(0-) por tanto

T(O.,) = T(O.,) + T(O-) - T(O-)

+



Se eupondrá que e6 vál1da ai n=K

T(qrvr +azv2 +...+or¡vk)= «:" T(vr) + o2T(v2)+ ...+

o..T ( v¡< )

y ae probará que esto cumpLe que para n= k+l ee

también verdadero.

T[(« vr + a vz *.. -+ ok v!.)+ (a¡+r +vl¡-r )]=T(arvr

a2v2+- - -+ qJ. v¡.) + T(qt*r vx*r )

==:> c1T(v:" )+ aeT(vz)+. . -+ a¡r T(vx)+ ar*r T(v¡¡-:. )

Lo cual completa Ia prueba-

10

TEOREnA 2-- 5i V ee un eBpacio vectorial de

dimeneión fi.nita con base B = (v¡.,v2,...,vn).

sean wJ-,w2,...,wr¡, n vectores en w.

Supóngaee que Tr. y T2 son dos transformac iones

llnealee de V a W talee que

T:"vr = Tzvr = wi, i=1,2,...,n

Si v eB cualquier vector en V y T:.v= Tzv es

entónces Tr = Tz

Denoetraclón de este Teorema Io encontrará en el

Texto Algebra Lineal de Groseman,4¡t edlción,

Editorlal McGRAl,l-HIIL Interamericana de México

páeina 359

1.3 XERN€L E INAGEN IIE UITA TRANSFORITACION

LIIIEAL

I,3.I DEFTIITCTOTI DE KER¡IEL
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1) Sea T:V-->Id una traneformación Iineal

EI conjunto de todoe lc,s vectorea v en V talea

que T(v) -O* se llama Kernel de T o Espacio

NuIo de T. Su notacion es Ker(T) de manera

que:

Ker(T)= {v e V ,/T(v)=Ow' V v e V}

Nóteee que siempre ee clerto que O- € Ker(T), ya

que T(O-) = 0-

L-ó-¿ OEFTHTClOTI TIIAGE'I DE T

Sea T:V 
->lJ 

una traneformación lineal.

conjunto de todoe los vectorea w en

que existe por Io menos un elenento v

de modo que T(v)= W ee llama Ima8en de

denotada por: Im(T).

De manera que :

I¡n(T) ={ w €.W/ T(v)=w,V v €V}
I LUSTRACIO'i'ES TIE IIERNEL E I I,IAGEN

TRANSFORIIAC I ON L I NE AL

Considerése 1a traneformaclón lineal
t ¡ P2 

-¡f,a 
def inida por:

Tt(x,y)l = (x, 2y , x+y)

a) HaIIar eI Ker (T)

b) Encontrar Im(T)

SOLUCION

A) Ker(T) - (v € V: T(v) = Q-¡

EI

W taLes

enV

T

DE UHA
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Tt(x Y)l=(x,2Y, ¡+Y) =( 0 0

Eeto ee: p(x) : x=O

s(Y) : 2Y=Q

r(x,Y): x+Y = O

El sietema tiene eolución única

t(o,o)) = Ap(x) A q (x) A r(x,v) Por lo

Ker(T) es ietual aI cero vector (0,O) €

Ker(T) = {(0,o)}CR,
B) T[(x,y)] = (x, 2y, x+y) : (a, b, c)

= (x, 0, x) + (0, 2y, v)

= x(1, O, 1) + v(O, 2, l)
Por Lo tanto la Im(T) es eI conjunto de

1oe vectores de Re de Ia forrna x(1, 0, 1)

y(o, 2, r)
Entonceg Ia Im(T) =gen{(1, 0, 1),(O,2,

Entoncee Ker(T) es un subeepacio de Rz e

es un subeepacio de R3.

o)

tanto,

t(¿ -

todos

1))a_R3

Im(T)

+

1.3.3.2 
'<ERNEL 

E lIIAGEN PE AXA TRAIISFORNACIOII LI'IEAL

Supóngaee que Tv = v, V v e V ,T en eete caeo Ia

denominamos transformaci.ón identidad. Entonces

Ker(?) es eI vector cero y }a Im(T) = y.

Las traneformac ionee cero e identidad repreeentan

los doe extremoe. En }a primere todo vector en v

eatá en eI Kernel de T. En el segundo solo el
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vector cero de V esta en eI Her(T)

L.3.4TEOR€NA

TEOREIIA

KERT (T )

(l).- Sea T: V 
->W 

urra tranaformac ión

IineaI T es inyectiva,

{0v}

si y solamente si Ker(T)

La demostración de este teorema se la puede encontrar

en el Texto , Algebra Lineal de Grossman, 4á Edición,

Edltorial McGRAW-HILI Interamericana de México,

página 389

L.4 TEORE¡IA DE LA OIIlEN!:1ON

Sean V y l.I eepacioe vectoriales de dimeneión

Sea además T una tranefornación lj"neal (T: V

entoncea dim V= dim Ker ( T ) + dirn I¡n( T )

PRÜEBA

Sabemos que Ker(T) C V ==> din Ker(T) < dim

Sea Br = {vr , vz , . -., Yc } una base

Ker(T)

Sea Bz = {vr, v2,..., vg , ur-, u2, ...,ur }

para V

Intentamoe probar que A = {T(ur) , T(uz)

e6 una baee para Iu¡ (T)

i,, € Im(T) ==> v € V: T(v)= ¡¡

finita.

--> 1¡¡),

para el

una base

qv,. + crvz *...* oe Ve + grur + 0z uz +

T (u-) )

===>

B. u''

+
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:==> w= T(v) = T(arvr + q1v2

+F¡ur')

===> = o1T(v1) + az T(vz) +

FzT(uz)+.--+8.

+---+orva +Br ut + Bz uz +

...*Gg T(ve) + 6rT(ur) +

T(u*)

= o10w + crz0w + .-. + o.Ow + 0rT(ur) + 9z T(uz) +

...+ 8,' T(u. )

===> er = Br T (ur) + 0z T(uz) +...+ 6rT(ur)

Sea A = {T(ur), T(Uz) T(u')} =

Luego A genera Ima8en de T

Probaremoe que A ea linealmente independiente en W.

Esto significa que la únlca soluci.ón es Ia igualdad-

Br T(ur) + Ba T(uz) + ...+ B. T(ur) = ow donde

6r= Bz = .,.= §¡ =Q

==> T(BL u1 + §z uz + ,.- + B¡ u- ) = Ow

==) (B:- u:- + Bz u2 + -.. + Fr ur ) e Ker(T)

==> 01 VL +A2 V2+ . -. .fo.e Va = Br ür + 0Z UZ * ... * B¡Ur

==> q..r v1 + a2 v2 + --- + ctc Vc * (-§r ur) + (-Bz ue) +

+ (- Fr ur)

===> c(l = (a2 =

puesto que B

base para V

COROLARlO

SiT:V-->W

cs = f3r =

= {vr, Vz,

Bz 0r:O
v., ut,-.-, ur) es Una

y dim V= dlm W entonces l-as siguientes

proposiciones son equivalentes

1) T es inyectiva
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?\

3)

4)

T es sobreyect iva

T ee biyectiva

Si B= {vr-, va,..., vn }

{T(ur > T(uz),..., T(u',)}

de V, entonces

para W.

es una bage

es una base

1.5 NÜLIDAÜ Y RANGO T'E UIIA TRANi:FORIIAC1A LINEAL

3i T ee una transformacion lineal que va de V en

W ee define:

Nulidad de T = v(T)= D1m (Ker(T))

Ranso de T = p(T) = Dim In (T)

Asl en el ejemplo 1.3-2- 1 la nulldad es cero y el

rango es dos.

1-5-1 EJenplo

Encuentre una baee para Ker(T), Im(T), sI se tlene una

tranformaclón lineal de

T: Re --> Rz

T(xr x2 xs) = (xt+ x" xr. -2x2 + xs )

Ker(T)={v€V:T(v)=Ow}

Para determinar Ker(T) ee requiere encontrar todos

Ios vectcrres (xr , xe ,xs ) tales que:

T(xr,xa,xs)=(x:. +x2, x:--2xz +xs )=
(0,o)

Esto ee todos Loe x, talee que el sistema de

ecuaciones cuya representación matricial es AX =

B.
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Planteamos e l

X1 +x2=0

xr-2xz+x3=

Resolvemos utilieando matr ices:

1 0

6is¿ema de ecuac iones :

0

1

I

o

_ I /'1.

o

I

0

.LU

-30
o

o-¿ I

110

0 -1

o

0

!/3 xs

Xa+x2=O
xr + x3,/3 = O

La eolucion es:

(xr x2 xs )

xz = L,/3 xe

1,/3 xs

o

- f -1,/3 xa

--Xs ( - L,/3

es ( -L/3

xe/3

L/3

7/3 1)

1)

1-6

Base para Ker( T )

por 10 tanto

Dim Ker(T) = 1

NATRIZ DE CAIIBIO DE BAsE

Dado que Iá matl'iz de coordenadas

depende de la B¿ee,eeta matr j,z

cambla Ia base.

Abordamoe este tema ya que

de un

.iamb i a

vec to r

cuando se

exlsten inf 1n i toe



t7

números de baees de donde

vectoriaL de dlmension n

escoger para un espaclo

I.6.I DEFTIlTCIOT] DE I'ATRIZ DE CANBIO DE BASE

Sean Br ={u1 ,u2,...,uf'} y g, = {vr ,y2 ,...,vn }

Bases de un eopacio vectorial de dimenslón

flnita, entonceB vamoe a escrlbir loe elementos

de 1a baee Bz en térmlnoe de la baee Br de la

siguiente manera:

Vl" : Al-l U1 + &a2 Uz + ... + &In ün

Vz. = a2t tJ2 + az.z ü2 + -.. + a2r¡ Urr

l ).-

Vn = añ1 Un*e'n2ü? +-

Entonces la matriz de tranaición

}a baee Bz es:

áa.L a). ?

a2L

&nr áa2

f &r¡n Ur¡

de la Base Br a

a^2 E M¡¡¡¡< n

¿lnn

matrlz ea denominada MATRIZ

de la Br a la base Bz

DEPor 1o tanto eeta

CAMBIO DE BASE

1.6. 1. I Ejemplo

Cone lde remos

11 ={ (l O)

Bz ={ (2 3)

de donde

p

las doe ba8ee aiEuientea de R2

, (o 1))

, (1 r))

anl I



1B

v1 =

vz=

En¿once s

Los valor'es

eI sistema

(2

(1

Pee

= 2(l

= 1(l

nat r iz

+ 3(0

+ 1(O

camblo

r)
1)

de baee

1)

1)

Ia

0)

o)

de

1

2

3

1

F

Ahora encontraremoe 1a

Br a Bz , llamémoela Q

Siendo:

u1 = (1

u2 = (0

Entonces:

matriz de canbio de baee de

0)= ct (2 3) + cz (1 1)

l)= ca (2 3) + c4 (1 1)

f: )- c3

(:2 C4

ca,c2,c3,c{ se obti.enen al- reeolver

ecuaciones que Be or ig ina .

2 ct + c2 = I

3 cr + cz = Q

2c.s+e4=Q
3 ce + c{ = t

a

de

de

p(cr,cz)

q(cr, cz)

r(ca, c¿)

e ( cs, c¡ )

cuya soluc ion És: C1

=1



Por Io tanto :

Aa(ca, cá )= (-1,

Por Io tanto:

AP( cr,cz ) ./

3, t, -z)

19

o(cr, cz) | r(cs,ca)

-1 1

ó -z

1

a

Se puede probar que Q P-1

o

1 o
Para QP PQ

-L-tr

1-6

2 TEOREIIA DE 11 ATRI¿ T'E CAHBlO DE BAi;E

Si P es Ia matriz de tranaición de una Baee Br a

una Base Bz para un espacio vecto"ial V de

dimeneion finita, entoncee:

i) P ee inverelble

i,i) P-a ee Ia matriz de traneición de Bz a Br

Este teorema encontpará eu demoetración en Ia
página 24O deL libro de Algebra Lineal de Howard

Anton, 8á Ediclón, Editorial Limusa

3 üATRICES SE'IEJANTES O ST'IT LARES

Dos matrlces cuadradae A y B son semeJ antee o

elmilaree ei. y eolo sÍ existe una matriz C,

también cuadrada e invereible tal que : B= C-1 AC

BC-a = o-1ACC-1 ==¡ §lQ-1 = C-r AI

CBC-r= CC-r = CC-r A

CBC-r = IA
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Sean:

-1

4

5
A

2L
o -l

B C

-1

Comprobaremoe que A y B son similares.

det(c) =1 eignifica que la matriz C

Hallamos la matriz inversa de C

Como e l"

ee lnvers ible

1

I

si B-1 C-1 AC entonces tenemos:

5-3
11

t2
2t
o -r

1

-1 I

2

1

1 1

J -I

1 -1

,l
3_.J

Con Io que se demueetra que A y B eon matrices

simi lares -

También verificamoe CB = AC, para nuestro caslo

4
B

-l
1l

4



2I

-1 1 5 a

2

o

I

-1

r -1

-1 1

CB=

-t-t

AC

4 REPRESEN-TACION IIATRICIAL OE LAS

T R ATI S F O R 

'I 
AC T O 

'I 
E S L I II E A L E S

Se demostró previamente que

origen a una transformac ion

toda matriz mxn da

T: R. --> Rm

Ahora veremos que para toda tranefornación

T(T:Rn -->Rt') existe una matri,z A'.,*'' tal
que TX=AX;x€Rn

I.6.4.LTEORENA

Sea T: Rr¡ --> Rn una transformación lineal ,

entonceo exiete una eola matriz Ar de mxn

TX=A(X) Vx €Rr,

DE ASTRACIOII

Sean vr ,vz , .. . , vn una baee para R., y sean

Wr = T(vr) Wz = T(vz ), ... , W,1 = T(v")

Vectores en F' Supongamo6 que AT ee la matriz

cuyae columnas eon W:- ,IrJnz, . . . ,Wn y ademáe

que A¡ denota 1a matriz de Ia

traneformación de R^ --> R- que multipllca a

Ia izquierda por Ar un vector de Rn
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Wr =

Í¡lz =

l{

arr Vr +

azr Vr +

atz V¿

azz Yz

+ a13

+ a23

Vs

si w

= amI

= (a:.1

¿1a 1

Vr * ám2 Vz * ámn Vn

Entonr,,;e s

a21 ánr ) i

a]'l

a2l

1U

a2n

ámn

= Wr , si i
que la matrlz

,n

all.

a2i.
= W1

am1

L,2,.. -, rt

Ar=

o

0
I
0

:aml. am.l.

Por 1o tanto Ar (vr)

Ahora demoetraremog

ea Ar única:

§upongamoe que : TX

Rrl

de tr&nsf ormar: iórr

A.r TX B,rXx

entoneea: Ar X = B¡ X

luego : Cz:. =Ar-Be
se tlene: C¡X=O + x € R"

en particular: C¡ (vr) = 0 si t= L,2,---,n
Pero Ct (v1) = (C:.r , Czt , ..., Cnr )

Por 1o tanto cada una de las n coLr¡mnas de Cr es eI

vector de n cero8 y Ia matrlz de transformación

C,r= O , la matriz cero de nxn , por Io tanto

Ia metriz de tranaformación de At ee igual a 1a

arn I



r.6.5

matriz de transfclrr¡ac ión de Br

NATRlZ DE TRANSFORNACION

La matriz Ar que se menciona en el teoraema

primero. se 1]ana matrlz de tranaformaclón

co¡'re6p.rndiente a Ia traneformación lineal T.

1-6_5-1 ILU:irÁáCIOxEii t¡E ¡tATRICES trE

TRANSFORIIACTON

Supongamoe que T: RB --> Rs una tranaformaclón

Lineal ta1 que :

¿.)

de transformación de un

XY

T
v

o

x

z

De te rminamo s

vector de R3

1a matriz

en el plano

T v

0

v

cuandoB={( 1 0 0), (o 1 0), (o o 1)}

1

0

0

1

o

0

T
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T

T

Estos eon los vectores columnas de la matriz de

tranaformac ión

o

1

0

0

1

0

o

o

o

o

o

1

o

1

I

0

1

0

o

00
v

z

Ar

Ar X= v

o

o

0

1

0

1

o

1

o

0

1.6.6 I EORE'l A

V un espacio vectorial de dimensi.ón

un espácio vectorial de dimenslón m

es una transfornación I ineal

n, W

9j

I

! I
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Supóngase que Br- ={va, v2 ,... , va } es una baee

de V y que 3, ={wr,w2,-.-, wn} eg una Base de

W, entonces exiete una eola matriz de

transformación de |4**. ta1 que T(X)ez = A:e (X)er

La demostraei-ón de este teorema 10 encontrará en e1

texto, AIBebra LineaI, S. Groesman, 4c' Edición,

Editorial MeGRAW-HILL, México, pásina 37O

1.7 lsOüORF T SnOS

La palabra "Isomorfo" provlene de la expreeión

grie8a leooorfoe, que eignlflca "de lcual forms "

( 1so= i.gua).; morfos = forma ) .

1.7-7 DEFIIIICION (1).- Sea T: V --> W una

transformación lineal. Entonces T es un

Ieomorfismo si y eolo ei T ea inyectiva y

sobreyectiva.

L-7.L.1 TEOREI'|A .- Supóngaee que T: V --> l,il eB una

transfor¡nación Llneal, eupóngaee además que

de \/ = dim l,I= n-

i) Si T ee Inyectiva, entoncea T es

eobreyect iva .

f1) Si T ee Eobreyectiva, entonce8 T

inyec t iva

dim

eg

DENOSTRACIOTI

Sea Ar Ia representación matricial de T



t-7

26

Entonces, Bi es inyectiva, Ker(T) ={Ov} y v{Ar}=

O Io cual significa que Ia (dimensión del

recomido de T) p(T)= p(Ar)= n-0 = n For Io

que 1a imagen de T = W Si T es sobreyectiva,

entonces p(Ar)= n, de tal modo que v(T) = v(Ar)= O

y T es inyect iva.

1. 1.1 EJEMPI¡

Suponga que T: R2 --> R2 está def ini.da por

T(x,y) = (x-y, 2x + y), T(1 O¡= (1 2) ;

T(O 1) =(_1 1)

Se halla que: At=

P(Ar) = 2

Por tanto: v(Az )= 0

§6?= (s¡(f) = Q,

En conclueión T ee inyectlva.

1

'2

-1

1



CONCLUSIONES

Este trabajo ofrece un estudio elemental de Ia Func lórr

Tlansformación Linealt para eatudlantes que ae encuen-

tran en loe últimoa cursoa del bachillerato y para r¿uie-

nes ingresan a una escuela superlor.

Es de gran importanr: ia ya que noB muestra como un poli-

nomio de grado n aei cono de números reales llegan a

camblar mediante el uso de Las propiedadea de suma y

producto que pregenta La transformación linea.L y la

maner& de emplearlae. Para este estudio e9 necesario que

e] eatudiante tenga conocimiento de vectores en e1 espa-

ci.o y de esa manera facilita eu comprensión

Gracias aI Algebra Lineal y aI avance de la Matemática

que ha tenido con eIIa, ha permitidc' hacer visj.bles las

fuentes de 1as que surgen lae transformac iones Iinealeg

y por 1o tanto se debe i-r cambLando nuestra forma de ver

mas objetivamente e1 usc, en general de1 Algebra Lineal

ya que EiEn-¡e intensamente viva dentro del eepíritu y

mente de cada persona en ap¡'ender y profundlzarae en

este conocimiento matemat ico .

Por lo tanto vemoe Ia importancia que tlene la funclón

Traneformación Lj.neal, no solo para eI estudiante eino

para todoa aquellos que conocen acerca de 1as matemáti-

cas o para quienee quleren profundizar nas el aprendiza-

je sobre Ia misna.
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Simbología utilizada

o alfa

.\ Iambda ( nult ipl icac ión por un escalar)

B Beta

€ Pertenece o elemento de

V para todo

G auma

tr Producto

===> entonces

l'lmxn Matriz r¡ x n

P Polinomlo de grado doe

Ker(T) Kernel

Im(T) Imagen

T Traneformac ión

v vector

9¡ vector

Az MatrLz d. t¡arrBfor.ú¡¡.c l-ón
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