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INTRODUCCION

Una matriz es un arreglo rectangular de niimeros. Estos arreglos se presentan
en diversas ramas de las Matemsticas aplicadas. En muchos casos estan
formados por coeficientes de transformaciones lineales o de sistemas de
ecuaciones lineales que surgen, por ejemplo, en problemas relacionados con
redes eléctricas, ajuste de curvas en ica y con el transporte. Las
matrices son utiles porque permiten considerar a un ameglo de muchos
numeros como un solo objeto, representado por medio de un solo simbolo y
realizar calculos con estos simbolos en una forma muy compacta. La
"taquigrafia matematica" obtenida de este modo es muy elegante y poderosa, y
resulta apropiada para diversos problemas pricticos; se introdujo a las
Matematicas aplicadas a la Ingenieria hace mas de sesenta afios y su
importancia va en aumento en diversas ramas.

En este trabajo se presentan primero las matrices y los conceptos relativos, se
definen las operaciones algebraicas para las matrices y se consideran los
sistemas de ecuaciones lineales.(capitulo 1).

Luego en los capitulos dos, tres, y cuatro se presenta a las matrices con tres
estructuras algebraicas definidas sobre ellas. Siendo el objetivo bésico,
proporcionar a los estudiantes de nivel medio un primer encuentro con el
estudio del Algebra abstracta y asi sembrar las semillas a partir de las cuales
crecera una actitud positiva hacia las Matematicas.




CAPITULO 1 MATRICES CUADRADAS

1.1 INTRODUCCION

El término matriz , se mencioné por primera vez en la literatura matematica en un
articulo de 1850 de James Joseph Sylvester (1814-1897). El significado usual no
técnico de este término es <lugar donde algo se crea, produce o desarrolla>. Para
Sylvester, entonces, una matriz, que era un <ordenamiento oblongo de términos>,
era una entidad a partir de la cual uno podia formar varias porciones cuadradas
para producir determinantes. Estas tltimas cantidades, formadas a partir de
matrices cuadradas, eran bastante bien conocidas en esa época y muy importantes.

Pero hoy las Matematicas han cambiado y ahora son las matrtices mas importante
que los determinantes; por eso consideramos relevante conocer las matrices ylas
operaciones entre ellas.

Este trabajo estd disefiado para que los estudiantes se familiaricen con las
matrices, sus operaciones y las estructuras que se forman sobre ellas.

1.2 DEFINICION DE MATRICES CUADRADAS

Sea R el conjunto de los numeros reales: una matriz n x n es un ordenamiento
cuadrado, con n filas o renglones y n columnas, de nimeros reales.




a, a, a,
a a e a
A:(a”)z = TS T . i
g Ay - Ay,
columnas

Si A es la matriz mostrada anteriormente, a los elementos a, se les llama
componentes de Ay a, recibe el nombre de componente ij, lo cual indica que es el
elemento que se ubica en la fila i-ésima y la columna j-€sima.De suerte que (a”)

sera aquella matriz cuyo elemento i,j es a,

En todo lo que sigue, n sera un entero fijo con la condicion n>2 y todas las

matrices estaran en M,(R) donde M,(R)= {(aﬂ);ay eR},es el conjunto de todas

las matrices de n x n sobre R

Es de resaltar que en general el nimero de filas no necesariamente es igual al
nimero de columnas, pero para efectos de nuestro trabajo particular nos
restringiremos a este caso. Dejamos al lector la inquietud de resolver cuanto de lo

que aqui consta puede hacerse en el caso de matrices rectangulares.

1.3 OPERACIONES ENTRE MATRICES

Queremos introducir la nocion de igualdad entre sus elementos, una operacion
binaria adicion, una multiplicacion escalar por elementos de R y otra operacion
binaria que es la multiplicacion entre matrices, sera de forma que se convierta en

un algebra sobre M, (R)



A partir de aqui, no sera necesario especificar que se esta trabajando sobre R. Por
consiguiente simplemente se hablara de matrices. La dimension de una matriz esta
dada por el namero de filas y columnas; en el caso de nuestras matrices cuadradas

n X n, bastara con especificar n.

IGUALDAD DE MATRICES

DEFINICION 1

Sean (au)y (bu) dos matrices de la misma dimension; son iguales si y sélo si
a, =b, para toda i y para toda j. Si A y B son iguales, se escribe A=B. Si A no es
igual a B se escribe A=B

EJEMPLO 1. Las matrices A y B son iguales, pero ninguna es igual a C
2 4 2 4 2 7
A= 8= Cs=
¥ o #<[s ] =x 3

EJEMPLO 2 Las matrices M y N son iguales

x y 1 1 31
M=0 8 z|=N=|0 8 gl|Cx=)y=3z=n
01 1 01 1

Una vez definida la igualdad de dos matrices se pasa al siguiente concepto, el de

adicion o suma de matrices.




SUMA DE MATRICES
DEFINICION 2
Sean 4 = (“v) y B= (b) dos matrices.

i

Definimos (a”)+(b”)=(cv) donde ¢, =a, +b, paratodaiy paratoda

a,+b, a,+b, - a,+b,

a, +b, a, +b, - a, +b
A+B= b1l . 21 n ) n n ) n

a, +bnl a,, +bn2 e Ay, +bm|

Esto es, la suma de dos matrices es la matriz obtenida al sumar las entradas

correspondientes. Para esto es necesario que las matrices tengan igual dimension.

EJEMPLO 3 Hallar

5l o)

SOLUCION La suma es la matriz
2+1 340 " 3 3
340 7+1) |-1 8
3= 5 00
+
e 3l ol
SOLUCION. La suma es la matriz

340 5407 [3 5
6+0 -1+0] |6 -1

EJEMPLO 4. Hallar




Este ejemplo nos permite ver que si sumamos a una matriz, otra,cuyas entradas

sean todas cero, el resultado sera la misma matriz. Entonces definimos:

MATRIZ CERO
DEFINICION 3
Sea 0 la matriz con todos sus registros iguales a cero.
Como es evidente en el ejemplo 4
A+0=0+A=A
Como vemos esta matriz actia como elemento neutro de la suma
i Y qué es un elemento neutro?
Es aquél que permite que al operar con él, el elemento original quede igual, no

haya variacion.

EJEMPLO 5. Hallar

= R
(=T

2
)
+{3
2 4
1
SOLUCION. La suma no esti definida pues las matrices no tienen la misma

dimension.

En el teorema 1 se presentan las propiedades basicas de la suma de matrices.
Las propiedades conmutativas, asociativas y del elemento identidad se siguen
facilmente de las definiciones y de las correspondientes propiedades para los

numeros reales.




TEOREMA 1 Sean A, B y C matrices. Sea 0 la matriz cero. Entonces.
i) A+0=A (Propiedad de la existencia de la identidad aditiva).
ii) A+B=B+A (Propiedad conmutativa de la adicion).
iii) A+(B+C)=(A+B)+C (Propiedad asociativa de la adicion).
Demostracion
i) A+0=A (identidad aditiva ).
El elemento nulo, llamado en este caso la matriz cero, es la matriz cuyos registros
son todos iguales a cero. Es claro, entonces, que si 0 es la matriz cero, A+0=A
para todo 4 e M, (R).
if) A+B=B+A (conmutativa de la adicion).
Sean 4 :(a,,) y B:(bv)
Por la definicion de suma de matrices,
A+B=(a,)+(8,)=(a, +8,)
Puesto que la suma de los niimeros reales es conmutativa,
("v ”’v):(bv +au)
Finalmente, de la definicion de suma de matrices,
(bv “""u): (bv)+(“v): B+A4
Por Jo tanto A+B=B+A.
iif) A+(B+C)=(A+B)+C ( asociativa de la adicion).
Sean A 2(%): Bz(ba) y € '—'("u)

4+(B+C)=(a,)+[(8,)+(c,)]




, por definicion de suma de matrices

)

v

=\a, + (b +&, )), por definicion de suma de matrices
)
)

=(A+B)+C

La suma A+A siempre esta definida, puesto que A y A tienen la misma dimension.

Resulta razonable escribir A+A como 2A. Considérese el ejemplo siguiente:

EJEMPLO 6

P a b Eos P a+a b+b 2a 2b
= . onces = =

an c d . c+c d+d 2c 2d

Este ejemplo sugiere la definicion de la multiplicacion por escalar. Al trabajar con

matrices, frecuentemente nos referimos a los niimeros reales como escalares.

MULTIPLICACION POR UN ESCALAR

DEFINICION 4

Sean 4 = (au) y r un escalar ,definimos r(a,) = (b,) donde b, = ra, para toda iy
para toda j.

EJEMPLO 7 Hallar

1 2 3
(m))0 1 6
1 -1 4



SOLUCION. Al multiplicar por(n) cada registro de la matriz obtenemos la

siguiente matriz

T 2x 3x
0 o 6rx
T -7 4n

EJEMPLO 8 Hallar
1 3
;s 3|

SOLUCION. El resultado de multiplicar una matriz por el escalar (-1) es la matriz
(-DA=-A

DIFERENCIA ENTRE MATRICES.
DEFINICION 5
Sean A y B matrices, escribimos A+(-1)B como A-B y llamaremos a esto la

diferencia entre Ay B.

TEOREMA 2 Sean A y B matrices y 0 la matriz cero. Sean ¢ y d escalares
arbitrarios y 0 y 1 los escalares identidad de la suma y multiplicacion,
respectivamente. Entonces

i) c(A+B)=cA+cB

ii) (c+d)A=cA+dA



iii) (cd)A=c(dA)
iv) 1A=A

00
v) 0A=0, ., = [O 0}, donde 0 es el namero real nulo.

La suma y multiplicacion de un escalar por una matriz nos parece naturales pero la
definicion del producto de matrices que vamos a dar parecera peculiar y poco
natural. La explicacion tipica que se da en dlgebra lineal para esta definicion
muestra como las corresponden a ciertas funciones, llamadas transformaciones
lineales; en consecuencia el producto de matrices corresponde a la composicion de
transformaciones lineales. También puede darse ofra explicacion en términos de
sistemas de ecuaciones lineales. Dar un tratamiento siguiendo estos lineamientos
nos obligaria a profundizar demasiado en el dlgebra lineal, por lo que solamente
daremos la regla para multiplicar matrices sin mas justificacion para esta

operacion.

MULTIPLICACION DE MATRICES
DEFINICION 6

Sean las matrices 4 =(a,) y B =(b,), de la misma dimension entonces la matriz

producto AB es la matriz

C =(c,), endonde (cy) = ) aub, =ayb,, +ayb,, +...+a,b,

k=1
Obsérvese que el subindice k sobre el cual se desarrolla la suma que precede es un
indice ficticio (o mudo). Bien se podria denotar con cualquier otro simbolo.
Note también que AB sélo se puede definir cuando el niimero de columnas de A es
igual al nimero de filas de B. Observemos también que la entrada i,j de C se

obtiene usando la i-6sima fila de A y la j-ésima columna de B. Asi
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a, dap a,
a, axp ay, | | by by bl} by, Ch Cn Cin
: bz| bzz bz J bz.u Cy Cn Can
a, ap a 5 ’ Lo
y b, b, b.-u b Cni Cm Con
_anl a,, - 4y o

EJEMPLO 9. Calcular el producto.

SiA:[l z]me[:t 1], mtmmmz[l(@ﬂ(l) l(l)+2(3)]:l:6 7}
35 1 3 3(4)+5(1) 3)+53) ] |17 18

Una manera de recordar como se forma el producto AB es la siguiente:

El componente st es el "producto punto” de la s-ésima fila de A por la columna t-
ésima de B.

En el caso aludido, por ejemplo, el componente 2,1 es el producto punto 3(4)+5(1)
de la fila 2=(3,5) de Ay (4,1) que es la columna 1 de B escrita horizontalmente.

EJEMPLO 10. Consideremos la matriz de dimensionn x n

1 0 .- 0

o1 -0 1, s=u
g=i . . . asi I:(i“){

o e 0, s2u

0 0 . 1

Esta matriz especial se llama la matriz identidad n x n. Siempre que deseemos

especificar su dimension explicitamente, la denotamos 7, ,asi por ejemplo:
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1 00
1—10 I,=(0 1 0
2—01Y3—

0 01

Ahora consideremos A, una matriz cuadrada arbitraria de la misma dimension que

la matriz identidad. Entonces el producto A7, esta definido (a,) = D a,i,
k=1

Lo mismo podemos decir para el producto 7, 4 que esta definido por a, = ) i,a,
k=1

De esta manera Af, =1, A=A paratoda 4 e M, (R).

Las matrices no satisfacen la ley conmutativa de la multiplicacion ; es decir, AB
no es necesariamente igual a BA.

Recuerdese, también que con las matrices es posible que AB=0 pero
A20 y B=0.

EJEMPLO 11 Calcular AB y BC si

a=[s o} 2[5 o] 7 o=[1 o]

SOLUCION. Tenemos:

>
Q)
I
B
[T
oo
A,
—_— O
[= R -
| E—
Il
Jree———
o O
[ R =
| F— |
I
(=]

Pero lo que si satisfacen en la multiplicacion de matrices es la ley asociativa y la

ley distributiva respecto a la adicion de matrices, es decir:
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TEOREMA 3 Sean A, By C matrices. Entonces:

i) ABC)=(AB)C
i) A(B+C)=AB+AC
iii) (A+B)C=AC+BC
Le sugerimos al lector que pause en cada demostracion; realice ejemplos concretos
y se asegure de entenderla, antes de pasar al siguiente literal.
Demostracion
1) ABC)=(AB)C
Sean

A=(a,), B=(b,), C=(c;), 4B=D=(d,), BC=E=(e;). (4B)c=F=(f,) y 4(BC)=0=(g,)

Ahora bien,
n n n
Jy = decv - Z(Z"pbﬁc Jcrg
k=1 E1\ re1
y
n n n
& = lean,ev = zl:a,, (gbﬂtcv]
Entonces

n

Jy = Z(anbu +ay,by +e ta,by, )Cy
=1

n n n
=ay ) bycy +a, ) bycy+--+a, ) bycy
= ke

k=1

= Z"Iab (Z":b,,,c,, J =8y

r=1 k=1
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COMENTARIO Una vez que se ha estudiado detalladamente por qué es cierta la
ley asociativa (AB)C=A(BC), el lector puede apreciar que equivale a mostrar que
los elementos (i,j) de las matrices (AB)C=A(BC) son las sumas dobles.
Zﬂ:i(“#bﬂc Jey ¥ Z”:Zn:"fr (brk"fg )
k=1 rel rel kel
Estas sumas dobles son iguales porque el orden sumatorio no afecta a la suma y
porque los términos (a,b,)c,, a, (b,,c,ﬁ) son iguales en virtud de la ley
asociativa de los numeros.
En vista de que (AB)C=A(BC), pueden suprimirse los paréntesis en los productos
de tres matrices -dado que se genera el mismo resultado con las agrupaciones- y
expresar cualquiera de los productos como ABC, para A, By C en M (R)
i) A(B+C)=AB+AC
Se demostrara la primera de las leyes de la distribucion. La demostracion de la
segunda es idéntica y por tanto se omite.
Supongase que A = (ay ), B= (btj) ¥ C= (c,, )

La kj-€sima componente de B+C es by, +c,,

La ij-€ésima componente de A(B+C) es

Za,, (by +Cy ) = kZ:a,,bm + Zamcy
=]

k=1 k=1

Que es igual a la ij-6sima componente de AB mas la ij-ésima componente de AC y

esto demuestra la parte 1i)
1.4 MATRICES ESPECIALES.

En esta breve seccion se desea definir ofra sencilla operacion sobre matrices y

presentar ciertos tipos especiales de matrices que tienen importancia practica




TRANSPUESTA DE UNA MATRIZ
DEFINICION 7
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Si A=(a,) e M,(R), entonces la transpuesta de A, denota por A', es la matriz

A'=(b,),endonde b, =a_, paratodorys.

all al! T ab[ a“ a:l

. a, a4y -+ 4y a, apy
Sid=(a,)=| .. . | entoncesA'=(a,)= h

a, a, - a, a,, a,,

nl

an!

nn

En virtud de la definicion, la fila r de la matrtiz transpuesta A' es la columna r de

la matriz original A, y viceversa.

Se puede también obtener A' por reflexion de A con respecto a su diagonal

principal, o sea la de elementos a,

EJEMPLO 12 Hallar A’ si

5]

SOLUCION. Tenemos:

=, 3]

Obsérvese que las filas de A se convierten en las columnas de A'

EJEMPLO 13 Hallar A’ si

SOLUCION. Tenemos:
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2 ~1 -3
A=14 3 1
0 2 2

Debido a su trascendencia, a continuacion se enumeran formalmente varias

propiedades basicas de la transposicion de matrices.

TEOREMA 4 Si Ay B son matrices y @ y b estan en R, entonces
i) (A")=A"=A;(transpuesta de la transpuesta)
ii) (aA+bB)' =aA' + bB';(transpuesta de una combinacion lineal)
iii) (AB)' = B'A’ (transpuesta de un producto)

Demostracion. Las partes i) y ii) son muy sencillas y se dejan al lector. Se prueba
la parte i11).

SeanA:(av) y B:(b ); sea AB:C:(C{’).

(]
Debemos probar que c,' es la entrada (i,]) de B'A'.

Ahora bien,

c,'= ¢y = Y apby, =) a,'b,'=) b,'ay' = laentrada (i,j) de B'A".

k=1 k=1 k=1
Por consiguiente (AB)' = B'A'

MATRIZ SIMETRICA
DEFINICION 8
Se dice que una matriz A es simétrica si A' = A

EJEMPLO 14 Hallar A' si




e

SOLUCION. Tenemos
- o)
Al=
z 0

EJEMPLO 15 Hallar A’ si

-3 1 3
A=|1 0 =2
5 -2 4

SOLUCION. Tenemos

-3 1 5
A=|1 0 =2
5 -2 4
MATRIZ ANTISIMETRICA

DEFINICION 9

Se dice que una matriz A es antisimétrica si A'=-A

EJEMPLO 16

EJEMPLO 17

0 -4 1 0
Si A=|4 0 -5 entonces A =|—4
-1 5 0 1

& ~%
0 5
-5 0
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MATRIZ TRIANGULAR

DEFINICION 10

Una matriz cuadrada se denomina triangular superior si todas sus componentes
debajo de la diagonal son cero. Es Triangular inferior si todas sus componentes
por encima de la diagonal son cero. Es decir, 4 = (a‘,) es triangular superior si
a, =0 para i>]. Y es triangular inferior si a, = 0 cuando i<j.

EJEMPLO 18

MATRIZ DIAGONAL
DEFINICION 11

Una matriz A cuyos elementos arriba y abajo de la diagonal principal son todos

ceros, es decir, a, =0 para todo i # j,se conoce como matriz diagonal.

EJEMPLO 19
20 0
A={0 1 0
00 -4
MATRIZ ESCALAR

DEFINICION 12
Una matriz diagonal se denomina escalar si todos los componentes de la diagonal

principal son iguales.

Por ende una matriz escalar tiene la forma




-
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a 0 0

0 0
A =

: a 0

0 0 0 a

en donde a es un numero.
Veamos porque este tipo de matrices reciben este nombre. Sean

a 0 b, b, . ; . -
A= y B= matrices de la misma dimension ,entonces
0 a b, b

ol prodinits A5 :[abl +0b, ab, +0b4]=|:ab1 ab,]

0b, +ab, 0b, +ab, ab, ab,
Pero observamos que esta matriz se puede escribir también como el producto del
escalar @ que esta en la diagonal principal por la matriz B. Sean

ab, ab, ]

b b
‘:;HERyunm:na;tn'zB:[l 2} entoncesaB:[
ab, ab,

b, b,
Entonces, aunque son dos operaciones diferentes, en este caso, las dos operaciones
nos dan como resultado la misma matriz.
Como podemos observar AB=aB por eso es que esta matriz recibe el nombre de
escalar, porque actila como escalar sin ser precisamente un escalar.
MATRIZ INVERSA
DEFINICION 13.
Una matriz B se llama inversa de una matriz cuadrada A si AB=BA=I.Dicha
matriz B se denota por 4™
Decimos que una matriz A es inversible o no singular si tiene inversa.Sin
embargo, una matriz A puede no tener inversa, en cuyo caso se llama no inversible

o singular.
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TEOREMA 5 Siuna matriz A es inversible, entonces la inversa de A es unica.
Demostracion. Supongase que la matriz A es inversible y que B y C son inversas
de A. Entonces

BA=AB=1 y CA=AC=I
Considérese ahora el producto CAB en dos formas haciendo uso de la ley
asociativa de la multiplicacion:

C(AB)=CI=C y (CA)B=IB=B

Puesto que C(AB)=(CA)B, se tiene que C=B, de modo que la inversa es tninca.

TEOREMA 6. Si dos matrices A y B son inversibles, enfonces AB es inversible y
(4B)!'=B'4"

Demostracion: Sean 4™ y B™' las inversas de A y B, respectivamente. Puesto que

(AB)(B'A")=A(BB™ YA =(Al)A" =447 =1

Y

(B'A")(A4B)=(B'(A4'A)B=(B"'NB=B"'B=1

B'A™' eslainversa de AB. Por lotanto, (4B)™' = B~ A" y AB es inversible

1.5 APLICACIONES

Existen al menos cinco razones de por qué las matrices son importantes en las

ciencias matematicas.

1.Surgen al resolver problemas de sistemas de ecuaciones lineales.
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2. Las matrices son un buen recurso para almacenar informacion que viene
naturalmente con indices en dos variables. Esto es especialmente cierto en los
negocios, la economia y las ciencias de la computacion.

3. Muchos fenomenos fisicos son lineales o casi lineales en su naturaleza y
las matrices aparecen en las descripciones matematicas de esos fenomenos.

4. Las matrices son una herramienta valiosa para la teoria de las graficas.

5. El conjunto de las matrices cuadradas tienen una estructura algebraica muy
rica, que tiene interés en si misma y es fuente de inspiracion para el estudio de
estructuras algebraicas mas abstractas. Esto lo veremos en los capitulos siguientes
de este trabajo.

Para nuestros propdsitos la aplicacion mas importante de la multiplicacion de
matrices ha sido la representacion de un sistema de ecuaciones lineales en la forma

AX=B.
REPRESENTACION DE UNA ECUACION

Una ecuacion lineal de la forma a,x, +a,x, +--- +a,x, = b puede representarse en la

forma matricial como sigue

Xy
R [

X

Una ecuacion puede representarse empleando el producto interno. La expresion
3x, +5x, — 4x, puede representarse por medio del producto interno:
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X,
(3 5 -4)x,

X3

donde el vector fila contiene los coeficientes de cada variable en la expresion y el
vector columna contiene las variables. Multipliquense los dos vectores para

comprobar que el producto interno dé por resultado la expresion original.

Si se desea representar la ecuacion 3x, +5x, —4x, =25 puede igualarse el
producto interno con una matriz (1 x 1) que contenga la constante del miembro

derecho, o sea:
X

(3 5 -4)x,|[=(25)

Xy

REPRESENTACION DE SISTEMAS DE ECUACIONES

Un sistema de ecuaciones que tenga la forma

a0y X, + QX+ X, = b
a,ux, +ayx, +--+a,x, =b,

------------------------------------

a,x,+a,x,+--+a,x, =b,

puede representarse por la ecuacion matricial AX=B
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donde A es una matriz que contiene los coeficientes variables en el miembro
izquierdo del conjunto de ecuaciones. X es un vector columna de n componentes
que contiene n variables y B es un vector columna de n componenetes que contiene
las constantes del lado derecho para las ecuaciones n. Esta representacion aparece

como

ay A - Ay [ X b,
ay ap = G, || % | |b
an‘l anl o Qg X, bn

A diferencia de las ecuaciones individuales que pueden representarse mediante el
producto intemo, un sistema de ecuaciones se representa utilizando Ia

multiplicacion de matrices. El sistema

5r, +3%, =15
4x, ~2x, =12

5 3 15
Puede representarse asi il
4 2 )\x ) 12

Si se efectia la multiplicacion de matrices en el miembro izquierdo de la ecuacion

matricial, el resultado sera
5%, +3x,) (15
4x, -2x, ) \12
EJEMPLO 20 El sistema de ecuaciones
2x, + 3%, +6x, =6

4x, +5x5 =5
6x, =6
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puede representarse en la forma matricial AX=B como

2 3 6)x, 6
0 4 5{x,|=|5
0 0 6)\x, 6

Note que los ceros deben incluirse en la matriz A cuando una variable no aparece

en determinada ecuacion.

Si tenemos una matriz A n X n y una matriz B n x 1, entonces las siguientes
proposiciones son equivalentes:

1. La forma escalonada reducida por filas de Aes 1.

2. A es inversible (47'=R(l)), donde R es cualquier sucesion de operaciones
elementales de fila tal que R(A)=I1

3. AX=B tiene soluciofi iinica para (la matriz de variables n x 1) X.

Un sistema homogéneo de n ecuaciones lineales en n incognitas tiene precisamente
una solucion (la trivial) o bien infinidad de soluciones. '

Si la matriz A se puede reducir por filas a I, entonces el sistema dado AX=0 tiene
solucion unica. Si no se la puede reducir por filas a I, entonces el sistema
homogéneo de ecuaciones asociado a la forma escalonada reducida por filas tiene

mas incOgnitas que ecuaciones, entonces este sistema tiene infinitas soluciones.

SOLUCION DE UN SISTEMA MEDIANTE ELIMINACION GAUSSIANA CON

PIVOTEO PARCIAL.

Resuelva el siguiente sistema mediante eliminacion gaussiana con pivoteo parcial:
X=X, +x;,=1

-3x, +2x, -3x, =6
2x, ~5x, +4x, =5
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Paso 1. El sistema se escribe en forma de matriz aumentada. De la primera
columna con elementos distintos de cero (llamada columna pivote), se elige el

elemento que tenga el mayor valor absoluto. A este elemento se le llama pivote:
1 -1 1)1

-3 2 3|6
2 =5 4}5

Paso 2. Las filas se reacomodan a fin de cambiar el pivote hacia la parte superior:

-3 2 -3|-6
1 -1 1|1 | seintercambiaron la primera y segunda fila
2 -5 4|5

Paso 3. La primera fila se divide entre el pivote:

1 -3 1)2
1 -1 1|1 | La primera fila se dividié entre -3
2 -5 45

Paso 4. Se suman miltiplos de la primera fila a las demas filas con el objeto de

hacer cero los otros elementos situados en la columna pivote:

112
0{-1 | la primera fila se multiplico por -1 y por -2, y los
2|1

S D -
|
= e

wf

resultados se sumaron a las filas dos y tres, respectivamente.
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Paso 5. La primera fila se deja ya tal cual esta, efectuandose de nuevo los pasos
del uno al cuatro en la submatriz que queda:

112

0[-1| nuevo pivote
-1 21

=T = I
|
=l i

Se intercambia la primera y segunda fila de la submatriz:

112
z] 1
0}-1

o O -
|
R i

La nueva primera fila se divide entre el pivote:

|
wir
—
o8

O O
fa—
l
8
|
:Iu

|
ol
o
1
f—

La nueva primera fila se multiplica por 1/3 y se suma la nueva segunda fila:

==
=jo =le
|

IS =jw

-
(=

Paso 6. Se continua en esta forma hasta dejar la matriz en su forma escalonada por
filas:
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La nueva primera fila se divide entre el pivote:

Paso 7. Se emplea la sustitucion hacia atras para hallar la solucion (si existe) del

sistema. En este ejemplo, es claroque: x, =6 x, =3 x, =-2

EJEMPLO 21. Resolver el siguiente problema:
La alacena magica de una bruja contiene 10 onzas de hojas molidas de tréboles de
cuatro hojas y 14 onzas de raices de mandragora en polvo. Si la bruja utiliza en
forma exacta todo el contenido de su alacena, entonces ésta se resurtird de manera
automatica. Para un filtro de amor se requieren 3 1/13 onzas de tréboles molidos
de cuatro hojas y 2 2/13 de raices de mandragora en polvo. Una receta de una muy
conocida cura del resfriado comiin requiere 5 5/13 de onzas de tréboles de cuatro
hojas y 10 10/13 onzas de raiz de mandragora. Qué cantidades del filtro de amor y
del remedio para el resfriado debera preparar la bruja a fin de utilizar exactamente
el contenido de su alacena magica?
SOLUCION. El sistema de ecuaciones:

34x +54x, =10

25 x +10{§x, =14

puede representarse en la forma matricial AX=B como

35 55\ =) (10
24 108 )\x, ) |14

El sistema se escribe en forma de matriz aumentada
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0 N
[n‘ﬁ

B 140
FERNN L)

10
14

Mediante eliminacion gaussiana con pivoteo parcial, quedaria

10) (1 38 (1 3¢
~ ~

14 0 7|7 0 1)1

Se emplea la sustitucion hacia atras para hallar la solucion del sistema. En este

40 70
3 13
3

Mo
13

ejemploesclaroque x, =3 y x, =1

EJEMPLO 22. Resolver el siguiente problema

Una compafiia elabora tres productos que han de ser procesados en ftres
departamentos. En la tabla se resumen las horas requeridas por unidad de cada
producto en cada departamento. Ademas las capacidades semanales se expresan
para cada departamento en términos de las horas de trabajo disponibles. Se desea
determinar si hay combinaciones de los tres grupos que aprovechen al maximo las

capacidades semanales de los tres departamentos.

Horas disponibles
Producto a la semana
Departamento 1 2
A 2 33 1200
B 3 23 1150
C 4 3 1400




SOLUCION. Si x, = ntumero de unidades fabricadas por semana del producto

J, las condiciones a satisfacer se expresan en el siguiente sistema de ecuaciones.
2x, 4+ 3.5x, +3x, = 1200 (departamento A)

3x, +2.5x, +2x, = 1150 (departamento B)
4x, +3x, +2x, =1400 (departamento C)

puede representarse en la forma matricial AX=B como

2 ¥ 3)x) (1200
3 2 2 x, |=|1150
4 3 2)x,) (1400

el sistema se escribe en forma de matriz aumentada

311200
2{1150
2|1400

w SR 39

mediante eliminacion gaussiana con pivoteo parcial, quedaria

2 2 301200) (4 3 2p1400) (1 2 4350} (1 2 L[350) (1 % 1350
3 8 201150 |~ 3 B 2(1150 |~|[0 4 1[100|~[0 1 2400 |~|0 1 2[00
4 3 201400) |2 % 31200) Lo 2 2|500) {0 0 -2|-300] {0 0 1150

De emplea la sustitucion hacia atrds para hallar la solucién del sistema.. La
respuesta quedaria : x, = 200,x, = 100 y x, = 150,



CAPITULO 2 GRUPOS

2.1 INTRODUCCION

En el capitulo anterior hemos hablado del conjunto de las matrices cuadradas,
digamos M,(R) y dos operaciones llamadas adicion y multiplicacion.
Hablabamos de varias leyes -asociativa, conmutativa y distributiva- satisfechas

por estas operaciones.

Pero ciertos de estos conceptos estudiados anteriormente se repiten, por ejemplo,
para algunos sistemas de niimeros, entonces esto nos lleva a pensar si seria mas
ventajoso estudiar las consecuencias de estas leyes sin considerar otras

propiedades especiales de cada sistema en estudio, sino hacerlo en forma global.

El estudio general que estamos a punto de comenzar se llama Algebra abstracta.
Tiene ejemplos y aplicaciones muy variadas, y su importancia en la Matematica

moderna dificilmente puede sobrestimarse.

Para cada estructura algebraica, trabajaremos con un conjunto y una o mas
funciones u operaciones. Nos restringiremos a la consideracion de operaciones
binarias, es decir, si el conjunto es M, (R), tendremos una funcién, u operacion,

cuyo dominio es M,(R) x M,(R) y cuyo codominio es M, (R). Por el momento

usaremos la notacion a*b, para representar el valor f{a,b) de la funcion.
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Si en un andlisis simultaneo hay diferentes operaciones binarias, se usaran
subindices o supraindices en * para distinguirlos. El método més importante para
describir una operacion binaria particular * en un conjunto dado es el de
caracterizar al elemento a*b asignado a cada par (a,b) mediante alguna propiedad

definida en términos de ay b.

La mayor parte de las estructuras algebraicas que estudiaremos se definen como un
conjunto con una o dos operaciones binarias. Las condiciones que estas

operaciones deben satisfacer se llaman los axiomas del sistema.

2.2 DEFINICION Y PROPIEDADES ELEMENTALES.
Es natural comenzar nuestro estudio de estructuras algebraicas considerando un
conjunto G con una sola operacion binaria que satisface algunas leyes.

El primer tipo de estructura que estudiaremos es el de grupo.

GRUPO
DEFINICION 1
Un grupo <G.*> es un conjunto G, junto con una operacion binaria * en G, tal que

se satisface los siguientes axiomas:

1) La operacion binaria * es asociativa.

ii) Existe un elemento e en G tal que e*x=x*e=x para todas las x elemento de
G.(Este elemento e es un elemento identidad para * en G).

ii1) Para cada a en G existe un elemento a' en G con la propiedad de que

a'*a=a*a'=e  (El elemento a' es un inverso de a respecto a *)



Un elemento identidad para una operacion binaria * en un conjunto S es cualquier

elemento e que satisfaga e*x=x*e=x para todas las x € S.

Entre los axiomas para un grupo es frecuente que se incluya una proposicion de la
forma: "el conjunto es cerrado bajo la operacion”, que quiere decir si a y b son
elementos de G, entonces a*b es un elemento de G. Hemos evitado la necesidad de
tal expresion, porque la consideramos una consecuencia de la definicion de

operacion binaria en G.

Obsérvese que un grupo no solo es un conjunto G. Mas bien, que un grupo <G,*>,
consta de dos entidades, el conjunto G y la operacion binaria * en G. Hay dos
ingredientes. Denotar al grupo por el simbolo de conjunto G es por lo tanto
logicamente incorrecto. Sin embargo, debemos sefialar en este momento, que
seremos descuidados con la notacion en algunas circunstancias y solo denotaremos
al grupo por la letra G. Pero insistimos en que al hablar de un grupo especifico G,
debe aclararse cual sera la operacion del grupo en G, pues un conjunto contiene
gran variedad de posibles operaciones binarias definidas, constituyendo grupos

diferentes.

En muchos ejemplos de grupos, se verifica la ley conmutativa, y esto nos lleva a

definir un tipo especial de grupo.

GRUPO ABELIANO
DEFINICION 2
Si en un grupo <G, *> se verifica ademas, la propiedad:a*b=b*a, para todo a, b

elementos de G (conmutativa) se dice que el grupo es abeliano o conmutativo.
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Ahora, pongamos algunos ejemplos de conjuntos con operaciones binarias que dan

grupos y otros que no dan grupos.

EJEMPLO 1Consideremos el conjunto de los enteros Z y la operacion de adicion.
i) La ley asociativa se verifica, es decir (at+b)+c=a+(b+c)

ii) El entero 0 es un elemento identidad.es decir,a+0=a=0+a para todo a elemento
de Z

iii) El entero -a es un elemento inverso de a, es decir, at+(-a)=0=(-a)+a=0 para

todo a elemento de los enteros.

Estas propiedades nos dicen que los enteros con la operacion de adicion forman un

grupo. Este grupo se conoce como el grupo aditivo de los enteros

¢ Formaria un grupo los enteros positivos cuya notacion es Z* ?

EJEMPLO 2. El conjunto Z* bajo la adiciéon no forman un grupo. La adicion es
una operacion binaria asociativa y conmutativa, pero NO existe elemento

identidad.

EJEMPLO 3. La multiplicacion de los Z* es una operacion binaria asociativa y
conmutativa. En este caso 1 es un elemento identidad, pero no hay elemento

inverso para z"diferente de 1. Por tanto, NO tenemos un grupo.

Existen resultados acerca de grupos que deseamos presentar y probar, porque ya

veran en seguida que son extraordinariamente Gtil.
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El aprendizaje del alfabeto no fue probablemente la parte mas interesante de
nuestra educacion infantil, sin embargo, una vez que lo dominamos, que

panoramas mas fascinantes se abrieron ante nosotros.

LEMA 1 Si G es un grupo, entonces

1) el elemento identidad de G es tinico;

i1) todo a elemento de G tiene inverso tnico en G;
i11) para todo a elemento de G, (a)' = a;

iv) para a, b elementos de G, (a.b)' = b'.a".

PRUEBA. Antes de que comencemos propiamente con la prueba parece
aconsejable que veamos qué es lo que vamos a probar. En la parte i) queremos
probar que si dos elementos e y f de G gozan de la propiedad de que para todo a
elemento de G, a=a.e=ea=a.f = f.a, entonces e = f En la parte ii) nuestro
objetivo es demostrar que si x.a=a.x=e y y.a=a.y=e,donde los tres a, x,y

estan en G, entonces x = y.

Consideremos primero la parte i). Como e.a = a para todo a elemento de G,
tenemos que, en particular, e.f = f Pero, por otra parte, b.,f = b para todo b
elemento de G, luego debemos tener e.f = e. Juntando estas dos fracciones de

informacion obtenemos f=e f=e, y, por tanto, e=f
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En lugar de probar la parte ii) probaremos algo mas fuerte que nos traera
inmediatamente la parte ii) como consecuencia. Supongamos que para a en G,
a.x=ey a.y=e, entonces, obviamente, a.x=a.y. Hagamos de esto nuestro punto de
partida. Es decir, supongamos que a.x=a.y con a, x, y en G. Hay un elemento b en
G tal que b.a=e (por lo que hasta ahora sabemos puede que haya varios de tales
b). Por tanto, b.(a.x)=b.(a.y). Usando la ley asociativa esto nos lleva a que

x=e.x=(b.a).x=b.(a.x)=b.(ay)= (b.a).y=e.y=y.

Hemos probado, en realidad, que en un grupo G, ax=a.y implica que x=y.
Analogamente, podemos probar que x.a=y.a implica que x=y. Esto quiere decir
que en los grupos podemos cancelar, siempre que sea del mismo lado, en las
ecuaciones. Pero debe tenerse presente que de que a.x=y.a no puede concluirse

que x=y, pues no tenemos medio alguno de saber que a.x=x.a.

La parte iii) se sigue de esto si observamos que a'(a’)’ = e = a' a;cancelando la
a’ a la izquierda nos da (a’)’ = a,Esto es, para grupos en general, lo analogo del
resultado familiar, digamos por ejemplo, (-5)=35, en los niimeros reales respecto a

la suma.

La parte iv) es la mas trivial de todas, pues (a.b).(b' . a) = a.((b.b')l.a) =

’

a.(e.a’)=a.a’ = e y luego, de acuerdo con la definicion de inverso, (a.b)' = b'. a"

Ciertos resultados obtenidos en la prueba son de suficiente importancia para

enunciarlos expresamente como hacemos ahora en el

LEMA 2.Dados a, b en el grupo G, entonces las ecuaciones a .x =byy.a=1b

tienen soluciones inicas para x, y en G. En particular, las dos leyes de cancelacion,
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au = awimplicau =w

u.a=w.aimplicau=w

se verifican en G.
Dejemos al lector los pocos detalles necesarios para la prueba de este lema.

2.3 GRUPOS FINITOS Y TABLAS DE GRUPO.
Hasta ahora nuestros ejemplos han correspondido a grupos infinitos, esto es, de

grupos donde el conjunto G tiene un nitmero infinito de elementos.

Otra caracteristica natural de un grupo G es el niimero de elementos de que consta.
Este nimero es, desde luego, mas interesante cuando es finito; en tal caso decimos

que G es un grupo finito

ORDEN DE UN GRUPO FINITO
DEFINICION 3

Si G es un grupo finito, entonces el orden |G| de G es el mimero de elementos en

G. En general, para cualquier conjunto finito S, |S| es el nimero de elementos en S.

Un grupo debe tener al menos un elemento a saber, la identidad, el conjunto més
pequeiio que puede dar lugar a un grupo es un conjunto {e} de un elemento. En
cada grupo, el elemento identidad es siempre su propio inverso. Y se tiene la
multiplicacion trivial.

% I e

e

e
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Si construimos una estructura de grupo en un conjunto de dos elementos, entonces
uno de los elementos debe desempeiiar el papel de identidad. El conjunto quedaria
asi {e,a}. Busquemos una tabla para una operacion binaria * en {e,a} que dé una

estructura de grupo.

Cuando demos una tabla para una operacion de grupo, siempre colocaremos los
elementos en la parte superior, hacia la derecha en el mismo orden en que los
colocamos del lado izquierdo, hacia abajo, colocando en primer lugar la identidad,

como en la tabla siguiente:

*| p g
e

Ya que a’ e G debe tenerse a® = e, o bien, a’ = a, pero a’ = a implica que a = ¢,

de donde a” = e y se tiene

*1e a
ele a
ala e

Sean G= fe,a,b}. Se considera ab y se observa que ab = a porque ab=a implica
que b=e. De modo semejante, ab = b y, de aqui que ab=e. Esto implica que b=a’
y, por tanto, ba=e.

De aqui se obtiene el arreglo parcialmente Ileno
x
| € a b
a b
e

e |e
a|a
b |b
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Ahora bien, se sabe, que cada una de las filas y columnas del arreglo debe

contener, al menos, elementos diferentes de G, de donde finalmente se obtiene

*Ieab

el e a b
ala b e
b b e a
Sean G={e,a,b,c}.Se distinguen dos casos.
Caso 1. Supdngase que existe un elemento cuyo inverso no es igual a si mismo.
En beneficio del argumento, supéngase que ab=e. Entonces ba=e y, de aqui, que
ac#e, a o c. De donde, ac=b y, de modo semejante, ca=b.De aqui que
b* =bb = b(ac) = (ba)c =ec = c.

Se obtiene el arreglo
®

eab ¢
& e a b ¢c
a a ce b
b b e ¢
C c b

El cual se completa para dar

* eabc

e e abc
a aceb
b bec a
C c b ae

Caso 2 Supongase ahora que todo elemento tiene inverso igual a si mismo. Por
tanto a® = b*> = ¢ = e. Entonces ab = e,a o b y, por consiguiente, ab=c. De modo

semejante, ba=c. Por medio de un argumento semejante, se tiene ac=ca=b,

ac=cb=a, dando
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Este altimo grupo se conoce como grupo cuatro de Klein ( en honor de F. Klein,

matematico aleman, 1849-1925)

Con base en estos ejemplos, podremos enumerar algunas condiciones que una
tabla que defina una operacion binaria en un conjunto finito debe satisfacer, para
dotarlo de una estructura de grupo.Es necesario que algiin elemento del conjunto,
que siempre denotaremos por e, actiie como identidad. La condicion e*x=x
significa que la fila de la tabla que contiene a e en el extremo izquierdo, debe
contener exactamente los elementos que aparecen hasta arriba de la tabla, en el
mismo orden. En forma analoga, la condicion x*e=x significa que la columna de la
tabla bajo e, debe contener precisamente los elementos que aparecen en el extremo
izquierdo, en el mismo orden. El hecho de que cada elemento « tenga un inverso
derecho y un izquierdo, quiere decir que en la fila frente a a debe aparecer el
elemento e y que en la columna bajo a debe aparecer e en primer lugar. Asi, e debe
aparecer en cada fila y en cada columna. Sin embargo, podemos mejorar esto. Las
ecuaciones tratadas en los lemas anteriores tienen solucién tUnica. Por un

argumento analogo, esto significa que cada elemento 4 del grupo debe aparecer

una y s6lo una vez en cada fila y en cada columna de la tabla.




2.4 SUBCONJUNTOS Y SUBGRUPOS

Habran notado que hemos tenido a veces grupos contenidos en grupos mayores.
Por ejemplo, el grupo Z bajo la suma esta contenido en el grupo Q bajo la suma,
el cual a su vez esta contenido en el grupo R bajo la suma. Cuando vemos al grupo
<Z, +> como contenido en el grupo <R, +> es importante notar que la operacion +
en los enteros n y m como elementos de <Z, +> produce el mismo elemento n + m
que resultaria si se pensara en n y m como elementos de <R, +>. Por tanto, no

debemos considerar al grupo < Q*, +> como contenido en <R, +> aunque Q" esta

contenido en R como conjunto.

No solo se requiere que el conjunto de un grupo esté contenido en el conjunto del
otro, sino también que la operacion de grupo en el conjunto menor asigne el
mismo elemento a cada par ordenado de este conjunto menor que el asignado por

la operacion de grupo del conjunto mayor.

SUBCONJUNTO DE UN CONJUNTO

DEFINICION 4

Un conjunto B es un subconjunto de un conjunto A denotado por Bc 4 o ADB
si cada elemento de B es también un elemento de 4. Las notaciones
Bc A o Ao B seusaranpara B A, peroB # 4.

Notese que de acuerdo con esta definicion, para cualquier conjunto 4, 4 misma y

¢ son subconjuntos de A.

SUBGRUPOS
DEFINICION 5



40

Si G es un grupo y H es un subconjunto no vacio de G, se dice que H es un
subgrupo de G y se escribe H < G si se verifica que H es é] mismo un grupo bajo
la operacion inducida de grupo de G.

+
Por lo tanto conviene tener un criterio de rutina para determinar si un subconjunto
de un grupo G es un subgrupo de G. El siguiente teorema proporciona dicho

criterio.

TEOREMA 1 Un subconjunto H de un grupo G es un subgrupo de G si y sélo si

i) H es cerrado bajo la operacion binaria de G;

ii) la identidad e de G esta en H;

iii) para todos los aeH es cierto que a' € H también.
Demostracion. Basta observar que la condicion i) indica que la operacion es
interna en H, la condicion ii) dice que existe elemento neutro en H y la iii) que
todos los elementos de H tienen inverso en H y finalmente la propiedad asociativa

se verifica en H por ser H un subconjunto de G.

EJEMPLO 4 Consideramos el grupo aditivo de los enteros <Z, +> Para cada peZ
consideramos el subconjunto de Z de los multiplos de p. Se verifica que son los

tinicos subgrupos de <Z, +>.

EJEMPLO 5 Q bajo multiplicacion es un subgrupo propio de  bajo

multiplicacion.
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2.5 GRUPO DE MATRICES

PROBLEMA 1

Consideremos a M, (R), que es el conjunto de todas las matrices de n x n sobre
R, con la definicion de suma convencional.

Probaremos que (M, (R),+) es un grupo abeliano.

a) La operacion de adicion es asociativa y conmutativa. (Teorema 1, capitulo 1).

b) Existe la matriz nula que es la matriz formada por ceros solamente y que actiia
como elemento neutro de la suma.(Definicion 3, capitulo 1).

c) Para toda matriz (au) existe la matriz opuesta (—a,,)tal que ("u)+(‘“v) es la

matriz cero. Ejemplo:

[1 3] [—1 —3] [1+(—1) 3+(—3)] [0 n]
A= y -A= entonces 4+ (-A4) = =
5 7 -5 -7 5+(=5) 7+(-7)] |0 0O

Claro esta, entonces, que el conjunto con la operacion suma forman un grupo.Esto

(M, (R)) es un grupo abeliano.

PROBLEMA 2

Trabajemos ahora, con el mismo conjunto del problema anterior, junto con la
operacion producto entre matrices.

¢, Serd (M, (R),#) un grupo?.

Veamos si satisface los axiomas de grupo.

a) La operacion binaria definida es asociativa.(Teorema 3 capitulo 1).

b) Existe el elemento neutro que es la Identidad.(Ejemplo 10, capitulo 1).
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c) Pero, lastimosamente no todos los elementos del conjunto tienen inverso,

Z 5
porque no toda matriz cuadrada es inversible. Ejemplo 4 = |:0 0]

Por lo tanto, el conjunto de todas las matrices cuadradas sobre R con la operacion

producto NO forman un grupo.

PROBLEMA 3.
Ahora probaremos que el conjunto G de matrices no singulares de 2 x 2 sobre los

nameros racionales Q forma un grupo que no es conmutativo. Hallar a, b € G

tales que (ab)” za'b™".

Solucion. No se dice como deben multiplicarse las matrices, pero se acostumbra
suponer que se sobrentiende la multiplicacion ordinaria de matrices, siendo
asociativa esta multiplicacion y la matriz identidad de 2 x 2 la identidad para G.

Sean X, ¥ dos matrices no singulares de 2 x 2 sobre Q, digamos
D' ___(xu x]:] ¥ ___[J’u J"12]
Xy Xy ] Yu Van

donde los elementos de las matrices son nimeros racionales y donde
Xy Xy = XXy #0 YuVn = Ynyn #0

Entonces XY también es no singular porque

Yy = (an’n XYy Xt xn:yn]
XV tXnVy XyVo tXnplVn

y

(-"11."11 + X299 )( Xp¥p Y Xp¥n ) = (an’n +Xp¥n )( X ¥t xu}'n) = (xnxn — XXy, )(.Vl 15" ."11.":1) #0



También, si Z € (7, digamos

entonces se deduce que Z™' €G es
71— Hﬁ___l_ﬁ_*___[ Zn “‘zlz]
ZnZyn ~ZpZy \"Za Iy

Asi, se ha establecido que G es un grupo. Para demostar que G no es conmutativo
basta recordar que la multiplicacion de matrices no es conmutativa.

Puede generalizarse el problema anterior al caso de las matrices no singulares de
n x n. Simplemente se requiere conocer la regla del producto para los

determinantes, a saber det(X)det(Y) = det(XY).

¢ Qué ocurrira si las entradas provienen de los reales,alterara en algo si las entradas
son nimeros enteros? Sugerimos al lector meditar sobre esta pregunta para

verificer el grado de entendimiento que estd adquiriendo sobre el concepto de

grupo.

PROBLEMA 4

Veamos ahora un conjunto finito formado por las seis matrices que presento a
continuacion. Si es un grupo, este seria un subgrupo de todas las matrices
cuadradas 2 x 2, pero inversibles. Para afirmar lo antes dicho tengo que probar que
es cerrado bajo la operacion de grupo.

Tenemos las siguientes matrices
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y formamos la tabla de multiplicacion de los 36 productos que resultan de
multiplicar una matriz con otra de acuerdo con la regla para multiplicar matrices.
Vemos que para toda matriz del grupo, el producto es otra matriz que pertenece al

grupo, esto indica que la operacion es cerrada en el grupo.

Lo podemos observar en la tabla de multiplicar adjunta, para cualquiera dos

matrices que pertenecen al grupo el producto de la matriz producto también

pertenece al conjunto.

4EABCDEF
EIEABCDF
AlIAEDFBC
BIBFEDCA
CICDFEAB

DIDCABEE
FIFBCAED

1.La ley asociativa.Por ser un caso particular de matrices sabemos que se cumple

la ley asociativa.
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2. Existe una matriz E para cada elemento del grupo, hay uno (y sélo uno) que es
llamado idéntico o elemento unidad, E el cual tiene la propiedad de que al

multiplicarlo con cualquier elemento da exactamente el otro elemento. EA=AE=A.

3.Cada elemento tiene su inverso multiplicativo. Es decir:
A'=4, B'=B, C'=C, D'=F, F'=DyE'=E
Esto prueba que el conjunto con la operacion binaria de la multiplicacion entre
matrices es un grupo.
De este grupo podemos formar subgrupos.Por ejemplo, aquel que tiene dos

elementos: Ey A

PROBLEMA 35

Entre los muchos grupos de matrices que es posible considerar, aparecen utilmente
aquellos en que intervienen matrices diagonales. Para sumar o multiplicar matrices
diagonales, basta con sumar o multiplicar los elementos correspondientes
alineados en tales diagonales. ( ;por qué ?). De aqui resulta que una matriz
diagonal tiene una inversa si ningin elemento de la diagonal es nulo, y sélo en este
caso. Por lo tanto tenemos que todas las matrices diagonales no singulares forman
un subgrupo del grupo de todas las matrices n x n inversibles con elementos en

los reales.

PROBLEMA 6

Probar que el conjunto S de las matrices de rotacion

( cos@ send

] (6eR)

—sen@ cos@

bajo la multiplicacion matricial comin, es un grupo conmutativo.
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Solucion. i) Debe verificarse que S es cerrado bajo la multiplicacion. Esto se

concluye basandose en la Trigonometria elemental, ya que

—Sena cosa

( cosa sena )( cos senﬁ] ( cos acos - senasenfi  cosasenfi+ senacosf} ]

—senfl cosf) | —senacosf-cosasenfl -senasenfi+cosacosfi

| —sen(a+p) cos(a+tf)

lo cual es de la forma requerida. La multiplicacion de matrices es asociativa y

e 11 O 0 0 ] :
it) =| % T s 1a identidad de S.
01 —senQ cos0

S A R

iii) La inversa de una rotacion de amplitud © es la rotacion de amplitud -0, asi que

la matriz inversa es

—senf cos@) | -sen(—8) cos(—6) send cos@

de lo cual se infiere que todos los elementos de S tienen inversos en S. L.a matriz

( cos 8 senB]_' _( cos(—6) sen(—é?)) _[cos& —sen(})

que resulta es precisamente la transpuesta de la original. ;Sera esta circunstancia
generalizada para las matrices n x n? Meditelo.
De aqui que S es un grupo. Intercambiando o y B en la ecuacion 1 se ve que S es

conmutativo. Y tenemos un caso especial de grupo de matrices conmutativo.
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CAPITULO 3 ANILLOS

3.1 INTRODUCCION

En el capitulo anterior hemos visto los conjuntos tinicamente con una operacion
binaria en ellos. Una buena cantidad de estructuras algebraicas conocidas e
importantes tienen dos operaciones binarias que generalmente se escriben como +
y * . La operacion "aditiva" (+) es ejemplo de buen funcionamiento, mientras que
la operacion "multiplicativa” (e) no tanto, y en general hay leyes distributivas que

relacionan las dos operaciones.

En este capitulo introduciremos brevemente anillos que es una de las estructuras

algebraicas mas importante con dos operaciones.

3.2 DEFINICION Y PROPIEDADES BASICAS

ANILLO

DEFINICION 1

Un anillo < R, +, ® > es un conjunto R junto con dos operaciones binarias +y o ,

que llamamos suma y multiplicacion, definidas en R tales que se satisfacen los

siguientes axiomas:

1) <R, +> es un grupo abeliano.

i)  La multiplicacion es asociativa.

i) Para todas las a,b,c €R, se cumple la ley distributiva izquierda a(b+c)=ab+ac
y la ley distributiva derecha (a+b)c=act+bc.
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EJEMPLO 1 Los conjuntos Z, Q y R son cada uno un grupo bajo la suma y
cerrado bajo la multiplicacion. Para cada uno de estos conjuntos, las operaciones +
y ® son conmutativas y asociativas. Ademas estas operaciones satisfacen las leyes

distributivas.

Debido a una convencion semejante a nuestra notacion en teoria de grupos, nos

referiremos de manera algo incorrecta, a un anillo R, en lugar de a un anillo

(R,+,#) siempre que no haya confusién. En particular, de ahora en adelante, Z
sera <Z,+, >y Q, R y C seran también los anillos obvios. Si es necesario, nos

referiremos a <R,+> como el grupo aditivo del anillo R.

Nosotros queremos estar en posibilidad de operar en anillos casi exactamente
como con los niimeros reales, recordando siempre que hay diferencias - puede
suceder que ab#ba o que no podamos dividir. Es en vista de estas posibilidades es
que queremos probar el proximo teorema que confirma que ciertas cosas que nos

gustaria que fuesen ciertas en los anillos lo son realmente.

TEOREMA 1 Si R es un anillo con identidad aditiva 0 entonces, para cualquier
a,b € R, tenemos

i)  0a=a0=0

i)  a(-b)=(-a)b= -(ab)

iii)  (-a)(-b)=ab

Si, ademas, R tiene un elemento unitario 1, entonces

v) (-Da=-a

v CDED=1
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Demostracion. Para la condicion 1), notese que

a0=a(0+0)=a0+a0
Entonces, por la ley de cancelacion para el grupo aditivo <R, + > tenemos 0=a0.
Asi mismo

0a=(0+0)a=0a+0a

implica que 0a=0. Esto prueba la condicion i).

Para entender la demostracion de la condicion ii) hay que recordar que, por
definicion, -(ab) es el elemento que, sumado a ab, da 0. Asi, para mostar que a(-
b)= -(ab), debe mostrarse precisamente que a(-b)+ab=0. Por la ley distribituva
izquierda.

a(-b)+ab=a(-b+b)= a0=0
pues, por la condicion 1, a0=0. Asi mismo,

(-a)b+ab=(-a+a)b=0b=0

Para la condicidn iii), notese que, por la condicion ii),
(-a)(-b)= (a(-b)).
De nuevo por la condicion ii),
-(a(-b))= -(-(ab)),
y -(-(ab)) es el elemento que, sumando a -(ab), da 0. Este es ab por definicion de -

(ab) y por la unicidad de un inverso en un grupo. Asi (-a)(-b)=ab.

Para la condicion iv), supongamos que R tiene un elemento unitario 1; entonces
at+(-1)a=lat(-1)a=(1+(-1))a=0a=0

de donde (-1)a=a.

En particular, si a= -1 entonces (-1)(-1)= -(-1)=1 lo que deja establecido la parte

V).
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3.3 EL ANILLO (M, (R),+,s) .

Las propiedades de las operaciones de suma y de multiplicaciéon en M, (R),

introducidas y exaustivamente estudiadas en el capitulo 1, permiten afirmar, que

(M, (R),+,¢) es un anillo con unitario 1=1. Se llama anillo matricial completo

sobre R, y también anillo de las matrices cuadradas de orden n ( o de
dimensiones n x n) sobre R. Este es uno de los mas importantes anillos.

Veamos detalladamente porque es un anillo:
1) (M,, (R),+) es un grupo abeliano. (problema 1, capitulo 2).

ii) El teorema 3 del capitulo 1 nos indica que la multiplicacién en M, (R) es
asociativa y distributiva. Es decir con esto se probaria que M, (R) cumple con los

axiomas 2 y 3 de la definicion de anillo.

Asi como para n > 1 las matrices, como regla general, no son permutables,

entonces, (M, (R),+,¢) es un anillo no conmutativo.

El contiene en calidad de subanillos, a los anillos, (M,,[Q),+,o) y (MR(Z), +-,o)

de las matrices cuadradas del mismo orden, sobre () y sobre Z, respectivamente.

En general, (M,, (R),+,o) esta saturado de subanillos de todo género.

EJEMPLO 2. Restringiremos ahora nuestra atencion a matrices M,(R). Se
aconseja al lector traslade estas mismas ideas al caso de M,(R). Es posible

proceder con mayor generalidad, pero prescindiremos de esta generalidad en

interés de la sencillez.
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Por lo que se ha dicho en el capitulo 1y 2 es claro que (M, (R),+) forman un

grupo abeliano, que la ley asociativa se cumple para la multiplicacion, como
también las leyes distributivas. Esto completa la prueba de que el conjunto de
todas las matrices 3 x 3 cuyos elementos son numeros reales junto con las

operaciones "aditiva" y "multiplicativa" forman un anillo.

Podemos también indicar que la matriz

b
11
S O
o = O

0
0
1

actia como elemento identidad en la multiplicacion. Por lo tanto estas matrices
forman un anillo con unitario

Este anillo no es conmutativo, como vemos en este ejemplo:

(1 0 11 0 0) (2 0 1)
01001 0|={0 10
oo 110 1) {10 1)
(1 0 01 0 1) (1 0 1)
01 0f010[={010
(10 1)o 0o 1) {102

En el anillo de las matrices 3 x 3 existe esta situacion particular que no se da en el

anillo de los reales es decir: AB=0 A | (A=0 v B=0) por ejemplo,

oSO -
S w O
o O O
w o o
- o O
T O O
It
S o O
(== BN = I
(=B = -
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Esto significa que pueden existir dos matrices distintas de cero y sin embargo el
producto de ellas puede damos la matriz cero.

Esto es un limitante que impide que el conjunto de matrices con estas operaciones
poseen una estructura algebraica mas compleja, como las que veremos en el
capitulo siguiente.

Esta propiedad de que existan o no estos elementos en el anillo nos permite definir

el siguiente concepto importante.

DIVISORES DEL CERO
DEFINICION 2
Se denomina asi los elementos no nulos de un anillo cuyo producto es cero.
Simbdlicamente,
a0, b0 ab=20
EJEMPLO 1 Ver ejemplo 11 del capitulo 1.
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CAPITULO 4 CAMPO

4.1 ALGUNAS CLASES ESPECIALES DE ANILLO.

ANILLO CONMUTATIVO
DEFINICION 1
Si <R, . > es conmutativo, entonces decimos que el anillo < R, +, . > es

conmultativo.

ANILLO CON UNITARIO

DEFINICION 2

Si tiene una identidad multiplicativa que es distinta de cero, generalmente
llamamos a ésta, identidad multiplicativa 1 tal que 1x = x1 = x para todas las x €

R, decimos que el anillo es un anillo con unitario o con identidad.

Un inverso multiplicativo de un elemento a en un anillo R con unitario 1 es un

1 -1

elementoa™ eR talque aa’' =a'a=1
ANILLO CON DIVISION
DEFINICION 3

Si los elementos distintos de cero de un anillo R con unitario forman un grupo bajo

la multiplicacion se dice que es un anillo con division.

Damos finalmente la definicion del muy importante objeto matematico conocido

cOmo campo.




‘ \

| 54

4.2 DEFINICION DE CAMPO

Un campo es un anillo conmutativo con division.
Resultando ser un campo un anillo con (mayor exigencia estructural), es evidente

| que toda la teoria de anillos es trasladable, completamente a los campos.

Existen estructuras intermedias en que precisamente un anillo no tiene divisores de

cero, daremos por eso la siguiente definicion.
4.3 ANILLO DE INTEGRIDAD; DOMINIOS ENTEROS

ANILLO DE INTEGRIDAD
' DEFINICION 6

Se califica asi a todo anillo que no tiene divisores del cero. Por tanto, en estos
anillo, si el producto de dos elementos es cero, es que al menos uno de los factores
es nulo. De este modo:

Si <R, +, .> es anillo de integridad,

a=0o0
arbeRab=0=3{b=0 o
a=b=0

Si, como es normal, el anillo de integridad tiene elemento unitario, recibe el
nombre de dominio entero. j y qué es entonces un dominio entero?

DOMINIO ENTERO

DEFINICION 7

Un dominio entero D es un anillo conmutativo unitario que no contiene divisores

de cero.
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TEOREMA 1 Todo campo F es un dominio entero.

Demostracion Sea a, b € F, supongase que a # (. Entonces, si ab=0 tenemos

2hor{2ps
(oo

Hemos mostrado que ab=0 con a # 0 implica que 5=0 en F, de modo que no

Pero entonces,

existen divisores de 0 en F. Es claro que F es un anillo conmutativo con unitario y

asi queda probado el teorema.

En los anillos ( y dominios ) de integridad se puede utilizar la regla de

simplificacion, cosa que no es licita si el anillo tiene divisores del cero.

Sea <R, +,.> un anillo de integridad y sean a, b y ¢ elementos de él no nulos, de
modo que
axc=bxc=a.c-b.c=0=c.(a-b)=0
Por hipétesis uno de los dos factores, al menos, ha de ser nulo; pero ¢ # 0, luego
a-b=0=a=b,

resultando que justifica haber simplificado inicialmente la primera expresion.

4.4 MATRICES SOBRE UN CAMPO

Sea F cualquier campo ( digamos Q, R o C ), considérese el conjunto M, (#) de
todos los arreglos cuadrados de 2 x 2
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a, ayp
donde todas las a, estan en F'. El primer subindice i de a, indica la fila donde esta

a, en el arreglo cuadrado y el segundo subindice ; indica la columna. Asi, a,, es el

v
elemento de F situado en la primera fila y segunda columna del arreglo cuadrado.

Dicho arreglo cuadrado es una matriz de 2 x 2 sobre F. El conjunto M,(F) de

todas las matrices de n x n sobre F se define de manera analoga.

Definimos la suma de matrices en M, (F) por

(a” am)Jr (bn blz) _ (a” +b, ay, +b1z]
a, ap, by by ay +by ay, +by,

esto es, sumando los elementos de lugares correspondientes. Después de pensarlo

un momento, se vera que, debido a que F satisface los axiomas de campo,

(M, (F),+) es un grupo abeliano con identidad aditiva Notese que esto es una

generalizacion de lo que se ha efectuado en el capitulo 1 con los reales, en el caso

particular en que el campo es los reales.
00
0 0)’
_[au ayy ) . [_an —ay ]
a, Aap —ay ~ap
La multiplicacién de matrices en M, (F) esta definida por

(a" a; J(bu by, ) - (a“b” +a,b, ayb, +ay,b, )
a, au A\by by ayb,, +ayb, a,b, +ayb,

Esta multiplicacion parece dificil, se recuerda mejor por

y con
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2
(au )(by ) = (c{; ), donde c, = *leﬂmby-

Con la definicion analoga para la multiplicacion de matrices, en donde la suma va

de i=1 a n y la definicion analoga obvia para la suma de matrices, todo lo que se

ha hecho es valido para el conjunto M, (F) de todas las matrices de n x n sobre F’

Notese que el cero es la identidad aditiva en el campo F, no necesariamente el
numero cero y por es la operacion binaria definida como producto en el campo F,

no necesariamente el por entre los reales.

EJEMPLO 2 En M,(Q)

Para mostrar que (M,(F),+,e) es un anillo, falta probar las leyes asociativa y

distributiva. Lo ilustramos con la ley asociativa para la multiplicacion de matrices

en M, (F). Usando las propiedades de campo de F y la definicion de

multiplicacion de matrices en M, (F), sid,, esta en el lugar correspondiente a

(”u )[(bv )(Cu )}’ tenemos

dr: - ;an(;bvcﬁ ) = Z(Za’*bﬁ }jx L .

i J=1\ k=1
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donde e, esta en el r-€ésima fila y s-6sima columna de [(“v )(by )](Cu ).Las leyes

distributivas se prueban de manera analoga. Consideramos demostrado el siguiente

teorema.

TEOREMA 1 Si F es un campo, entonces el conjunto M,(F) de todas las

matrices cuadradas de elementos de F forma un anillo bajo la suma vy

multiplicacion de matrices.

Estos anillos de matrices se usan en Algebra Lineal. En este contexto pueden
considerarse correspondientes a ciertos tipos de funciones y, desde este punto de
vista, se puede mostrar que la multiplicacion de matrices es precisamente la
composicion de funciones. Como la composicion de funciones siempre es

asociativa, da otra demostracion, mas elegante, de la ley asociativa.

Notese que M, (F) es no conmutativo si n > 2. El ejemplo 3 lo ilustra para

M,(F).

EJEMPLO 3 Como todo campo F contiene elementos 0y 1, M, (F) siempre tiene

entre sus elementos a
0 1 0 0
0 0 ] 0 1)

La definicion de multiplicacion de matrices muestra que

o oo 1)-[o of

mientras que
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0 0Y0 1) (0 0
0 140 0/ {0 0
Asi, M,(F) es no conmutativo. Como

0 0
0 0
es la identidad aditiva, este ejemplo muestra, ademas, que existen divisores de cero

en M,(F). Lo mismo es cierto sobre M, (F), para n>2. Dejemos como ejercicio

la demostracion de que

o )

es el elemento unitario en M, (7). En donde 1 es la notacién para la identidad de

la multiplicacion en el campo F y no necesariamente el niimero 1.




CONCLUSIONES

. Establecer la importancia del estudio de las matrices y sus operaciones en
la ensefianza de las Matematicas a nivel medio.

(M, (R),+) es un grupo abeliano.

n

- {M,(R),s) no es un grupo.

. Las matrices n X n, pero inversibles bajo la operacion producto forman un
grupo.

. Todas las matrices diadonales no singulares forman un subgrupo del grupo
de todas las matrices n x n .

. El conjunto de las matrices de rotacion bajo la muitiplicacién matricial
comun, es un grupo conmutativo.

(M, (R),+,#) es un anillo no conmutativo.

. El conjunto M, (F) de todas las matrices n x n sobre un campo F forman
un anillo bajo la suma y la multiplicacién de matrices.
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