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INTRODUCCION

Un¡ mstriz es un aneglo rechngular de números. Estos arrogloc so prr€E€nls¡l

en diversas ramas de las Mabmáticas aplicadas. En muchos caso§ 6ten
fonrordos por coerficientee rte t¡a¡cforn¡cimes lineale¡ o'de sish¡¡ de
ocuacionos lins¡los quo surgu, pu ejoplo, $ problccras ¡elaoim¡dos oon
redos el€c&ico§, ¿jwb do cr¡rr,¡s m Estadldic¡ y cm ol turporh. Las
matrioes so¡r útiles porquo p€rmihn cmciftrEr a un rneglo de muc,hos

trúlosros como rm solo objeto, rrpros@tádo pu nedio de un golo slnbolo y
realizar oáIculos mn esúos slmbolos 6 r[14 fonnr nuy cohpacto. l"o
'taquigraffa maúernática' obtmiü do osto modo ee uuy elegü¡ú6 y podEfl,oea, y
rosulta apropiada para divúsos problcmas prárticoo; oo itttodnjo a las
Ma¡máticas aplicadaa a la Inguials haco tr ás do ses€nts aloo y ru
imporhncia va m a¡¡rmto en divusas ramas.

Luego en los capl[¡los dos, @ y outro so pssmfa a ks natrioos ootr to§
esEuct¡ras algebraicas defuidss ¡obro olla¡. §iendo el objetiw búrico,
proporciorur ¿ lo¡ ostudiaales do niwl rsdio un primer eeiouato om el
ostudio del Algobúa abstrrcúo y asl smbr¡r las eomillss e partlr d¡ las c¡¡al€s
crecerá rm¡ ¡ctitud positira hacia las MafuÁlicas,

En arte tabajo so proeentan primeo las matrices y los conceptot relativos, re
defi¡ear las oporacionoe dgsbmicar para lrr matricee y so coüsidcraü los
sistel!¡s de ocr¡¡cimos lineales.(capltulo l).



CAPITIJI,o I MATRICES CUADRADA§

I.I INTRODUCCION

El tÉrrnmo matriz, se macioó pu primra vez e¡r la liter¡tr¡¡o m¡lemátioa em un

articulo do 1850 doJorcs Joseph Sltvester (1814-1897). El eipiñcado ususl no

téotrico da eetc término es <lug¡r rlmdo algo so crea! produoo o dseam¡llo. Pa¡¡

Elvest¡r, entoncos, rm¡ ma¡ri¿ quo ss ru <oúdoo¡¡riento oblongo de té,rrdnop,

om una enrtidad ¿ partir de l¿ cr¡¡l rmo podlo fomar vrias pccktttos ct¡tdr¡d&t

para p,roducir deú€rmh¡úos. Estss últirss cantidados, formad¡c a partir do

mahicos cu¡dr¡d¡s, eran bastanto bie¡r ooaocidas en oea epoca y nuy

Pero hoy l¡s Matemificss hm cambiado y ahsa son las n¡ttices már inpomo

que los determinmtos; pq aeo osr¡ids¡roc ¡elwmle omocor tar matrices ylas

oporacionos oüe ollrs.

Esto trab{o estri diseñ¡do pars g¡¡s los estudiaút€s ¡o fa¡niliricsr oon lag

matricos, sus operacimes y las etuctmas que so fotmao sobm ell¡§.

I.2 DEFINICION DE MATRICES CUADR.ADA§

Se¿ I ol conjunto de los ar¡ñsos ¡oales: tma mrhiz n x tr os un ordeomienio

cuadrado, oon a filas o ronglmos y n colutnnas, de nrfunso¡ ¡oals.
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A= du(

dl otr

a» oa

ah

tt2¡

d art ... aM

<- ñlas

t t
coh¡onas

Si A es la matriz mostada anteriomrenúe, a los elementos a, se les llrma

compon€lrtes de Ay a, recibe el nombre do componerúe i, lo c,ual indica que es el

eleor€nto que so ubica en la lila iésima y la columna j+sim¡.Do zuerts q* Gr)

será aquella matriz cr¡yo el€rnento ij os a0

En todo lo que sigue, z será un entero fijo con la condición n>2 y todas las

mahices estaní.ri en u"(n) donde u,(n)={("r);"ren},es el conjunto de todas

las m¿hices do n xn sobre ft

Es de resaltar que en general el número de filas no necesariame.nte es igual al

número de coh¡mnas, pero para efectos de nuesko trabajo particular nos

restringire,mos a este caso, Dejarnos ¿l lector la inquietud de resolver ouanto de lo

que aquÍ consta puede hacerso en el csso do m¡tric€s rectangulares.

I.3 OPERACIONES ENTRE MATRICES

Queremos inhoducir la noción de igua¡dad ente sus elementos, una operación

binaria adició4 una multiplicsoión escalar por elernentos do R y otra operación

binaria que es la multipliceción ento matrices, sení de form¿ que se convierta en

un álgebra sobre ,rr, (R)
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A partir de aqui, no sorá necessrio espeoificar que so esüí habajando sobre R. Por

consiguiorto simplemente se h¡blarrí de matrices. l^o dimensión do r¡na matriz está

dl¡r.|" por el número de filas y columnas; err el caso ds ruestras matrices cuadradas

z x n, bastará con especificar z.

IGUALDAD DE IUTATNCES

DEFTMCION I
k Gr)y(rr) a* m¡trices de l¿ misnu. dimemsión; son iguales si y sólo si

au =bo Füatrda / y para toda/. Si A y B soil igual6s, so escribe A=8. Si A no es

igual a B se escribe A*B

EJEMPLO l. l,as matrices A y B son iguales, pero ninguna es igual a C

lz t1 lz ¿1 lz t1

'=L' o.j '=L' oj '=L' ,J

EJEMPL,O 2 [¡s matricag M y N son iguales

M

Una vez definida la igualdad de dos rnehic€s se pasa al siguiente concepto, el de

adición o suma de mafrices.

v 1l lt I ll

: ;l="=L: : olo'= t't=3'z-¡¡=[:



4

SUtríA DETI¡UTNCES

DEFIMCTON 2

sean,l =(",,) y B = (bi) dos makices.

Definimos ("r)-(¿r)=("r) o*a" co =a, *bo par¿ toda f y para todá/

A+B=

Esto es, la suma de dos mahices es la matiz obtenid¿ ¿l sumar las entadas

correspondientes. Para esto es necesario quo las matrices tengan igual dimensión-

EIEMPI,O 3 Hallar

a +b, ar, ]-b^, ... a^ +b*

a\+br
a\ + b\l

do +bv

a2 +b2

... ah +bh

"' d2r + hr,

2+l 3+0

-l+0 7+l

,,

I
o'l

rl

:l

;1.[;
SOLUCION L¿ sum¿es lamatriz

3

I ;l
EJEMPLO4. H¿llar

I-¡

lu
5

l.[:I

3+0 5+0
6+0 -l+0

j,]It:

SOLUCION. La sum¿ es la makiz
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Este ejemplo nos permito ven que si suma¡nos a una matriz,, ota,cuyas enkadas

sean todas cero, el resultado será la mism¿ mahiz. Entonces definimos:

¡vIATNZ CERO

DEFIMCION 3

Se¿ 0 la matriz oon todos sus registrros igualos a cero.

Como es evidento en ol ejemplo 4

A+0:0+A=A

Como vernos esto makiz acfua como elernento neufuo de la suma

¿ Y Su€ es rrr ele¡nento neuto?

Es aquel que permite que el operar con é1, el olerme,nto original quede igual, no

haya variación.

EJEMPLO 5. Hallar

tir;l
l, u oj

+
47

I 3

SOLUCION. La suma no eshi definids pues las mahicos no tienen Ia migna

dimemsión.

En el teorerun I se presentan las propiodades brisicas de la sum¿ de m¡trices.

Las propiedades oonmutativas, asociativas y del elemento idemtidad se siguen

fiicilrnemte de las defmiciones y de las oorrespondientes propiedades para los

números reales.
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TEOREMA I Sean A B y C matrices. Seo 0 la matriz cero. Entonces.

D A+0:A (ftopiodad d€ la oxistoncio de la identidad aditiva).

ii) A+B=B+A (Propiedad oonmut¿tiva de la adición).

iii) A+(B+C):(A+B)+C (Propiedad asooiativ¿ de la adición).

Demoskación

i) A+0:A (identidad aditiva ).

El elemento nulo, Ilamado Gn este caso la matriz coro, es la rnahiz cuyos rogiskos

son todos iguales a cero. Es olaro, entonces, que si 0 es la makiz c€ro, A+0=A

para todo ,a e U,ln).

ii) A+B=B+A (conmutativa de la adición).

§clan r=(ru) y n=bo)

Por la definición de sum¿ de mstices,

.a+ a =(o)+(t)=("0 +or)

Puesto que la sum¿ de los números reales es oonmutafivq

(au+4)=(to+au)

Finalmentq de la definición de suma do mafricos,

(to *oo)=$)*Q)= a* e

Por lo ta¡rto A+B=B+A

iii) A+(B+C)=(A+B)+C ( asociativa de lo adición).

sean ,e =(o), a=(u) , c=("r)

A + (B + c)= G, )* [(á, ) * (", )l
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= (", ) * (a, + c, ), por deñnicion dc ¡uma de m¿trices

= (", * (4, + c, )), por a"noi"ion de ¡um¡ de m¡bices

: (("0 + f, )+ ., ), pu la arociatividad de los nr¡meros ¡ealee

=(", +Ar)+("r), nm la definicim de sum¡ de m¡hices

: 
[(", )* (a, )]* (", I p"' d"ñnicion de sr¡ma de matrices

=(A+B)+C

La guma A+A siempre eshi deñnida, puesüo que A y A tienen la misma dimensión

Resulta razonable essribir A+A como 2A Considérese el ejemplo siguiente:

¡b
Entonces A+A= a+a b+b

c+c d+dl=lt:
2b

2d
,Sea A =

dc

Este ejemplo sugiere la definición de la multiplicaoión por escalar. Al habajar con

matrices, frecrrentemento nos reforimos a los nriuneros real$ como oscalares.

MU LTI P U CAC T ON POR W ESCAT,ÁR

DEFINICION 4

Sean,4 = ("r) t,un esoala¡,defmimos r(ar) = (b¡) donde á, = rdtt P ratoda / y

para toda/.

EJEMPI0 7 Halla¡

I

0

I

2

I
-l il

(x)

EJEMPLO 6



SOLUCION. Al multiplicar po(r) cada regisho do la m¡triz obtenemos la

siguiente matrü

f n 21 3r1
lo o dnl

l" -" nl

EJEMPLO E Hallar

SOLUCION- El resultado de multiplicar una matriz por ol escslar Cl) es la matriz

(-l)A:-A

l-3
-E -2

DI FNNENC U ENTRE iIATRI C E S.

DEFTMCTONS

Se¿n A y B matices, oscribimos A+(-l)B como A-B y llamarernos a osto la

difercnciaentreAyB.

TEOREMA 2 Sean A y B matrices y 0 la mahiz cero. Sea¡r c y d escalares

arbitarios y 0 y I los escalares id€mtidad do l¡ suma y multiplicaciór1

respectivarnente. Entonces

i) c(A+B)=cA+cB

ii) (ctd)A:oA+dA

f-r 3l
t-t)fs zl



9

iii) (cd)A:c(dA)

iv) lA:A

v)0A=0,,,=[: ;], donde 0 es el número re¿l nulo.

[a swna y multiplicación de un escslar por una mafuiz nos parece nafirrales pero la

definición del producto de m¡trices que varnos a dar parecerá peculiar y poco

natural. l.¿ explicación tipica que se d¿ en álgebra lineal para esta definición

muesha como las corresponden a ciertas ñmciones, llanradas transformaciones

lineales; en consecuencia el producto de m¡hims a la composición de

transformaciones lineales. También puede darso oka erylicación en terminos do

sisúemas de ecuaoiones lineales. Dar rm tat¿rniento siguie,ndo estos line€mientos

nos obligaría a profundizar demrasiado en el rilgebra lineal, por lo que solarnente

da¡e¡mos la regla para multiplicar matrices sin mis justificación pars este

operación.

MULUPUCACION DE IvIATRICES

DEFIMCTON 6

Sea¡r las matrices I = (a¡¡) y B = (bs ), de la misma dimem¡ión entonces la mahiz

producto AB es la matiz

c = (c ), en donde (c ) = la nb, = a ubt, + a,rbr, +... + a nb r
¡-t

Observese que el subíndice k sobre el cual se desarrolla la suma que precede es un

indice ficticio (o mudo). Bien se podria denotar mn cualquier oko simbolo.

Note también que AB sólo se puedo definir cua¡rdo el número de columnas de A es

igual al número de filas de B. Observeoros t¡rnbién que la emtada ij de C se

obtieno usando la i4sim¿ fila de A y la j4sima coh¡mn¿ de B. Así
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c,,ilt
bv

b4

;*

[á', b,,

lr, bL
l' :

10,., 0.,

ol
ol

il

ctt

c2t

ctl
cn

ch

cb

c c¡t c,,

EJEMPLO 9. Calcular el producto.

I-l
Si A:l

L3

21 14

s.J 
I B=fr I

3
entoaces AB =

l(4)+2(l) r(l)+2(3)
3(4)+s(l) 3(r)+5(3)It 67

l7 18

Una m¿ner¡ de recorda¡ cómo se forma el producto AB es Ia siguiente:

El mmponente s,t es el "producto punton da la sésfutrÁ fila de A por la columna t-

ésima de B.

En el caso aludido, por ejemplo, el componenfe 2,1 es el producto pmto 3(4)+5(l)

Ou t" t¡r 2=(3,5) de A y (4,1) que es la column¡ I de B escrita horizontalmente.

EJEMPLO 10. Considerernos la rnatriz de dimensión n x n

¡si r = (r-
l, s=r
0, s*r¡

Esta matriz especial se llama la matrtz identidad z x a. Siempre que deseemos

especificar su dimensión explicitamente, la denotamos /o ,asi por ejemplo:

,li
0

I

0

,{

f ou dtt ... an1

I o. an ... or,ll,:;:l
1",' 

o: , ?l
f,;, oi,, ;.,)
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Ahora consideremos d rura matriz cuadrad¿ arbifraria de la mism¡ dimensión que

fl
,, =Lo I ! It =

l-r o ol

l:;:l
la matriz identidad. Entoncos el producto ,{1, esúa definido (au) =laoto

t-1

Lo mismo podernos decir para el produoto l,Aqro esta definido por ao =ltno,
t-l

I¡s makices no satisfacen la ley mnmüativa de la multiplicación ; es decir, AB

no es necesaria¡nento igral a BA

Recuerdese, ta¡nbién que con las mafuices es posible que AB:0 pero

A*O y B*O.

EJEMPLO I I Calcular AB y BC si

fo
A=l

L0

AB

BC

v
I
0

I-l
B=l

Lo :l

Io
lo

fo
Lo

:l
I-o

C=l
Lr

SOLUCION. Tenemos:

rl[r
oiLo

:ttl

l-o
=[o

=[;

ol
,J=
ol
oJ

o'll=o
oJ

ol
l=0

oJ

Pero lo que si satisf¡ceNr en la multiplicación de matrices es la ley asociativa y la

ley distributiva respecto a la adición de mabiccs, es decir:

ll

De esta manera n = InA = d pa¡a tode A eM,(R).
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TEOREMA 3 Sean A,ByCmatrices. Entonces:

i) A(BC):(AB)C

ii) A(B+q:ag+nc

iii) (A+B)C=AC+BC

[r sugerimos al lector que pause en code dennoshaciór¡ realice ejecrplos concr€tos

y so asegure do ontenderla" antes de pasar al siguiente literal.

Demoskación

i) A(BC)=(AB)C

Sean

, = Gr),, = (¡r), 
" 

=("o), ea = o =(a), nc = r = (uo), Qs)c = r = (¡) y,r(rc) = o= (gr)

Alrora bieq

b,idn,
¡-l

zt-ldnco =It-lfu=
)"

,g

v

Entonces

su =fia,eo=á",(áo")

ft,
n

f,("uá,. + arrbr, + " ' +anb,r)co
t-l

= a ulb rrc, + a,rlbrrc, + "' + a nlb uc,

t
r-l

¡-l t-t

Lbo"oa
t-t

=80

t-l
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COMENTARIO Una vez que se ha estudiado det¿lladamente por qué es cierta la

ley asociativa (AB)C=A(BC), el lector puede apreciar quo equivale I mostrar que

los elementos (ij) de l¿s m¿kioes (AB)C=A(BC) son las zumas dobles.

iib-t,),, r f,f,""(a'pu)
[-l r-l ¡-l l-l

Estas sumas dobles son iguales porque el orden sumátorio no afecta a la suma y

porque los términos (anbn)co, or(to"u) sor iguales en virtud de la ley

asociativa de los números.

En vista de que (AB)C:A(BC), pueden suprimirse los paÉntesis en los productos

de kes mahices dado que se genera el mismo rosultado oon las agrupaciones- y

expresar cualquiera de los productos como ABC, para d B y C m U,(n)

ii) A(B+C):AB+AC

§e demostra¡á la primera de las leyes de la üstribuoión. [¿ demoskación de la

segunda es identica y por tanto so omite.

Supóngase que ,s =("), n = (to) y c =(crl.
La kj-esirna componente de B+C es bo + c,

La ijésima componente de A(B+C) es

\nn
Lonlho + co)=lanbo +lanco
¡-t t-l t-l

Que es igual a la ij-esima cornponente de AB más la ij-esima componente de AC y

esto dernueska la parte ii)

En esl¿ breve sección se desea definir ofra sencillo operación sobro matrices y

presentar ciertos tipos especiales de mahices que tienen importancia pn{cticn

I.4 MATRICES ESPECIALES.
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TRANSPUESTA DE UNA MATRIZ

DEFIMCION 7

Si A=(a.)eM,(R), enúonc€s la tratrspuesta de d denota por A', es la matriz

A'= (b,,), en donde á,, = ¿,, para todo r y s.

entonces ,4' = (a,' ) =
dtt

att dzt

ab

dt tt z,

En virtud de la definicióq lc fila r de la maffiiz transpuesüa A es l¿ columna r de

la matrD original d y viceversa.

Se puede también obtener A' por roflexión de A con respecto e $r diagonf,l

principal, o sea la do elernentos a,

EJEMPTO 12 Hallar,{'si

A

A=

t4
-32

SOLUCION. Tenemos:

Obsérvese que las filas de A se conviertrn en las columnas de A'

EJEMPLO 13 llallarA si

I
0
7

,,

4

3

I

2

-3

SOLUCION. Tenemos:

:l
f o, atz

- , =,r',r= 

Lr:: 

o 

r, , :l

T r -3'l,,=lo ,l
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l-3
3l

l-l t-l l-l

Por consiguiente (AB¡' : g'4'

MATNZ SIMETNCA

DEFIMCION 8

Se dice que una matriz A es simétrica si A' = A

EJEMPI/O l4 Hallar A'si

lz
¡,=l ¿

Io 22

Debido a su trascendencia, ¿ continuación se enumeran formalmerite varias

propiedades brisicas de la transposición de m¡trices.

TEOREMA 4 Si A y B son matricos y a y á esnim en R, e¡rtonces

i) (A)'=A':A(tanspuesüB de la tanspuesta)

ii) (aA+bB) =sA' + bB';(ksnsPuest¡ de rma combinación lineal)

iii) (AB)' : BA (§mspuesta de un producto)

De,moskación. l^as partes i) y ii) son muy sencillas y se dejan al lector. So prueba

la parte iii).

sean,r=(ar) y a=@r); sa m =c=(co).

Debemos probar que cr' es la entrada (ij) de B'A.

Ahora bien,

cu t 
= c, = Zo ob o = la o' bo' = Zb n' o o' = la entrada (ij) de B'A'



l6

A=
I tt1

ol

,r1

oJ

SOLUCION- Tenernos

A=

I

-3 I

l0
5-2

I

0

0

-4
0

5

A

I

FJEMPLO 15 HallarA si

SOLUCION. Tenemos

A
-3 I
lo
5-2

¡vATNZANTISIMETNCA

DEFIMCION 9

§e dice que una mahiz A es antisiméhica si y'f=-A

EIEMPI,O 16

il

;l

l'o n1 [o -rlSi A:l I ento¡ce¡.,{'= I I

L-" o) ln oJ

EJEMPLO T7

0

4 -5 -4

4

0 jl
I

§i A= entmces A =
l-5



MATNZTRTANGUIAR

DEFTNICION IO

Una matriz cuadrada se denomin¡ triangular síperlor si todas sus componentes

debajo de la diagonal son c€ro. Es Trtangular tnfedor si todas sus comPonentes

por encima de la diagonal son oero. Es decir, ¿=(o) es hiangular srperior si

au = 0 pa¡¡ i>j. Y es tiangula¡ i¡ferior si a, = O cuando i<j.

E'EMPI.,o IE

¡TTATNZDUGONAL

DEFIMCION 11

Una mahiz A cuyos eletneoüos arriba y abajo de la diagonal principal son todos

ceros, es docir, au = 0 para todo , É i,se oonoce como matriz diagonal.

EJEMPLO 19

I-l
n, =l -z

ls

0

3

0

;'l
4.1

fte
y e,-lo z

100;l

i,ÍATRIZ ESCAIAR

DEFIMCION 12

Una mafriz diagonal se denomin¡ escalar si todos los compone,ntes de Ia diagonal

principal son iguales.

Por snde una mahiz escalar tiene l¡ form¡

l7

12 o ol
¡=lo r oI

[o o -n]
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[¿ 0 ... 0l
ln , ... nf

"=1, ; t :l
en donde a es un nümero.

Vesmos porquo este tipo do matrices recibe¡r este nombre. Sean

[¿ 0'l

'=Lo ,i "= [i: l'] *t**l¿mism¡dimemsión,entonces

eloroducro * =l'\+ob! 
04+oárl=fa{ '4-l' Lobr+ab, obr+abr) lab, abr)

Pero observamos que estra matriz se puede escribir ta¡nbién como ol producto del

escala¡ ¿ que esüi en la diogonal principal por la matriz B. Sean

aeRv,.r.rtir¿=lá' á'l *t-*, *=l'4 41
' Lb, br) lab, abr)

Entonces, aunque son dos operaciones diferentes, en esüe caso, las dos operaciones

nos dan como resultado la mism¿ m¡hiz

Como podemos observar AB=aB por €so es que esta matriz ¡ecibe el nombro de

escalar, porquo actúa como escalar sin ser prcoisamearte un escalar.

TúATNZINWRSA

DEFTMCION T3.

Una mafriz B se llam¿ inversa de una m¿triz cuadrada A si AB=BA:I.Dicha

matiz B se denota por ,{-r.

Decimos que una mafriz A q tnyerslble o no singular si tiene inversa.Sin

unbargo, una oahiz A puede no tener inverrs4 eri cuyo ca!¡o se llam¡ ¿o lnverslble

o slngular.
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TEOREMA 5 Si üra matriz A es inversible, entorices la inversa do A es ri,nica.

Demoskación. Supóngase que la mntriz A es inversible y que B y C son inversas

deA Entonces

BA:AB=I Y CA=AC=I

Considérese ahor¿ el producto CAB en dos formas haciendo uso do la ley

asociativ¿ do la multiplicación:

C(AB)=CI{ y (CA)B:IB=B

Puesto quo C(AB)=(CA)B, se tiene que C:8, de modo que la inversa os úninc¡.

TEOREMA 6. Si dos makices Ay B son inversibles, emlonces AB es inversible y

(AB)1 =B1A-t

Demostración: Sean l-1 y B-r las inversas de A y B, respectivarnente. Puesto que

(AB)@-tA-t)= A(BB4)A4 =(AI)A-t = AA-t = I
Y

(B-t A-I)(AB) = (B-t (A-t A))B = @-t DB = B-t B = I
B-t A-' a la invcrsa de AB. Por lo tanto, (AB)-' = B-rl-r y AB es invcrsible

I.5 APLICACIONES

Existen al menos cinco razones de por qué las mafices son importantes en las

ciencias matemáticas.

l.§urgen al resolver problanras de sisternas de ecusciones lineates.
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2. Las mahices son un buen rocr¡ñxr para almacenar i¡formación que viene

nafuralrnente con indices en dos variables. Esto es espocialmente cierto en los

negocios, la economia y las ciencias de lo computación.

3. Muchos Gnómenos fisicos son lineales o casi lineales en su naturaleza y

las matrices aparecen en las desoripoiones matemátic¿s de esos ftnómonos.

4. L,as matrices son un¿ herramienta valiosa para la teoría do las ptficas.

5. EI conjurto de las matrices cuadradas tienen una ostrucü¡ra algebraica mrry

rica, que tiene interés en sl mism¿ y es fuento de inspiración para el eshrdio de

eskucturas algebraicas más abshactas. Esto lo veremos en los capíhrlos siguientes

de este trabajo.

Para nuestuos propósitos la aplicación mris importante de la multiplicación de

matrices ha sido la representación de un sisterrs de ecuaciones lineoles en la forma

AX:B.

REPRESENTACION DE UNA ECUACION

Una ecuación line¿l de Ia forma a4t + a,xrT+...+tt^r, = $ puede represontarse en la

forma mahicial como sigue

x.l

xL
=b

xn

Una ecuación puede representarse ernpleando el producto interno. t¿ expresión

3r, +5r, -4r, puede representarse por medio del producto intsno:

(o, a2 ... aE
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(rs-a
xl

x7

t,

donde el vector fila contiene los coeficie¡rtes de cada variable e,n la expresión y el

voctor columna contiene las variable,s. Multiplique,nse los dos vectores para

comprobar que el producto intemo dé por resultado la expresión original.

Si se desea representar la ecuación 3q +5r, -4xr-25 puede igualarse el

producto interno con rma matriz (l x l) gue contenga la constante del miembro

derecho, o sea:

(¡s -4

.rt

tr2

x,
= (zs)

REPRESENTACION DE SISTEMAS DE ECUACIONES

Un sistema de ecuaciones que tenga la fonna

ar\ + aLxx+... +dhÍr = bl

a»\ + a»xt+.-. +d2rrr = bz

a,ttrt + ai2Í2+.-.+an Í, =bi

puede representarse por la ocuación mahicial AX=B
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donde A es una matriz que contiene los coeficientes va¡iables en el miernbro

izquierdo del conjunto de ecuaciones. X es un veoüor columna de n componortes

que contiene n variables y B es un vector columna do n componenetes quo contiene

las mnst¿ntes del lado derecho para las ocuaciones n- Esüa representación aparece

0r, Í

ó,)
,:l

;^)

A diferarci¿ de las ecuaciones individuales que puedon rcpresonta¡se mediante el

producto intemo, un sistÉma de ecuaciones se represent¿ utiliz¿ttdo la

multiplicación de mafrices. El sisteoca

5q+3.r¡=15
4xr*2xr=12

35

4

tr)

)t;) tl;)
Si se efectua la multiplicación do m¡kices en el miernb'ro izquierdo de la ecuación

mafuicial, el resultado será

5x, + !x,
4x, - 2x,

EJEMPLO 20 El sisúem¿ de ecuaclones

2rr+3x"+6rr-6
,tr, +5r, =5
6rr=6

como

.rl

t,
db

db
:

( o, dtt

1,,, ,o
I¡.
I

l. ¿rt d ¡7

Puede representarse así



puede representarse en la forma matricial AX:B como

2

0

0

3

4

0 :ltll t:]
Noüe que los ceros deben incluirse e¡r la makiz A cuando un¿ variable no aparece

en determinad¿ ecuación.

Si tenemos rma matriz A n xny rma matriz B n x I, entonc€s las siguientes

proposiciones son equivalentes;

l. La forma osc¿lonada reduoida por filas de A es I.

2. A es inversible (l-':R(I)), dondo R es cualquier sucesión de operaciones

elernentales de fiIa t¿l que R(A):I

3. AX=B tiene solucióñ única para (a matriz de variables n x l) X.

Un sisterna homogeneo de n ecuacionos lineales en n incogrritas tiene preoisarnorte

un¡ solución (a trivial) o bien infinidad de soluciones.

Si la matriz A se pu«le reducir por ñlas a I, entonces el sistema dado AX:O tieno

solución únics. Si no se la puede roducir por ñlas a I, entonces el sistema

homogÉneo de ecuaciones asociado e la form¿ escalonada reducida por ñlas tiene

mrás incogrritas que ecuaciones, enúonoos esto sistema tiene fuftritas soluciones.

SOLUCION DE UN SISTEMA MEDUNTE EUMINACION GAUSSUNA CON

PIVOTEO PARCUL.

Resuelva el siguiente sistema modianüs eliminación garusiana con pivoteo parcial:

Íl -f2 +f, = I

-3x, +2x, -3x, = -6
2rr-Sxr+4rr-5

23
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P¡so 1. El sistem¿ se escribe en form¿ de matriz awnentada. De la primera

columna con elementos distintos de cero (lamada cohun¡¡ pivote), se elige el

elemento que tenga el mayor valor absoluto. A este elemento se le llarna pivote:

ll
-32-t
7

I

t+l45

Pa¡o 2. l¡s filas se reacomodan a fm de c¿mbiar el pivote hacia la parte supe'rior:

se intercambiaron la primera y segunda fila

t;
7

Paso 3. l-a primera fiIa se divide enhe el pivote:

-l
-5

2-f
-l
-5

jlll

,
I
5

I
I
4

i[,]
-+
-+
-+

t,

t:

la primera fila se dividió enEe -3

P¡so 4. §e sruuan multiplos de la primera fila a las denrrás filas con el objeto de

hacer cero los otros elementos situados en la colurnna pivote:

la primera fila se multiplico por -l y por -2, y los

resultados se sumaron a l¡s filas dos y hes, respectivamente.
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I

0

2

I

0

0

I

2

0t,

I

I

0

0

I
0

0

0

-T
I

0

_,,
-+

ua

2-t
_llt
-+

li'l
nuovo pivote

Se intercarnbia la primera y segunda fila de la submahiz:

La nuwa primera fila se divido enke el pivote:

l,a nueva primera fila se multiplica por l/3 y se surtr¿ la nr¡eva segunda fila:

2

I

-1

it
_6

II

-+o

.,

_,
I

il
a
,

il

I

Paso 6. Se continua en esta forma hasúa dejar la mahiz en su forma escalonada por

frlas:

6-lT
2,-lf

ó-If
II

0

0 7

Paso 5. [a primera fila se deja ya tal cual estri efecturindose de nuevo los pasos

del uro al cuatro on l¡ submatriz quo queda:
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la nueva primera fila se divide entre el pivote

Paso 7. Se enrplee la sustitución hacia ahás para hallar la solución (si existe) del

sisterna. En este ejemplo, es claro que: r, = 6 xt = 3 x, - -2

EJEMPLO 21. Resolver el siguienúe problema:

La alacena mrigica de una brqja contimo l0 onzas de hojas molidas de ffiboles de

cuako hojas y 14 onzas de raíces de mandnipra en polvo. Si la bruja utiliza en

forma exacta todo el contenido do su alacen4 entonces ésta se resurtiní de ma¡rera

automrítica. Para un filEo de amor so requieretr 3 l/13 onzas de trboles molidos

de cuaho hojas y 2 2ll3 de raices do mandrÉgom en polvo. Un¿ receta de una muy

conocida cr¡ra del resfriado oomún requi€re 5 5/13 de onzas de &éboles de cuaúo

hojas y l0 10/13 onzas de ralz do mandnigora. Qué cantidades del filtro de arnor y

del rernedio para el rosfriado deberá preparar la bruja a fin de utilizar exact¡mente

el contenido de su alacena mágica?

SOLUCION. El sistemra de ecuaciones:

3$r,+5f,rr=10
Zfi r, + lo)tx, = t4

puede representarse e,n la fomr¡ matricial AX=B como

(r¡, st 'lf ',.l=f ,o'l

[z¿ ro¡9.)[r,/ U4]

El siste¡na se escribe en forma de matiz ¿umentada

ti i il+l
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(i+ #lto1
l+ +l'o.,l

Mediante eliminación gnrssiana con pivoteo parcial, quedarin

tÉ $li:)"[; llT)=[; ilT)

§e ernplea la sustifución hacia atnis para hallar la solución del sisterna. En este

ejemploesclaro Que r, = tr y t, =l

EJEMPI0 22. Resolver el siguiente problerna

Una oompañia elabora tres productos quo han de ser procesados en tres

departamentos. En l¿ tabla se resr¡men las horas requeridas por unidad de cada

producto en cada departarnento. Adelnis las capacidades sefiranáles s€ expresan

para cada departarnento en términos do las horas de habajo disponibles. §e desea

determinar si hay oombinaciones de los tes grupos que aprovechen al rtÉximo las

capacidades semansles de los kes departamentos.

Producto

I 3

3

2

2

2

3

4

Horas disponibles

a la sema¡a

Depart mcnto

A

B

c

a

3.5

2.5

3

t200

It50

1400
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SOLUCION. Si r, : número de uatdades fabrlcadas por settana del producto

7, las condiciones a satisfacer se exprcsan en el sigui«rte sisterna de ecu¡ciones.

2r, + 3.5r, + 3r, = 1200 (departanento A)
3\+2.5r, +2r, = llJQ (departamcnlo B)

4r, + 3¡, + 2xr = 1400 (departaoento c)

poede reprewntarse en la forma mahioial AX=B oomo

3

2

2t;

'¡t-

»Íf
3

#3
,E .t
ÍíL

t2

rl
x2

1400

I150

1200

1200

I150

1400x,

el sistema se escribe en forma de mahiz ¿umentada

1200

I150

1400

mediante eliminación gaussiana con pivoteo parcial, quedaria

(z

[:

t;

#3
1t.
itt
32t;

1200

I150

1400

t2
254lia

ff3

1

I
o)"[iJ"[iii

350

100

500

+l3io\ (r ¡ 1¡.rso)
z l¿oo I*l o r zl¿on I

,l-,*J [o , ,l''oJ

De e,rnplea la sustitución hacia affis para hallar la solución del sistema.. La

respuesüa quedarie i \ = 200,x2 = 100 y rr = 150.
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CAPITULO 2 GRUPOS

2.I INTRODUCCION

En el capítulo anterior hemos h¡blado del conjunto de las matrices cuadradas,

digamos u ̂ (n) y dos operaciones lla¡nadas adición y muttiplicación.

Hablába¡nos de varias leyes -asociativ4 conmutativa y distributiva- satisfechas

por estas operaciones.

Pero ciertos de estos conceptos esh¡diados anteriormente se repiten, por ejemplo,

para algunos siste,mas de números, €ntonces esto nos lleva a pensar si seria m¿is

ventajoso estudiar las consecuencias de estas leyes sin considera¡ otras

propiedades especiales de cada sisterna en estudio, sino hacerlo en forma global.

El estudio general que estamos a punto do comenzar se llam¡ Algebra abstracta,

Tiene ejemplos y aplicaciones muy variadas, y su importancia en la Matemátic¡

modema dificilmentc puede sobrestim¡¡se.

Pa¡a cada eshuch¡ra algebraicq kabajaremos con un conjunto y una o mas

fi¡nciones u operaciones. Nos restringirernos a la consideración de operaciones

binarias, es decir, si el conjunto es U,(n), tendremos una fimción, u operacióq

cuyo dominio es u,(n) x *t,(n) y cuyo codominio es u,(ñ). Por el momento

usaremos Ia notación a*b, para representar el valor (a,b) de la fimción.
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Si en u¡r aruilisis simultrfueo hay diferenks operaciones binarias, se usarán

subíndices o supraínüces en + para distinguirlos. El método mas importante para

describir una operación binaria particular * en un conjunto dado es el de

ca¡acterizar al elemento a*b asignado a c€de par (qb) mediante alguna propiedad

defmida en ténninos de a y b.

[,e mayor parte de las eskucturas algcbraicas que estudiarernos se definen como ur

conjunto con urt¿ o dos operaciones birurias. l¡s condiciones que estas

operaciones deben satisfaser s€ lla¡na[ los axiomas del sistema.

2.2 DEFINICION Y PROPIEDADES ELEMENTALES.

Es nah¡ral oomefizar nuestro ostudio de osüucturas algebraioas considerando un

conjunto G con una sola operación binaria que satisface algunas leyes.

El primer tipo de esfructura quo estudiaremos es el do grupo.

GRUPO

DEFIMCION I
Un gfupo <G. *> es un conjunto G, junlo con una operación binaria * en G, tal que

se satisfhce los siguientes axiomas:

i) ta operación binaria * es asociativa

ii) Existe un elonento e en G tal quo err=xre=r para todas las x elemento de

G.@súe elemento e es un elemento identidad para * en G).

iii) Para cada a en G existe un elenrento a' en G con la propiedad de que

¡r*¡=¡*¡r=s (El olemento a'os un inverso de a respecto a +)



Un elemento identidad para vm operación binária * en un conjunto § es cualquier

elemento e que satisfaga e*x=x*e:r para to.lqs las ¡ e S.

Ente los axiomas para utr grupo es frecr¡ente que se incluya una proposición de Ia

forma: 'el conjurto es cerrado bajo la operación", que quiere decir si a y b son

elementos de G, entonces atb es un elemento de G. Ilernos ovitado la necesidad do

tal expresión, porque la oonsidoramos una oons@r¡oncia de la defmición de

opernción binaria en G.

Obsérvese que un grupo no solo es un conjunto G. Más bieq que un grupo <G,*>,

consta de dos entidades, el conjunto G y la operación bi¡rari¿ ' en G. Hay dos

ingredientes. Denotar "l gropo por el simbolo de conjunto G es por lo t¡nto

lógicarnente incorrecto. Sin ernbargo, debemros señalar en esto mom€Nrto, que

serernos descuid¡dos con la notación en algunas circunstancias y solo denot¿rernos

al grupo por la leha G. Pero insistimos en quo al hablar de un gfupo especíñco G,

debe aclara¡se cuál ser¿ la operaoión del grupo en G, pues un conjrurto contiene

gran variedad de posibles operaciones bi¡arias defmidas, mnstitrryendo grrpos

üferentes.

GRUPOABEI,TANO

DEFINICION 2

Si en úr grupo <G, *> se verifica además, la propiedad:a*b=b+a" para todo a, b

elementos de G (conmutativa) se dico quo ol grupo es abeliano o conmutativo.

3T

En muchos ejernplos de grupos, se verific¿ le ley conmutativa, y esto nos lleva a

definir un tipo especial de grupo.



Ahora, pongarnos algunos ejernplos de conjuntos con operaciones bfur¿rias que dan

grupos y okos que no dan grupos.

EJEMPLO lConsideremos el conjrurto do los enteros Zy la operaoión de adición.

i) ta ley asociativa se verificq es decir (a+b)+o:a+(b+c)

ii) El entero 0 es un elernento ide¡rtida{es docir,a+0=a=Q+a para todo e olemernto

deZ

iii) El entero -a es un elemsnto inverso de a, es decir, a+(o)=0=(-a)+a--0 para

todo a elernento de los enteros.

Estas propiedades nos dicen que los enteros con la operación de adición forman un

grupo. Este grupo se conoco wrio ol grupo adtttw de los entaros

¿Formaria un grupo los enteros positivos cuya notación es Z' 'l

EIEMPLO 2. El cnnjrmto Z' bajo la adición no fonnan u¡r grupo. La adición es

una operación binaria asooiativa y mnmutativq pero NO existe elemento

identidad.

EJEMPLO 3. l,a multiplicación de los Z' es una operación binaria asociativa y

conrnutativa. En este c¡-so 1 es rm elemento identida{ perro no hay elemento

inverso para z 
- diferente de l. Por tanto, NO tenernos un grupo.

Existen resulüados acerca de grupos que deseamos present¡r y probar, porque ye

verán en seguida que son exhaordinariamente útil.

t2
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El aprendizaje del alfabeto no fue probablem€nt€ Ia parüe mrís intoresante de

nuestr¿ educación ínfantil, sin embargo, lma vez que lo dominamos, que

panoramas mris fasoi¡untes se abrieron ante nosofoos.

LEMA I Si G es un grupo, entonces

i) el elemento identidad de G es único;

ii) todo a elemento do G tiene inverso único en G;

iii) para todo a elemento de G (¿')' = a;

iv) para I, b elernentos de G, (a.b)': b'.a'.

PRUEBA Antes de que comencemos propiarnente con la prueba parece

aconsejable quo vearnos qué es lo que vamos a probar. En la parte i) queremos

probar que si dos elementos e y fde G gozan de la propiedad de que para todo a

elemento de G a = a.e = e-a = a.f =f .a, entonces e= f .En la parte ii) nuesbo

objetivo es dernoskar que si r.a =a.r=e y y.a=a.y= ¿,donde los l¡.gs a, x,y

eskí¡r en G entonc€sr:y.

Considerernos primero la parte i). Como e-c, : d para todo a elernento de G,

tenernos que, en particular, "l: tr Pero, por ota parte, b.[ = b para todo ó

elemento de G, luego debernos tener ef = e. Juntando estas dos fraccio¡res de

información obtenemos f= e.JLe, y, por tarúo, e--f.
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En lugar de probar la parte ii) probarunos algo mris fuerte que nos tra€ni

inmediatamente la parte ii) como consecuencia. Supongarnos qu€ para a en G,

a.x=e y a.y=e: entoncrs, obviarnonüe, a.x:a.y. Hagamos de esto nuesto punto de

partida. Es decir, suponganros qtJE a.x=a.y @n a, x, y en G. Hay un elernrento b on

G tal que b.a:e (por lo que hasta ahora sabernos puede que haya varios de tales

á). Por tanto, b.(a.x)=b.(ay). Usando la loy asociativa esto nos lleva a que

¡:¿.¡= ([-q).x:b. (a.x) =b.(a.y) : (b.a).y=e.y:y.

Hemos probado, en re¿lidad que em rm grupo G, a.x:a.y implica que ¡=/.

Anriloganrente, podernos probar quo x.a=y.a rnplica que r=y. Esto quiere decir

que en los grupos podemos cancolar, sienrpre que sea del mismo lado, en las

ecuaciones. Pero debe tenerso presurte que de que a.x=y.a no puede concluirse

que r=y, pues no tenemos medio alguno de sabe,r qr;a- a.x=x.a.

ta parte iii) se sigue de esto si observarnos qne a'.(a)' = e = a'. a;cancelando la

a'a la izquierda nos dt (a')' : 4 Esüo es, parf, gnpos en goneral, lo anrilogo del

resultado familiar, digamos por ejernplo, {-5):5, en los números realos respecto a

la suma.

La parte iv) es la m¿is hivial de todas, pucs (a.b).ft' . a) : a.((b.b').a') :
a.(e.a'):6.6' : e y luego, de acutrdo con la de,finición de inverso, (a.b)' = 5' . o'.

Cierüos resultados obte,nidos en la prueba son de suficiento importanoia para

enunciarlos expresamenüs como hacem¡os alrora en ol

LEMA 2.Dados a, b enel grupo G, entonces las ecuaciones a-x: byy.d: b

tienen soluciones rfuricas para r, y en G. En particular, las dos leyes de cancelación,
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a.u:a.wimphcau:w

v

u.a=w.afinplicau:w

se verifican en G.

Dejernos al lector los pocos detalles necesarios para la prueba de este lerna.

2.3 GRUPOS FINITOS Y TABLAS DE GRUPO.

Hasto ahora nueshos ejernplos han correspondido a grupos infmitos, esto es, de

grupos donde el conjunto G tiene un número infmito de elementos.

Otra ca¡acterístic¿ nafu¡al de un gnrpo G es el número de elernentos de que consüa.

Esto nú,rnero es, desde luego, más interesante cu¿ndo es finito; en tal oaso decimos

qrrc G es tn grupo Jlnlto

ORDEN DE UN GRUPO FIMTO

DEFINICION J

Si G es un grupo ftrito, entonces el orden lCl ae G es el númerro de elementos en

G. En general, para cualquier conjrmüo ftrito §, lsl es el número de elementos en §.

Un gropo debe tener al menos un elernento a saber, la identidad., el mnjunto más

pequeíro que puede dar lugar a ür grupo es rur conjunto {e} de un elemento. En

cada grupo, el elernento identidad es siempre su propio invemo. Y se tiene la

multipliceción trivial.
* e

ee
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Si conskuímos una eskuch¡ra de grupo en ufl conjwrto de dos elementos, entonces

rmo de los elementos debe deseinperiar el papel de identidad. El conjunto quedarÍa

asi {e,a}. Busquemos uu t¿bla pa¡a una operación bin¡ria * en {ea} quo dé una

eskuchra de grupo.

Cuando demos una tabla para una operación do grupo, siempre colocaremos los

elernentos en la parte superrior, hacia l¿ dereche en el mismo orden en que los

colccarnos del lado izquierdo, hacia abajo, colocando en primer lugar la identida{

oomo en la tabla siguiente:

Ya que a2 eG debe te,nerse dt =e,obier¡ a2 =d, pero a2 =a implica qrraa: e,

de donde a2 = e ! se tiemo

*
e

a

e

a

*

*

a

a

e

e

e

a

Sea¡r O: {e,a,b}. Se mnsidera ab y * observa qrre ab * a porq,ae ab=a implica

que ó=a. Do modo semejantg ab*b y, do aqul que ¿ó=e. Esto implica que á:a'

y, por tanta, ba:e.

Du aqui se obtiene el arroglo parcialmento llemo

cab
a

e

h

e

e

a

b

e

a

b
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Ahora bien, se sabe, quo cada rm¿ de las fiIas y columnas del arreglo debe

contener, ¡l menos, eler¡entos diferentas de G, de donde finalmente se obtiene
*

Seat G:{e,a,b,c/.Se distinguen dos casos.

Caso 1. Supóngase que existe un elorne,nto crgro inverso no es igual a sí mismo.

En beneficio del argumento, supóngase que ab=e. Entonoos ba=e y, de aqui, que

ac * ei a o c. De donde, ac=b y, de modo semejante, ca=ó.[le aquí que

bz = bb = b(ac) = (ba)c = ec = c.

Se obtiene el arreglo
*

El cual se completa para dar
*

a

a

b

e

e

e

a

b

b

a

a

b

b

e

a

eabc
ace bbec
Gb

eaac
be
cb

e
ü
b
c

ea b c
e
a
b
c

eabc
c
b
a
e

e
c
a

Caso 2 Supóngase ahora que todo elemento tiene inverso igual a si mismo. Por

tanto a2 = bL = c2 = e. Entonces ab * e,a o á y, por consiguiemto, aá=c. De modo

sernejante, ba=c. Por medio de un argumento semejanüe, se tiene ac=cd=b,

ac:cb:a, dando
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Este lrltimo grupo se conoce como grupo cuatro de Klein ( en honor de F. Klein,

matemático alemrin, 1849 -1925)

Con base en estos ejemplos, podremos enumerf,r algunas condiciones qu€ lma

tabla que defina una operación bin¡¡ia en un conjunto finito debe satisfacer, para

dotarlo de una eshuctura de grupo.Es necesario que algun elemento del conjunto,

que siernpre denotarernos por e, actue como identidad. l,a condición elx:x

significa que la fila de la t¿bla que contiene a e en el extremo izquierdo, debe

contener exactf,mente los elementos que aparecen hast¿ arriba de la tabla, en el

mismo orden. En forma análogq la conüción ¡'a=r significa que la columna de la

tabla bajo ¿, debe contener preoisarnente los elementos que apr¡€cen en el extremo

izquierdo, en el mismo orden. El hecho de que cada elemento d tenge rm inverso

derecho y un izquierdo, quiere decir que en la fila frente a a debe aparecer el

elemento e y que en la columna bajo a debo aparecer e en primer lugar. Asl, e debe

apa¡ecer en cada fila y en cada colu¡nna. §in embargo, podemos mejorar esto. Las

ocu¡ciones katadas eri los lerÍas anteriores tie¡ren solución única. Por u¡r

ar$unento análogo, esto significa que c{da elemento á del grupo debe aparccer

una y sólo una vez en oada frla y en oad¡ column¿ de la tabl¿.

* cb

h
C

t
a

c
b
a
e

a
e
c
b

e
a
b
c

e
a
b
c

e a
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llabrán notado que lrernos tenido a veoes grupos mntenidos en grupos ¡nayor€s.

Por ejemplo, el grupo Z bajo la sum¿ está contenido en el grupo Q bajo la suma,

el cual a su vez está contenido en el grupo R bajo la suma. Cuando vemos al gnrpo

<?, +> como mntenido en el grupo <R, +> es importanto notar que la operación +

en los enteros r y ,, como ele,[rentos de <7,, +> produce el mismo elemento ¿ + rz

que resultaria si se pensara e¡ ny ,n como elementos de <& *>. Por tanto, no

debemos considerar al grupo < Q*, *> como contenido en <8, +> aunque Q* eshi

contenido en R como mnjunto.

No sólo se requiere que el conjunto do un grupo esté contenido en el conjrurto del

otro, sino también que la operación de grupo en el conjunto menor asigue el

mismo elemento a cada par ordenado de este conjunto menor que el asignado por

la operación de grupo del conjunto mayor.

SUBCONJUNTO DE UN CONJTLNTO

DEFNICION 4

Un conjunto B es rur subconjunto de un mnjunto ,l denotado por B g A o A=B

si cada elernento de B es tambien un elernento de l. Las notaciones

BcA o A= B se usaranpara Bc.A,percB*A.

Nótese que de acuerdo mn esta defmiciórl para cualquier mnjunto l, ,rl misma y

6 son submnjrurtos de ,{.

SUBGRUPOS

DEFIMCION 
'

2.4 SUBCONJUN'IOS Y SUBGRI-IPOS
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Si G es un grupo y H es un subconjrmto no vacio de G, se dice que [I es un

subgrupo de G y se esoribe H ( G si se veriñca que H os él mismo un grupo bajo

la operación inducid¿ de gnpo do G.

+
Por lo t¿nto convieno tener un criterio de rutina para determinar si un suhconjunto

de un gnrpo G es un zubgrupo de G. El siguiente teorem& proporciona dicho

criterio.

TEOREMA I Un subconjunto II do un grupo G es un subgrupo de G si y sólo si

i) II es cerrado bajo la operaoión binaria de G;

ii) la identidad e de G está en H;

iii) para todos los aeH es cierto que a' e II también.

Demoshación. Basta obsewar que la condición i) indica que la operación es

interna en H, la condición ii) dice que existe elemento neutro en Il y la iii) que

todos los elementos de H tieneri inverso e,n H y fhalmente la propiedad asociativa

se verifica en H por ser H un subcoqiunto de G.

EJEMPLO 4 Consideramos el grupo aditivo de los enteros <7" +> Pa¡¡ cada peZ

considerarnos el subconjunto de Z de los múltiplos de p" Se verifrca que son los

únicos subgrupos de <2., +>.

EJEMPLO 5 Q bajo multiplicación es un subgrupo propio de bajo

multiplicación.
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2.5 GRUPO DE MA'I'RICES

PROBLEMA I
Consideremos a u,(n), que es el conjrmto de todas las mahices de z x a sobre

.R, con Ia definición de sua convencional.

Probaremos que lrtl, (n),+¡ es un grupo abeliano.

a) ln operación de adioión es asociafiva y conmutativa. (feorerna l, cepitulo l).

b) Existe la matriz nula que es la matiz formada por ceros solamenh y que ach:ra

como elernento neutro de la suma.(Defmición 3, capítulo l).

c) Para todn matriz (ar) existe Ia mafriz opuesüa (-"r)tal q,t" (or)+(-rr) 
"t 

to

matriz cero. Ejemplo:

A=lnl _r_[-r -rr Tr+(-r) 3+(-3)l_i0 o'l

Ls 7)' L-5 -7j 
eototrce' A+(-A)=Lr*t-» 7+(-z)J L0 0J

PROBLEMA 2

Trabajemos ahora, mn el mismo conjwrto del problema anterior, jrmto con la

operación producto entre matrices.

¿ señi (M, (fi),.) un gnrpo?.

Vearnos si satisfac€ los axiomas de grupo.

a) l,a ope,ración bin¡ria definida es asooiativa.(fetrrerna 3,capihtlo l).

b) Existe el elemento ner¡tro que es Ia ldentidad.(Ejernplo 10, capifitlo l).

Claro esta, entonc€s, que el conjrmto con la operación suma forman un grupo.Esto

(u, (n)) es un grupo abelia¡ro.
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c) Pero, lastimosa¡trento no todos los elementos del conjunto tienen inverso,

porque no toda mahiz cuadrada es inversible. Ejemplo , = [i :l'LooJ

Por lo tanto, el conjrurto de todas las mahices cuadradas sobre R con la operación

producto N0 forman un grupo.

PROBLEMA 3.

Ahora probaremos que el cor{unto G de mahices no singulares de 2 x 2 sobre los

números racionales Q forma un grupo que no es conmutntivo. Hallar a, á e G

üales que (ab)-t *aab1.

Soluclón. No se dim cómo deben multiplicarse las matric€s, pero se acostumbra

suponer quo se sobrentiende la multiplicación ordin¡ri¿ de m¡kices, siendo

asociativa esüa multiplicación y la matiz identidad de 2 x 2 la identidad para G.

Sean .{ f dos matrices no singulares de 2 x 2 sobre Q, digamos

x =( 
," *,r\ o -( h ./,' l^ -l,r, *o)' '=\y, vr)

donde los elernentos de las m¡trices son nri'rneros racionales y donde

Írrxo - xrrÍr, *O lul» - lnlt iO

Entonces ,lf también es no singular porquo

,W=

v

Íryr + ÍDyz)

xztyr + x»y2l

trÍyn + xvy»
xtln i tnln

(r,r.r,,+rrryr,)(rr,¡',r+rrrr)-(r2ryr,+rryr)(t,,¡r+:,ryr)=(r,,rrr-rrrrp)(lrrlrr-ytün)r,o
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También, st Z e G, diganros

Z=
ztz

z2

ztt

2tt

enfonces se deduc€ que Z-t eG es

-lZ
I z2

L21

-tt
zttz|zD - znz2l

Así, se ha esl.ablecido que G es un grupo. Para demostsr que G no es conmutativo

basta recorda¡ que la multiplicación de matices no es coÍmutátiva.

Puede generalizarse el problema anterior al caso de las makices no singulares de

n x z. Simplemente so requiere conocor la regla del producto pam los

determinantes, a saber det(X)det(Y) = det(XY).

¿Qué ocurrirá si las enkadas provienen de los reales,alterará en algo si las enhadas

son nú,rneros e¡rteros? Sugerimos al lector meditar sobre esta pregunts para

verificer el grado de entendimiento que está adquiriendo sobre el concepto de

gupo.

PROBLEMA 4

Veamos ahora un conjunto finito formado por les seis matrices que presento a

continuación. Si es un grupo, este seria un subgrupo de todas las matrices

cuadradas 2 x 2, pero inversibles. Para afirmar lo antes dicho tengo que probar que

es cerrado bajo la operación de grupo.

Tenernos las siguientes matrices
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,=[; 

")

( -t
" 

= [-+h

, = l' o'1.

[0 t)

'=(;irf)' -+Ji
+

I
T

y formamos la t¿bla de mulfiplicación de los 36 productos que resultan de

multiplicar una mahiz con otra de acuerdo con la regla para multiplicar mahices.

Vernos que para toda matriz del grupo, el producto es otr¿ mahiz que pertenece al

grupo, esto indica que la operación es cerrada en el grupo.

l,o podemos observar en la üabla de multiplicar adjrntr, para cualquiera dos

matrices que pertenec¿n al grupo el producto de la matriz producto t¡mbién

pertsnece al conjrmto.

1.1,a ley asociativa.Por ser un c¿so paficular de mahices sabemos que se cumple

la ley asociativa.

"=[ * i9 F =[
-+Jt)
-+ )6I

7

EA
AE
BF
CD
DC
FB

D
E
F
A
C

E
A
B
c
D
F

C
A
B
E
D

CD
FB
DC
EA
BF
AE
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2.Existe r¡na matriz E para cada elemento del gnrpo, hay uno (y sólo uno) que es

llamado identico o elemento unidaq E el cual tiene la propiedad de que al

multiplicarlo con cualquier elemento da exactamente el otro elernento. EA=AE:A

3.Cad¿ elemento tiene su inverso multiplicativo. Es decir:

A-t =A, B-t =8, C't =C, D-t =F, F-t =D y E-t =E

Esto prueba que el conjunto con la op€ración binaria de la multiplicación entre

matric¿s es un grupo.

De este gmpo podemos formar subgrupos.Por ejemplo, aquel que tiene dos

elementos: E yA

PROBLEMA 5

Enke los muchos grupos de mahices que es posible considomr, eparecon útilmefite

aquellos en que intervienor mahices üagonales. Para suma¡ o multiplicor makices

diagonales, basta con surnar o multiplicar los elernentos corresponüentes

aline¿dos en tales diagonales. ( ¿por qué .rl. Do aqui resulta que un matriz

diagonal tiene una inversa si ningún elenrento de la diagonal es nulo, y sólo en este

caso. Por lo tanto teneruos que todas las matric€s diagonnles no singulares forman

un subgrupo del grupo de todas las matrices ¿ x ¿ inversibles con elementos en

los reales.

PROBLEMA 6

Probar que el conjunto S de las mahices de rotación

( coso sene\ (een\
\-sen9 oos4)

bajo la multiplicación matricial mmru¡ es un grupo conmut¡tivo.
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Solución. i) Debe verificarse que S es cerrado bajo la multiplicación. Esto se

concluye basándose ar la Trigonomehía elemorcal, ya que

co§d se d.

- smd cos a
)l */ u"P\ _(
)l-'*B "*/]-[

c.osacosfl- senasenp cos a senl) + senacosfl

-smacosP- cosasenp - sena senp + cos acos fi

( cos9 sen?\-' _l "*?q sen(-O¡\_(ctn? -sen?}¡

l-sen? rr,s?) -[-sez(-@ @s(-q)-[sará cos? )

iii) La inversa de una rotación de amplitud 0 es la rotación de amplitud €, asi que

la matriz inversa es

1:)t:!i xÍ::íi) tupen) .,
lo cual es do Ia forma requerida La multiplicación de matrices es asociativa y

ii) f I o) 
= f 

*t0 "'0.l 
"* 

h idenridad de s.' [0 1., [-seno corO,,l

de lo cr¡¡l se infiere que todos los elementos de S tienen invorsos en S. La matriz

que resulta es precisamente la hanspuesta de la original. ¿Será esta circunstancia

generalizada para las matrices n xn? Medítelo.

De aquí que S es un grupo. lnkrcambia¡rdo ct. y p en la ecuación 1 se ve que S es

conmutativo. Y tenemos un caso especial de grupo de matrices conmuintivo.
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CAPTIULO 3  NII,LOS

3,I INTRODTJCCION

En el capitulo anterior hemos visto los conjuntos únicamente con un& operación

binaria en ellos. Una buena cantidad do eskucturas algebraicas conocidas e

importsntes tienen dos operaciones binarias que generalmente se escriben como l-

y . . [,s operación "aditiva" (+) es ejemplo de buen fturcionamiento, mientras que

Ia operación "multiplicaf iva" (r) no tanto, y en general hay leyes distributivas que

relscionan las dos operaoiones.

En este capítnlo introduciremos brevemente anillos que es unn de las eshuchras

algebraicas mrírs importarte con dos op€raciones.

3.2 DEIIINICION Y PROPIEDADES BASICAS

ANILLO

DENNICION 1

Un anillo < R, +, o > e^§ lm conjunto R junto con dos operaciones binarias + y o,

que llamernos suma y multiplicaciórU defuidas en R tales que so sstisfacen los

siguientes axiomas:

i) < R, + > es ¡m grupo ¿belia¡ro.

ii) La multiplicación es asociativa.

iii) Para todas las qb,c eR, se cumplo la ley distoibutiva izquierda a(b+c):ab+ac

y la ley dishibutiva derecha (a+b)c=ac+bc.
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EJEMPLO I Los conjrurtos Z, Q I R son cada u¡ro un grupo bajo la suma y

cerrado bajo la multiplicación. Para cad¿ uno de estos conjuntos, las operaciones +-

y . son conmutativas y asociativas. Aderu{s esüas operaciones satisfrcen las leyes

distributivas.

Debido a u¡ra convención semejante ¿ nuesha notación en tmri¡ de grupos, nos

referiremos de manera algo incorrecta, ¿ un anillo R, en lugar de a un anillo

(n,+,r) siempre que no haya mnñ¡sión. En particular, de ahora en adelante, Z

será <2,-r,r > y Q, R y C serán también los a¡rillos obvios. Si es necesario, nos

referiremos a <R,l'> como el gntpo adltlw del antllo R-

Nosokos queremos estár en posibilidad de operar en a¡rillos casi exactamente

como c,on los números reales, recordando siempre que hay diftrencias - puede

suceder que ab*ba o que no podarnos dividi¡. Es en vista de esüa"s posibilidades es

que quereinos probar el próximo teorern& que confirma que ciertas cosas que nos

gustaría que fuesen ciertas en los anillos lo son realmente.

TEOREMA I Si R es un anillo con identidad aditiva 0 entonces, para cualquier

a'b e R, tenernos

i) 0a=a0:0

iD (-b)=(-o)b= {¿b)

iii) (-a)(-b):ab

Si, ademris, R tiene un elernento unit¡rio l, entonces

w) (-l)a= -a

v) (-lx-l)= I
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Demostración. Para la condición i), nótese que

a0=a(0+0):a0+a0

Entonces, por la ley de cancelación para el grupo aditivo <R, * > tenemos 0=a0

Asi mismo

0a:(0r 0)a:0a+0a

rnplica que 0a:0. Esto pruoba la condioión i).

Para entender la demoshación de Ia condición ii) hay que recordar que, por

definiciór¡ {ab) es el elernento que, sumado a ab, d¡ 0. Asi, para mostar que a(-

b): {ab), debe mosharse precisamente que e(-b)+eb:0. Por la ley distribituva

izquierda.

a(-b)+ab=a(-b+b)= ¡g=9

pues, por la condición l, a0:0. Asi mismo,

(-a)b+ab=(-a+a)b:ob=0

Para Ia condiciórr iii), nótese que, por la condición ii),

CaX-b)- {a(b)
De nuevo por la condición ii),

-(a(b))= «ab»,
y -Hab) es el elemeuto que, sumando a {ab), da 0. Este es ab por definición de -

(ab) y por la r¡nicidad de un inverso en un grupo. Así GaX-b):ab.

Para la condición iv), srryongamos gue R tiene un elemento unitario l; entonces

a-t(-l)a: la+(-l)a=(l +(-l))a=0a:0

de donde Gl)a:a.

En particular, si a: -l entonces GIX-I): {-l):l lo que deja establecido la parte

v)



3.3 EL ANTLLo (,u, (n),*,.¡

Las propiedades de las operaciones de suma y de multipl icaci ón en u,(n),

inhoducidas y exaustivamente esfudiadas en el capihrlo l, permiten afirma¡ que

(U,(n),*,.¡ es un anillo con unitario l=L Se llama anlllo matrlclal completo

sobre R, y también anillo de las matrices cuadradas de orden n ( o de

dimensiones n x n) sobre R. Este es uno de los mís impodantes anillos.

Veamos detallad¿mente porque es un a¡rillo:

i¡ (,t2" (n),+) es un grupo abeliano. (problema l, capíhrlo 2).

ii) El teorema 3 del capítulo I nos indic¿ que la multipticación en lr, (n) es

asociativa y üshibutiva. Es decir con esto se probaria que il1,(R) cumpte con los

axiomas 2 y 3 de la definición de anillo.

Asi como para ¡, > I las matrices, como regla gerreral, no son permutables,

entonces, (ru, (n), + ,.¡ es un anillo no conmutativo

El contiene en calidad de subanillos, a los anillos, (lr"(g),+,.) V ltt"(z),+,.)
de las matrices cuadradas del mismo ordeq sobre p y sobre 7-, respectivamenfe.

En general, (u,(n),*,.¡ est¿í satr¡rado de subanillos de todo género.

EJEMPLO 2. Restringire,mos alrora nuesha atención a mahices ilr(^lt). Se

aconseja al lector t¡aslade estas mism¡s ideas al caso de l¡r(R). Es posible

proceder con msyor generalidad, pero prescindiremos de esta generalidad en

interes de la sencillez.

50
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Por lo que se ha dicho en el capituto ly 2 es claro que (u,(n),+) forman un

grupo abeliano, que la ley asociativa se cumple para la multiplicación, conro

también las leyes distributivas. Esto completr la prueba de que el conjunto de

todas las matrices 3 x 3 cuyos elementos son nrirneros reales junto con las

operaciones *aditiva" y "multiplicativa" forman un anillo.

Podemos también indicar que la mahiz

I=
0

I
0

0

0

o\

I
actua como elemento ide¡tidad en la multiplicación. Por lo t¡¡rto estas matrices

forman un anillo con unita¡io

Este anillo no es conmutativo, como vemos en este ejemplo:

0

I

0

0

I

0

0

I

0

0

I

0

0

I

0

0

I

0

[;
lo

ti

rlt:

rlt:

:ltr

rlti

;l
'jl\

I

0

0

It;;:lt:
:l[:
5) [0

0

0

0 tl

En el onillo de las matrices 3 x 3 existe est¿ situación particular que no se da en el

anillo de los reales es decir: AB=0 n I (n:O 
" B=0) por ejemplo,
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Esto significa que pueden existir dos mahices distintas de cero y sin embargo el

producto de ellas puede damos la matriz cero.

Esto es rur lim.itante que impide quo el conjunto de matrices con €stas operaciones

poseen una eshuctura algebraica mris compleja, como las que veremos en el

capítulo siguiente.

Esta propiedad de que existan o no estos elemerrtos en el anillo nos permite defilir

el siguiente concepto importante.

DTWSORÍ:S DEL CERO

DEFINICION 2

Se de¡romina asi los elefirentos no nulos de un anillo cuyo producto es cero.

Simbólicamente,

a*0, b*0, a.b=0

EJEMPLO I Ver ejemplo I I del capltuIo l.
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CAPITUI,O 4 CAMPO

4 I AI,GI.]NAS CI,ASES ESPECIALES DE ANII,T,O

AMLLOCONMUruTIVO

DENNICION 1

Si <R, . > es conmutativo, entonces decimos que el anillo < R, +, . > es

confiutatieo.

ANII,LO CON UMI'ANO

DEFIMCION 2

Si tiene un¿ identidad muJtiplicativa que es distinta de cero, goneralmente

llamamos a ésta, identidad multiplicativa I tal que lx = xl = x par¿ todas las x €

fi, decimos que el anillo es tm anillo con unitdrio o con identidad.

Un inverso multiplicativo de un elernento ¿¡ en un anillo R con unitario I es un

elemento a'r eR l¡lqrre aa-l =a-ta =l

ANILLO CON DIWSION

DENNICTON 3

Si los elernentos distintos do cero de un anillo fl con rurita¡io forman u¡r grupo bajo

la mnltiplicación se dice que es lm anlllo con dtvtstón.

Damos finalmente la definición del muy importante objeto maternático conocido

como canrpo.
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4.2 DEFINICION DE CAMPO

Ul campo es un anillo conmutativo con división.

Resütando s€r rm ca¡npo r¡n anillo con (mayor exigerrcin estructural), es evidante

que t(da la teoría de anillos es tr¡sladable, completamente a los campos.

Existen estmcturas iltetmetlias en que precisamente r¡n anillo no tiene divisores de

cero, daremos por eso la siguiente definición.

4.3 ANILLO DE IN'IEGRIDAD; DOMINIOS EN'I'EROS

ANILLO DE INTEGNDAI)

DENNIUON 6

Se califica asi a todo anillo que no tiene divisores del cero. Por tanto, en estos

anillo, si el producto de dos elementos es oero, es que nl menos uno de los factores

es nulo. De este modo:

Si < n, +, . > es ¡¡rillo de integridad,

a nb eR,a.b =0>
a=0 o

ó=0 o

a=b=O

Si, como es normal, el a¡rillo de integridad tiene eleme¡rto rmitario, reoibe el

nombre de dominio entero. ¿ y qué es entonces un dominio entero?

DOMIMOENT'ERO

DEFINICION 7

Un dominio entero D es un anillo conmuúativo unitario que no contiene divisores

de cero.
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TEOREMA I Todo campo Fes un dominio entero.

I)emoslración Sea a, á a fl supóngase quc d t 0. Entoncos, si aá=0 tenemos

I
a

(oa) = .t
a

, = (*),,, = t(;)"], =,b = b

)'
=0

Pero entonces,

Hemos mostrado que ab=O 6n a * 0 implic¿ que b=0 en E de modo que no

existen divisores de 0 en .F. Es claro que F'es un anillo conmutativo con unitario y

asi queda probado el teorema.

En los anillos ( y dominios ) de integridad se puede utiliz¡r la regla de

simpliticactón, cosa que no es licita si el anilkr tiene divisores del cero.

Se¿ <& +,. > un ¿nillo de integndad y sean a, á y c elementos de él no nulos, de

modo que

axc: b xc +a. c -b. c = 0 =+ c. (a_b) = 0

Por hipótesis rmo de los dos factores, al menos, ha de ser nulo; pero c t 0, luego

¿-b:0+a=b,
resultando que justifica haber simplificado inicialmente la primera expresión.

4.4 MAT'RICES SOBRE I.IN CAMPO

Sea,F cualquier campo ( digamos Q, R o C ), considérese el mnjunto U,(r) de

torlos los arreglos cuadrados fu 2 x2
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a( u)=
dtt otz

ozt a»

donde todas las a, esüin en F. EI primer subíndice i de a, indica la fila donde está

au enel a¡reglo cuadrado y el segundo subindiceJ indica Ia colu¡nna. Asi, a,, es el

elemenk) «le F situado en la primera fila y segrrrda columna del arreglo cr¡adrado.

Dicho arregJo crudrado es un¿ matrlz de 2 x 2 sobr.e F. El conjrurto u,(f) ae

todas las m¡trlces de n r n solrrc f se define tle mnnera análoga.

Defmimos la sr¡ma de matric€s en ur(r) por

{au arr\.(bu 4r) (a,r+b, an+b,,]¡

[,, oo )' lb,, b, )= lo,, + b,, a, + b, )

esto es, sumando los elementos de lugares correspondientes. Despues de pensarlo

rm momento, se verá que, debido a que F s¿tisface los ¿xiomas de campo,

(lrr(,n'),+) es un gnrpo abeliano con identidad aditiva Nótese que esto es una

generalización de lo que se ha efecfuado en el capítulo I oon los reales, en el caso

particular en que el campo es los realos.

lo o\tt
[o oJ'

y con

dtt

dzt

o,,\ 
-( -ou

ou )- l-o,,
-otz

-a2x

ta multiplicación de matrices m U r(n) está definida por

dl Qtz

dzt dn
)lá,, b,,\ 

-( 
a,,h,, + a,,b,,

J[¿,, bo )- la,,b,, + aub,,

arrbr, + a rrbo

o rrbr, + aob,

Esta multiplicación parece dificil, se recuerda mejor por
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("rX¿r)= (.¡), aonae,.u - !no4
r-l

Con la defmición análoga para la multiplicación de matrices, en donde la suma va

de i:l a n y la defmición anriloga obvia para Ia suma de mahices, todo Io que se

h¿ hecho es válido para el conjunto l}r', (r) de k das tas matrices de r¡ x n sobre ,li

Nótese que el cero es la idenfidad aditiva en el campo F, no necesariamente el

número c€ro y pq¡ es la operación binaria definida como producto en el campo F,

no necesariamente el pq¡ enke los reales.

_5

2

v

I

).I
0\ ( tl-t
-sJ - [-r-34 2 -l

i i)(; 0 0 5

ll -20

Pa¡a mostr¿r que (v" (r'),+,.) es un anillo, falta probar las leyes asociativa y

distnbutiva.Lo ilustramos con la ley asociativa para la multiplicación de mahices

en ¡/" (r). Usando las propiedades de campo de F y la deflnición de

mnltipticación de matrices ar U,(f), sid,, estí en el lugar correspondiente a

(q)[(aX',)i' tenemos

\-t-
l'lÉ

)-t
t
t-l Lo,rbo ).

d,, drt brr"¡
¡-t

?,,

EJEMPLO 2En u,(Ql
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Estos anillos de matrices se r¡s&n en Algebra Lineal. En este contexto pueden

considerarse correspondientes a ciertos tipos de fimciones y, desde este punto de

vista, se puede mostrar que la multiplicación de matrices es precisamente la

composición de funciones. Como la composición de funciones siempre es

asociativa, da otra dernostracióq nr.is elegante, de la ley asociativ¿.

Nótese que tut,(tt) es no conmutativo si n > 2. El ejemplo 3 lo ilustra para

M,(F).

EJEMPLO 3 Como todo campo F mntiene eltrnentos O y l, Ur(f) siernpre tiene

eritre sus elernentos a

l¿ definición de multiplicación de matrices muestra que

t:;)(
0 I

0

mrortras que

0

0\ ro
,J=[o

don«le e,, está en el r4sima fila y s4sima column¿ a" [GrXar)](rr).ur t"yu*

distributivas se prueban de manera anriloga. Consideramos demoshado el siguiente

tmrerna.

TEOREMA I Si F es rm cámpo, entonces el conjrurto a,(f) de tcxlas las

matrices cuadradas de elementos de F forma un anillo bajo Ia suma y

multiplicación de matrices.

[:;),(:t)
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/0 0\/o l\ /0 0)

[o ,Jl.o oJ=l.o oJ

Asi, U r(tt) es no conmutativo. Como

o0
00

es la identidad aditiva, este ejemplo muestrq ademis, que existen divisores de cero

en Ur(F). [,o mismo es cierto sobre rtz, (r), psr¿ ,, > 2. Dejernos como ejercicio

la donoshación de que

I

0

0

I

es el elemento ruritario en Ur(n). En donde I es la nolación para la idenfidad de

la multiplicación en el campo F y no necesariamente el número l.



l. Establecer la importancia del estudio de las matrices y sus operaciones en

la enseñanza de las Matemáticas a nivel medio.

(rrl, (o), r) es un gmpo abeliano.

3 (¿r, (n),.) no es un grupo

4. Las matrices nxn , Wo inversibles bajo la operación producto forman un

efupo.

5. 'Iodas las matrices diado¡rales no singularas forman un subgrupo del grupo
de todas las matrices n x ¿ .

6- El conjturto de la.g matrices de rotación bajo la multiplicación m¿tricial
cnmún, es un grupo conmutativo.

(irr" (n), +,.) es un anillo no conmutativo.'l

8. El conjunto M,(F) de todas las matuices ¿ x ¿ sobre un campo tr- forman

rur anillo bajo la nuna y la multiplicación de matrices.

CONCLUSIONES
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