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INTRODUCCION

La realizacidén de la presente monografia es parte del
proceso de formacidn del Post-Grado en Educacidn
Matematica, tiene como objetivo investigar con
profundidad la temdtica seleccionada para este fin.

Queremos de alguna manera contribuir a éuienes se hallen
interesados en el estudio del Algebra Lineal, 1llegar de
una forma fdcil a este conocimiento, razdén por la cual se
ha desarrollado la investigacién Dbibliogréafica, tomando
en cuenta aspectos fundamentales de los temas y subtemas
del contenido, como son las definiciones, teoremas y sus
respectivas pruebas procurando clarificar con uno o

varios ejemplos.

En la primera parte se realiza un estudio de las
definiciones de matriz, como también de algunos tipos
especiales de matrices que intervienen en la
diagonalizaciodn. A continuacién procuramos fundamentar
el tema con definiciones sobre independencia lineal y
espacio wvectorial con producto interno, para en la
tercera parte entrar a conceptualizar la diagonalizacidn

tomando como fundamento los valores y vectores propios.




CAPITULO I

DIAGONALIZACION ORTOGONAL DE MATRICES CUADRADAS.

1.— DEFINICIONES PRELIMINARES

1.1. MATRICES
DEFINICION.- Sean los conjuntos A y B C Z+, siendo
A=4d 1/ 1,8,y B =2 $34)= L.B,.scumals BOED
una funcién, de AXB a R, § se denomina matriz , si y
s6lo si, a cada par ordenado (i,j) € AxB se le
asigna un numero real aij. A la definicidén expre-

sada la ilustramos con el siguiente esquema gréafico.

¢
AxB R
= =3 %z 1
| (1,13 | > | aia | $(1,1) = a1z
| (1,2) | > | eaaz | $(1,2) = aarz
l I | : |
| (m,n) | > | a1 | $(m,n) = amn
e e | |

Usualmente a una matriz A se representa comoc un
arreglo rectangular de m filas y n columnas, qgque
describimos a continuacidén, y con la cual

permaneceremos en el desarrollo de este trabajo.



aii1 aiz ... ain
A = azi &azz2 ... azn 5 A =(aij) € Mmxn
aml amz amn
h -
1.2. NOTACION.—- Vamos a convenir la forma como sBe

denotard las matrices.

Si para i { A B wsail .}

{1,2,3,...,n}

.
"

| Diremos que las matrices tiene m filas y n columnas, |
alconjunto de las matrices reales se denotard por
Mmxn (R), 8i las matrices son complejas denotaremos

por Mmwn (C), si A € Mmxn, otra notacidén es (aijz) €

Mnur.n(R) -

Ejemplos :
3 0

A = 2 -2 ] Mzxz (R),
1 -4
i i+2

B = € Mzsx= (C)




1.9,

1.4,

VECTOR FILA Y VECTOR COLUMNA.
Cualquier vector X € Rn es una matriz 1xn 6 nxl, en

el primer caso le llamamos vector fila, y para ci

segundo caso vector columna, como vVeremos a
continuacioén.
X =(3,1,0,1 ) € R4 es un vector fila

X € Mixa (R)

1
2
Y = 10 = RE es el vector columna.
T
.
\ /
Yy € Msxi (C)

Puesto que, en el estudio de diagonalizaciédn
ortogonal intervienen algunos tipos de matrices gque
tienen ciertas caracteristicas especiales, conviene
a continuacidén realizar un estudio individualizado

de algunos de ellos.

ALGUNOS TIPOS DE MATRICES.

1.4.1_MATRIZ CUADRADA.

DEFINICION.- A partir de este definicién convenimos

que Mmxn(R) serd reeplazada por Mmxn ; A es una




matriz cuadrada si y s6lo sim = n, esto es si tiene

el mismo numero de filas y columnas.

Ejemplo: ©Sea la matriz:

1 1 1
A = 3 2 1 € Maxz
1 3 2
es una matriz cuadrada 3x3.
1.4.2_DIAGONAL DE UNA MATRIZ
DEFINICION.- Sea a1y € Mmwn, un elemento ais es

parte de la diagonal principal de A, si y 86lo si

i=j . Por ejemplo si

aiil aiz

azi azz

ai11 ¥y azz forman la diagonal principal de A.

1.4.3.MATRIZ DIAGONAL
DEFINICION.- Sea la matriz A = (a13) € Mnxn, n € 2+,
A se denomina matriz diagonal, si y sdélo si cumple
con las siguientes condiciones:
i ) ¥ 1,} € Z+, i), 813 =0

it ) 1 a1y tal que para i=j, ais £ O



La matriz

[400]
A =l0o o ol

o o 3
es una matriz diagonal. .

1.4.4_MATRIZ IDENTIDAD.

DEFINICION.— Sea In € Mmwxn, In es la matriz iden-

tidad nxn si y solamente si all= azz= ... = @amn = 1
y ais = 0, para i £ j, siendo i ={1,2,8,...m} v
-
3 =11,2,3,...,n]
1 O
ITi = | EJ . | - I= = 3
0 i
1 0 © o)
o 1 0 0
In =
O & 1
L )

1.4.5. MATRIZ INVERSA.
DEFINICION.—- Sean A y B € Maxn, B es la matriz
inversa de A, si y s6lo si AB=BA=In. Si la matriz A

tiene inversa entonces decimos que A es inversible.



iii)
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Cominmente a la inversa de A se denota como A-1, de

donde la condicidén queda expresada como

A-1A = AA-1 = In

Utilizando la definicidn,

(A-1)-2 = A

Cabe anotar que esta definicién de matriz inversa,
no asegura gque toda matriz cuadrada tenga inversa,
pues existen matrices cuadradas que no son
inversibles.

Con el propdésito de utilizar matrices para resolver
sistemas de ecuaciones lineales se han definido
sobre sus filas ( o columnas ) las siguientes

operaciones elementales sobre filas y columnas :

Multiplicar una fila por un nimero distinto de

cero.

Sumar el mGltiplo de una fila a otra fila.
Intercambiar dos filas.

Nétese que wuna matriz A = (aiy3) es igual a otra
matriz B = (bis), si y s86lo si ¥i,j € 2Z*+ ais=bis,
por lo tanto las operaciones sobre las filas de una

matriz A pueden alterarla.




MATRIZ AUMENTADA
Si A es una matriz cuadrada, a la matriz [ A|In ] la

denominamos matriz aumentada.

rall 812 ... 8in | I 40 sew ©

azi azz ... a8zn | ‘ O I wus 0
(Alln) = : 3 5 :

| @n1 &nz ... @nn | o 0 N

Siendo ai3 € Mnxn

Ejemplo

o]
1]
Il
v

(A L)

MATRICES ESCALONADA REDUCIDA POR FILAS.

DEFINICION. - Se dice gque una matriz es escalonada
reducida por filas si v soclamente si se cumplen las

condiciones siguientes

1) Todas las filas cuyos elementos son en su totalidad
ceros aparecen en la parte inferior de la matriz.
ii) El primer numero diferente de cero en cualgquier fila

que no contiene ceros es 1, ( a partir de 1la

izquierda).




ijii) Si dos filas sucesivas no contienen solamente ceros

iv)

a)

b)

c)

entonces el primer 1 en la [ila inferior ocurre
hacia la derecha del primer 1.
Cualguier columna gue contenga el primer 1 de una

fila tiene ceros en las demds posiciones.

PROCEDIMIENTO PARA CALCULAR LA INVERSA DE UNA MATRIZ

CUADRADA A.

A continuacién se describe un procedimiento que
permite encontrar la inversa de una matriz cuadrada,
o determinar si tal inversa no existe; en el mismo

se usa el concepto de matriz escalonada o reducida.

Se escribe la matriz aumentada (AllIn).
Por medio de las operaciones elementales sobre
(AlIn), reducimos a ésta a su forma escalonada.

Si se consigue pasar de (AlIn) a (In!B), A es

inversible v B es la inversa de A.

Ilustraremos ahora el procedimiento :

2 4 3
A = 8] 1 -1 € Maxsa
3 B 7




Paso i)

>
on)
4]
1l
w O W
[t -

Ri -> %Ri1

1
0

Ra->R=-3Ra1
Ri -> Ri-R= 1
0
Rz -> Ra+R2 0
Rz -> 2/3R=

Rz-> Rz+Rs=

Ri-> Ri-7/2Ra [

1
o
o]

@]

O =

[

3/2

3/2

5/2

T/2

3/2

4

2

0
0
1

o
O ™
1
\
112 0 0
0 1 0|~
| &8 & 1
' 1,2 0 O]
L0 1 0w
1-3/2 0 1]
1/2 -2 0
0O 1 0|~
_3/2 1 1
1/2 -2 0
o 1 0
1 2/3 2/3
4 -13/3 -7/3
' -1 5,3 2/3
\ -1 2/3 2/3

(I.B)




. atcas

Anst il

e 10
Paso iii)
4 -13/3 -7/3
B = -1 5/2 2/3| = A-1
-1 2/3 2/3
VERIFICACION:
4 -13/3 -7/3 2 4 3 i 0 g
A-1A =|-1 5/3 2/3 0O 1 -1 g 1 0 = AA-2
-1 2/3 2/3 3 B T c 0 1

Luego A es una matriz inversible ¥y

4 -13/3 -=-7/3
B =|-1 5/3 2/3| es su inversa A-1

=1 2/3 2/3

1.4.6. MATRIZ TRANSPUESTA.
DEFINICION.— Si A = (ai13), A € Mmxn. A® se la
denomina transpuesta de A, si y s6lo si At=(agxir ).
Esto es, la transpuesta de una matriz se determina

por el intercambio de filas por columnas en la

matriz A.
Si
1 2 4 1 -2 8
A= 2 1 4}, At =| 2 1 4
3 4 1 4 4 1



11

| 1.4.7. MATRICES ORTOGONALES.
‘ DEFINICION.- Sea @ € Mnxn una matriz inversible,
entonces @ es ortogonal, si ¥y s6lo si Q™+ = %,

nétese gue

]
=

QTQ = Q71Q

Con las siguientes matrices, qgque suponemos son la
inicial @, su transpuesta Qt, e inversa @2,
respectivamente mostraremos un ejemplo donde Q es

ortogonal.

Verificando la igualdad Q1@ = Q%Q = In.
Luego
% % x % 1 0
RE-1 = = = In
-% % % % 0 i

Por lo tanto, Q es ortogonal.

1.4.8. MATRIZ SIMETRICA.
DEFINICION.—- Sea A € Mmuxn. A es simétrica, si y

sé¢io 81 A* = 4. Nbétese que esta definicibébn hace
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que m = n. Este es un caso muy especial de

matrices, puesto que, las propiedades de A, son

importantes en la diagonalizacién de matri~es,.

tema gque es motivo central de este trabajo.

MATRICES SIMILARES.
DEFINICION.—- Sean las matrices A,B € Mnyn, la
matriz B es similar o semejante a la matriz A, si

vy s86lo si existe una matriz C € Mnxn inversible,

tal que
B = C-1AC
\
|
Sean
2 i ) 4 -2 2 -1
A= 5 B = . —
0 -1 5 -3 -1 8
1 -1
C—3 =
-1 2
Veamos si, B = C-1AC %
-
1 -1 2 1 2 -1
B =
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1 25l - 5 -
J iy |3 -3

Por lo tanto, A y B son matrices similares.



CAPITULO IXT

2.— DEFINICIONES FUNDAMENTALES EN LA DIAGONALIZACION
DE MATRICES.
Para tratar el tema central de nuestro trabajo,
debemos tener en cuenta ciertos conocimientos
previos, relativos a combinacidén lineal de vectores,
independencia lineal de vectores, espacio generado,
etc., con los cuales fundamentamos nuestro estudio

sobre diagonalizacidn.

2.1. COMBINACION LINEAIL.
DEFINICION. - Sea v un espacio vectorial,
vi,V2,...,Vn, vectores en V, ci,cz,...,tn constantes
reales, v € V es una combinacidén lineal de
Vi, V2,...:Vn 81 y 86lo =i es cierto que:

Vv = cavi + czvz + ... + CnVn

Sea la matriz :

<
1

v €s una combinacidén lineal de las matrices, vi y vz




1l v c= =3 pues

Siendo ca1

v = 1lvi + 3vz

ESPACIO GENERADO.
DEFINICION.— Sean vi,v2,...,Vvn vectores en V, se
dice que V es un espacio generado Ppor vi,vVz,...,Vn,

si v sélo si todo wvector v de V se puede expresar

como combinacién lineal de wvi,vz,....Vn. Esto es,
para todo v € V existen escalares ai,az,...,an tal
es gque:

Vv = aivi + azvz +...+ anvn



2.8

iz)

16
INDEPENDENCIA LINEAL.
DEFINICION.- Sea V un espacio vectorial y
VisVE,...van € V. Los wvectores vi,vz,...Va son

linealmente independientes en V, si y s86lo si la
combinacién lineal cavi + czvz +...+CnVn = Ov tienen
como unica solucién. ci=cz=...=cn=0 .

Caso contrario se dira que tales vectores son
linealmente dependientes.

Un conjunto de vectores puede ser linealmente
independiente en V ¥y no generarlo,de igual manera
que pueden generar un Espacio Vectorial ¥y no ser
linealmente independientes en el mismo; por ejemplo
{(1,0),(0,1),(1,2)} genera R2 pero no es linealmente
independientes en RZ.

De agqui surge la definicidén de base de un Espacio

Vectorial.

BASE.
DEFINICION.- Un conjunto {vi,vz,...,vn } es una base

de un espacio vectorial V, si y sé6lo si :

{ vi,vZ2,...,Vvn} es8 linealmente independiente en V, y
{ vi,v2,...,Vvn } genera a V.
A continuacién presentamos algunos espacios

vectoriales y algunas de sus bases.
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El espacio vectorial R tiene una base B = {1}.
El espacio vectorial R2 tiene una base B ={ (2,0),(0,3)},

El espacio vectorial R3 tiene una base

B=¢{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) 1,

es una base para el espaclo vectorial de las matrices
2%2.
B = {1,%,%2} es una base para un espacio vectorial de

los polinomios de grado = 2.

2.5. DIMENSION.

DIMENSION.—- Sea V un espacio vectorial de n vectores
en V, se denomina dimensién de V al namero entero
n, si y s86lo sin es igual a la cantidad de
vectores en una base de V.

De los espacios vectoriales previamente nombrados R
tiene dimensidén uno, R2 tiene dimensién dos, Rn
tiene dimensién n, Mmxn tiene dimensién mxn, y la
dimensidén del espacio vectorialde los polinomios Pn

es n+l.
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2.6. ESPACIO VECTORIAL CON PRODUCTO INTERNO.

Supongamos que se ha visto como ‘''multiplicar”
vectores en R* a fin de obtener un escalar. A este ‘
producto escalar se lo 1llama también producto
interno. En otros espacios vectoriales también se
pueden definir un producto interno. Antes de dar una
definicién general, cabe sefialar que en BRn el
producto interno de dos vectores es un escalar real.

Supdngase que V es un espacio vectorial wvi,vz,...vVn

estdn en V v que (vi,vz) € VxV.

V es un espacio vectorial con producto interno si y
s6lo si tiene definida una funcidén ¢, que va de VxV
a R (:VxV->R) v p(vi,vz)=<vi,v2>€ER) tal que cumpla

con las siguientes condiciones.

i) <va+vz,ve>= <vi,va>+<vz,va> ; V vai,ve,va € V.
ii) <avai,ve> = a<vi,vz> ; VaeR, Vvi,vz € V.
jii)<vi,ve> = <vg,vi> ; V vi,vz € V.

O : Vwi € V.

1l

iv) <vi,vi>

NOTACION.— A la funcidn producto interno definida

sobre une espacio vectorial v se lo denota :

$ (vi,vz) = <vi,ve> € R

|
$ : VxV -> R
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S5i V es un espacio vectorial con producto interno
dos vectores vi,vz que pertenecen a V son
ortogonales, sl y s6lo si <vi,ve>=0. Esta def.nicion
se ruede extender a n vectores V1:V25.-20sVn
constituyéndose ellos en un conjunto ortogonal de
vectores en V, si y sélo si el producto interno de

<vai,vg> = 0, V i+j .

La norma de un vector v cualgquiera en un espacio
vectorial V sobre el que se ha definide un producto
interno lo denotaremos por ”v” v se lo define de la

siguiente manera:

I v | =+ 4 <v1,¥25

Esto es, la norma de un vector es igual a la raiz
cuadrada positiva del producto interno del vector v
consige mismo.
Sea (3,4) € R2 , definimos el producto interno scbre
R2, como <Vi,Vve> = XiXz + yivz, siendo vi=(xXi,yvi) ¥
ve=(x2,y2), bajo estas condiciones :

| (3.4 = +4 32+42
+{9+16
+{ 25

= #*b
De lo expuesto se puede probar que la definicién de

norma exige que se cumpla lo siguiente:
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i) ”v”ZO s ¥ e V.
ii) ”v“=0 si y 86lo 8i v = O~

iij) |jva+vz| = HV1"+”V2H > V vi,vz € V.

TRANSFORMACIONES LINEALES.

En esta seccidén se estudiarada un tipo especial de
funciones, llamadas transformaciones lineales gque
ocurren a menudo en el Algebra Lineal puesto que son

importantes en una gran variedad de aplicaciones.

DEFINICION.- BSean V y W espacios vectoriales, una
transformacién lineal T de V a W es una funcién T
(T:V->W) que asigna a cada vector v en V, un
vector utnico T(v)eEW vy que cumple con las siguientes
propiedades:

i) T(vai+vz) = T(va)+T(vz); Vvi,vz € V.

ii) T(av) = aT(v) ; Vve V, V a € R.

Sea (T:R2->R=2) una funcidén de R2 a R® definida por:

x X+y
d b = | ==y
v 3y

Se verificard si T es una transformacidén lineal.

Asi, si wvi (x1,¥1)

ve = (Xz,¥2)




Veamos si:

i) T(vi+va)= Tivi)+T{(vz)

—
| Xi X2
T | +
| vi vz
e
Pero,
— —
| ®a + xz | 2o
| =i = ¥z | = T
| 3y1 | va
b sl

-

21

X3 + Rz

¥yi + y2

— L

| = %+ %2 ¥ ¥ ¥z |
[ X1 + X2 -y1 -vz |
| 3yi + 3yz |

= —

| vi + vz ] Xz

] vz | vz

= T(vi)+T(vz)




22
Veamos si
ii) T(av) = a T(v)
— 1 I =7 (. 1 r— 1 S
| =11 | ex| | axtay | | =+y | | = ]
Tla| ||=] |=|eay|=a xvy|=a |
| 1l | | | 3w | | 3v | | v |

1

Entonces T es una transformacidén lineal.

aT(v)

2.8. REPRESENTACION MATRICIAL DE UNA TRANSFORMACION

LINEAL.
Sea A € Mnxn una matriz real, T:Rn->Rn una
transformacién lineal definida por T(x) = Ax. Ahora

se verd que para toda transformacién lineal de R» a

Rn existe una matriz Anxn tal que T(x) = A(x) s8i x €

Rn,

Una vez que se conozca la transformacidén lineal,

se

puede evaluar T(x) para toda x € Rr»r mediante una

multiplicacién matricial.

El siguiente teorema nos indica que 1la matriz A

Tinica y se denomina matriz de la transformacidn,

se la denota AT

|
|
|
es |
|
|

¥

TEOREMA.—- Sea T: Rn->Rm una transformacién lineal.

Entonces existe ura sola matrisz Ar tal que T(x)=ATX

para todo Xe Rxn.
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PRUEBA
Sean wi = Tei, wz = Tez,..., wn = Ten. Supdngase gue
AT es la matriz cuyas columnas s8sOn wi,wW2,...,Wn ¥ |

también que AT denota la transformacidén de R» a R»

que multiplica a la izquierda por Ar. ©Si

r‘ =
] aili |
wa = | azi | Bl 4= i ww anll
I =
| ami |
L —
T . 2 N — =
| ai11 812 ... ain [| 01 | | ali]
Ares = | azi1 azz ... azn || Oz | = [ azi | = Wi
[. = @ : Hs®  pE
| 8nl1 &n2 ... 8nn || On | | ani |
| - I 1 S - | - —
Por tanto, Aresi= wi, si 1 = 1,2,...,n.

T yv 1la transformacién AT son lo mismo porgue
coincide con sus vectores base.

Ahora ya se puede mostrar que Ar es Unica, supodngase
que T(x) = Arx yv T(x) = Brx para todo x € Rn.
Entonces AtrX = BrX o, haciendo Cr = Ar - Br, se
tiene que CrX=0 para todo x € R». En particular,

Cre1=0 s. 1i= 1,2,....,n. Pero, coio se wve en la
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demostracién de la primera parte del teorema, Cres
es la n-ésima columna de Cr. Por tanto, cada una de
las n columnas de Cr es el vector con.m cerocs v Ot =
0, la matriz cero de mxn. Esto muestra que

AT = Br

PROCESO DE ORTOGONALIZACION DE GRAM-SCHMITDT

Hemos establecido cuando un conjunto no vacio de
vectores es ortogonal en un espacio vectorial sobre
V y ademds, podemos probar que todo conjunto de
vectores ortogonales en ¥, es linealmente
independiente en v, pero la reciproca de esta
proposicidn nd es verdadera, esto es si un conjunto
de vectores es linealmente independiente en V, no
necesariamente es ortogonal en V, por 1lo tanto es
necesario disponer de un conjunto ortonormal
mediante wun método gque nos permita construir una
base ortogonal a partir de cualquier base, esto es,
de un conjunto de vectores que sean linealmente
independientes en V y ademds lo generen a V.

A continuacién damos el proceso de este método gque
es de caracter constructivo y al que lo denominamos
Proceso de Ortogonalizacidén de Gram-Schmidt.

Sea Be una base vy

Bo = { vi,v2,...,Vn}
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Mediante el proceso llevaremos esta base a Ba={ vi~’,
vz ,...,Vva } que es una base ortogonal y luego
construimos Bz = { ui, uz,...,un } Que es una base
de vectores ortonormales, la que buscamos.

.

Hagamos que

1.= 9" = Wi, Wil =1 "4 ”Vl'”
Ahora,
2.- v27 = vz - <vz,ui>ui

3.- vz ' es ortogonal a ui.

Pues
<ui,ve > = <ui,vz - <vz.,uid>u1i
= <ur.,uz> - <vz,vi><ui,ui>
Si <ux,ui> = 1
= <ui,vz> - <vz,vi>
Luego
<ui,ve> = 0 => ui1 y vz son ortogonales.

Probamos ahora que si
4.- vz = v2'/||v27|| , |uz] = 1
ui y vz  son ortonormales.
Hagamos que
5.—- v3~ = va - <va,ui>ui - <vs,vz>uz
verificamos gque va” es ortogonal a ui ¥y u=.
<u1i,va’ > = <ui,vs—<vz,ui>ui-<vsa,uz>uz>

= dui,va>—-<ui,<va,ui>ui>-<ul,<va,uz><uz,uz>

<u1,Va>—<v3a,ui><ui.uir—<va,uz><uz,uz>
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Pero <uz,uz> = 1

= <11,V3>—<V3,U1>

<Uui,vVa>—-<ui,vaz>

Luego va y ui son ortogonales .

<uz,vs > = <uz,vs—<va,ui>—<vaz,uz>uz>
= <uz,va>—-<uz,<va,ui>ui>—<uz,<vsa,uz>uz>
= <uz,vse>-0-<vsz,uz>uz,uz>

= <ugz,var>—-<va,vz> = 0

6.- Definimos us= vs'/”vs’”

|
|
|
| Se puede concluir que :

Vie = Vk—<Vk,U1i>Uu1i—-<vi,Uz>u=z...

—<Vik,Ui>U4.. .<Vk,Uk—1>Uk-—1.

donde k>1 k=n, es el k-ésimo vector ortogonal.

uxe = v/ ||vi||
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3. VALORES Y VECTORES CARACTERISTICOS.

En esta seccién se realizaréd el estudio del proceso
de diagonalizacidén de matrices cuadradas, puesto que
del cédlculo de los valores propios o caracteristicos
dependen los vectores caracteristicos, como se veré
a continuacién.
DEFINICION. - Sea A € Mnxn. El nimero X (real 6
complejo) recibe el nombre de valor caracteristico
de A, si existe algin vector v € Cn diferente de
cero, tal gque

A& = Av

I
|
|
|
CAPITUILILLO IIX
Se dice que el vector diferente de cero -(v=0) es un

vector caracteristicolde A, correspondiente al
valor caracteristico k .
Sean A, In € Mmxn. Si A = 1In, v ademds v es
cualguier vector v € C»n, Entonces se obtiene la
siguiente ecuacidn :
I
Av =AInv =lv |
I

Supdongase que R es un valor caracteristico de A.
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(x1)
Entonces existe un vector wva| Xz + (0]
Reo
Tal que Av = Av = ‘LIV, de donde al reescribir se

obtiene:

{ A=XI )v = Ov

Si A € Mnwxwn la expresidn anterior representa un
sistema homogéneo de n ecuaciones con Xi,XZ,...,Xn
incégnitas y (A-AI)v = 0 tiene soluciones no
triviales y es el valor caracteristico de A.

Por otra parte si el det(A—AI)#O entonces la tnica
solucidén de la ecuacidn es que v = 0, de modo qQue no
es un valor propio de A.

Como se puede observar la ecuacidn U¥—kl)v = 0 es
necesaria y suficiente para diagonalizar matrices,
puesto que a partir del det(A;)I)=O se calculan los

valores y vectores caracteristicos.

ECUACION Y POLINOMIO CARACTERISTICO.

DEFINICION.- det(A—lI)v = 0, se denomina ecuacién
caracteristica de A , si y s6lo s8i v es un vector
caracteristico de A ﬁles el valor caracteristico,
ademds si P(4) = det(A-AI) a esta expresién se lo

llama polinomio caracteristico que generalmente se




lo representa

| P(f) = k» +bn-1»+1 +...+b1 + bo = O.

Si a b a b

1]
|
54

A = . entonces A—II

be
=> P(l) = k2 - (a+d)] + (ad-be)

6 complejos tiene exactamente n raices.

exactamente n valores caracteristicos

es necesario definir:

a) la multiplicidad geométrica y,

b) la multiplicidad algebraica.

3.2. MULTIPLICIDAD GEOMETRICA.

DEFINICION.- i 1, es el +valor caracteristico

de

29

de donde el polinomio P(l) ia det(A—)ﬁ) = (a-i)(d-k)—

Todo polinomio A de grado n con coeficientes reales
De esto se concluye toda matriz de nxn tiene

Al hablar de los valores y vectores caracteristicos

la
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matriz A, entonces la multiplicidad geométrica de \
es la dimensién del espacio gue sus correspondientes
vvectores propios generan el espacio, aque se depota By
v se denomina espacio caracteristico.

Multiplicidad geométrica de A = dim Ex = v(A-RI)

3.3. MULTIPLICIDAD ALGEBRAICA.
DEFINICION.—- Si A es una matriz cuadrada y simétrica
la multiplicidad algebraica de:l, es igual al numero
de raices ©6 valores gue toma un particularj( - O1
por ejemplo ( & = 1) = 0, la multiplicidad

algebraica del =1 es igual a 3.

3.4.PROCESO PARA ENCONTRAR LOS VALORES Y VECTORES
CARACTERISTICOS.

Av = A v '=> Av- Av = Ov
=5 (A-AI)v = Ov, v4§0

=> A~11 = O

1.- Se calcula el det( A-AI)=0.
2.— Se determinan los valores caracteristicos que
resultan del polinomio P(A) = det (A-AI).

3.—- Con los valores caracteristicos se determinan

los vectores propios.
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En el siguiente ejemplo se
estipulados anteriormente.

Sea A € Mzxz,

g
A =
1
o 1 1 0
A-11 = - A
i 2 0
2=k 1
det = (2-%
1 21

Si |2 -4k+3 = 0 => (K -3)( 1%

son los wvalores propios

multiplicidad algebraica dex

Trabajamos ahora con (A-3I)X

X1 = Xz, X2 € R, pues

31

pueden observar los pasos

4
2

ok 1
1 1 M
2-1 = 2 -4\ +3

TR N s, W

tomando 1:= 3, la
=3 es 1.

= Ov

1 ¥ O i -1 |0
-1 | 0 0 o 1.0
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7

X1 Xz 1
= e X2 => B = {(1,1)} es una base
Xz X2 L1 para el aspacio
caracteristico de-L|= 3,
6 también denotado por
Es,
Parahz =1 la multiplicidad algebraica es 1, ademés
(A-1I)X = Ov es
2-1 1 X1 0 : l O 1 110
= =) e
.| Z=1 = 0 1 i 1 0 0 010
X1 = - X2, Xz € R, pues
X1 -Xz -1
= = X2
Xz Xz 1
B = {(=1531)} es una base para el espacio

caracteristico de Z;z 1, esto es, Ei.

3.5. MATRICES SIMILARES Y DIAGONALIZACION.
En la seccidén 1.4.8 (pdg#l0) se definid matrices
gsimilares v se afirmaba que para que A v B sean
similares, debe existir una matriz inversible
C € Mnyn, tal que B = C-1 AC, consideremos la

siguiente deifinicidn.
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3.5.1._MATRIZ DIAGONALIZABLE.
DEFINICION.—- Sea A € Mnxn, A es diagonalizable si y
s6lo si existe una matriz diasgonal D, similar a la
matriz A, tal que D = C-1AC. De las dos definiciones
se concluye que diagonalizar una matriz cuadrada es
encontrar otra matriz C inversible tal que se cumpla

la siguiente condicién:

B = C-1AC

3.5.2 TRANSFORMACION DE SIMILARIDAD.
DEFINICION.- La funcidén definida por B = C-1AC, que
transforma la matriz A en la matriz B denotada por

T(A) = C-1AC.

De alli la importancia del estudio de
transformaciones lineales, pues la diagonalizacién

también es una transformacidén lineal.

COMENTARIO : " Ya qgque existe un numero infinito de
formas de elegir un vector caracteristico existe un
numero infinito de formas de elegir la matriz de
diagonalizacién C "

Con el siguiente ejemplo explicaremos el proceso de

la diagonalizacién de matrices.
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MATRICES SIMETRICAS Y DIAGONALIZACION ORTOGONAL.

En esta seccidén utilizaremos la definicién dada en
la seccién 1.4.7 sobre matrices simétricas. Puesto
que sus propiedades son importante como "toda matriz
simétrica tiene n vectores caracteristicos reales
linealmente independientes v por tanto es

diagonalizable, si y s6lo si A = A "

PROPIEDADES DE LAS MATRICES SIMETRICAS.

Si A es una matriz simétrica entonces se cumplen las

siguientes propiedades:

i) A € Mnxn es diagonalizable.
ii) Los valores caracteristicos son numeros
reales.

iii) Los valores caracteristicos de A corresponden

a los valores propios.

DIAGONALIZACION ORTOGONAL.

DEFINICION.- Se dice qgque A € Mnxn es diagonalizable
ortogonalmente, 8i y s6lo si existe una matriz
ortogonal Q@ tal que:

QvAQ = D
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5i ademéds Q es ortogonal; esto es, Qt=@-1 por lo
tanto la expresidn anterior se puede escribir:

Q™1AQ = U

Notese que esta expresidn corresponde a la forma
general de diagonalizacién' vy que las matrices
simétricas tienen trascedental importancia en la

diagonalizacidn de matrices.



4.

4.1.
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CONCLUSIONES.

Optar por un curso de Algebra Lineal es necesario
para estudiantes de las diferentes disciplinas
debido a la invencién de las computadoras de alta
velocidad, como también a la aplicacién de las
matemdticas en dreas no técnicas.

Las funciones son consideradas como un capitulo
importante que se debe profundizar a todo nivel,
puesto que es la base cientifica de la matemédtica
moderna. "Todo en matemédtica es una funcidén".

En el conocimiento de los valores y vectores propios
convergen todas las definiciones de los temas
preliminares.

De los valores vy vectores propios se deduce la
diagonalizacién de matrices cuadradas.
Todas las matrices simétricas son diagonalizables,

por consiguiente tendran valores y vectores propios.
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ABREVIATURAS
& Conjuntos de todos los enteros positivos
R Conjuntos de todos los numeros reales

Mmxen(C) Conjunto de todas las matrices complejas mxn
Mmsen (R)=(Mms»n) Conjunto de todas las matrices reales mxn

A € Mmyenm Matriz A elemento del conjunto de las matrices

reales
¥ Cuantificador universal "para cualquier”
¥ Diferente de
2= Espacio real bidimensional
RrR" Espacio real n-dimensional
€ Es elemento de
$ Funcién (fi)
= Igual a
(Aib) Matriz aumentada del sistema lineal egquivalente
- Negacidn
[l Norma de un vector
<V ,Vv> Producto interno
C Subconjunto de

} Valor caracteristico




