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I}TTRODUCCION

La realizacj.ón de 1a preaente monografía es parte de1

proceEo de formrr.cr5n del Poet-Grado en Educación

Matemática, tiene colr¡o objetLvo inve8tiEar con

profundidad la temática gelecclonada para este fin.

Que:remoE de alguna manera contribuir a quienes ee hallen

interesadoe en el eEtudio del Al"Eebra Lineal, 11egar de

u¡ra forma fácil a e6te coaocimiento, razón por Ia cual ee

tra desarroll,ado Ia lnvetstigación bibliográfica, tonando

en cuenta aBpectos fundamentalee de loe temae y subteuae

ciel contenido, como gon las definicionea, teoremaa y Eug

reapectivaa pruebae procurando clarificar con uno o

varÍoe ej emploe.

En Ia primera parte 6e realíza un eatudlo de las

<iefiniciones de matriz, como también de alEunos tipoa

eepeci.ales de matrices que intervienen en la
diagonal izac ión - A continuación procuramos fi:¡damentar

ef tema con definiciones eobre independencia lineal y

esI>acio vectorial con producto interno, I>ara en 1a

tercera parte entrar a conceptualizar Ia dlagonalizaclón

tomando como fundemento Log valoree y vectorea proPioe.



CAPTTIrf,/O I

DIAGONALIZACION ORIOGO¡IAI, DB I'ATRICES CUADRJADAS.

1._ DEETNICIONBS PRELII{INARtsS

1- 1- MATRICTS

DEFINICION- - Sean los conJuntoe A y B C Z*, eiendo

A- { i/i= L,2,...,a}, B= {i/i= 1,2,...,n}, sea 0

una función, de AxB a R, ¡ü se denomina matriz ' ai y

só1o si, a cada par ordenado (i,i) € AxB ee le
as5.gna u¡r número reel arJ - A 1a defiaición exPre-

sada 1a ilustramoe con e1 aigrriente eBguema gráfico.

0

AxB R

| (1,1) 
|

I (1,2) 
I

l:l
| (m,n) 

I

l:l

0(1,1) = arr

t[(1,2) = arz

0(ro,n) a¡rrr

Ugualmente a una matriz A se representa como un

arreglo rectangular de rn filae y n co lumnaa, que

descrlbimoe a continuación, y con la cual

perE¡aneceremos en eI desarrollo de eate trabajo.



A

a1l, &L2

421 422

aEl1 aEz

::l

*]

A =(alJ ) € ME<rr

,1 NOTACION - - Va.¡noe a convenir

denotará 1as matrices.

1a forma como ele

Si para i = {. 1,2,3,...,8r }

= { 1,2,3,.. -,n }

Diremoe que Iaa matriceg tiene m filae y n co lu.E¡nas,

alconjunto de las matriceB reafes se denotará por

M-*- (R), ei lae matrices eon complejeg denotaremoB

por t{rr:<'¡ (C), ei A € Ma:<n r ot:'a notación eg (ar¡) e

M"r*-(R).

Ej emplos

J

A

l-

o

-4

i i+2

e Me:<z (R),

B e l7z*z (C)



1.3. VECIDB ETIA Y VECIDB COI.,UI{NA.

Cualquier wector X € Rr¡ e6 una metriz 1xn ó nx1,

eI priúer caeo 1e L 1¿¡¡a¡nog vector flIa, y para

aeEu¡do caso vector columna, como veremoa

continuación.

X = ( 3,1,0,1 ) e Ra ee un'vector fila
X e Hr¡.¿ (R)

en

a

€ R6 ee e1 vector co luru¡a.

y e Ma*r (C)

Pueeto que, en e1 estudio de diagonallzación

ortogorral intervj,enen alEunoB tipos de natricee que

tienen ciertaa caracterÍetlcae especlalee, conviene

a co:ltinuación realizar un estudi.o lndivldualizado

de algunos de eIloe.

L.4. AIfiINOS TIPOS DE üAI?,ICES.

1.4.1.UATRIZ q}ADMDA.

DBFINICION - - A partir de eete definición convenimoe

que M-*'(R) será reeplazade por Mm:.¡r i A es une

Y

lil



matrj-z cuadrad€' si y Bó1o si E = n,

e1 Eigmo número de filae y coh:mnae.

EjempJ.o: Sea Ia matriz:
111
321
132

4

etsto ea ei tiene

e MsxeA

e¡l una metriz cuadrada 3x3.

1.4-3.}IA1B,IZ DIA@NAL

DEFIT{ICION - - Sea La matriz A =

A se denomina matriz diagonal,

con lae ei-guientes condici.ones:

i ) ¡É i,.j € Z*, í+i, aiJ = O

ii ) J ar¡ tal que para i=j,

11

(ar¡) e Mnxr¡, n e Z+,

si y só 1o si cutnple

A I f

a:-:. y a22 forman Ia diagonal pr j,ncipal de A.

a1J +o

1.4.2.DIAGONAL DE T'NA I{AIRIZ

DEFINICION - - Sea ar¡ € l{r¡¡tn ¡ un elemento ar5 eB

parte de 1a diagonal I>rinci,¡>al de A, sl y Bó1o 6i
i=j Por ejemplo si

""="]
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La matriz

A

es una matriz diagonal . '

=[

L

4

o

o

ol

ol

.J

o

o

o

1. 4.4.I{AIRIZ IDETITIDAD.

DEFINICIOI¡ - - Sea Ir, € Mroix'l '
tidad nxn Ei y eolanente Bi

Y a1J =0' Parai+i,
t =11,2,a,. -.,aJ

fn ee la matrlz iden-

a!L= azZ= -.. = ADn = 1

Biendo i ={1,2,3,...n} v

Ir = t 1 l T^
t,=l..

1.4-5- I{ATRTZ INVEnSA-

DEFINfCION-- Sean A y B e Mn:..,, B ee 1a natriz
inverea de A, si y sóIo si AB=BA= Ir¡. Sj- 1a matriz A

tiene inversa entonceB decj-moB que A ea Ínversible.

"l
J

"l
ol

;J

(, o o

l" 1 o

I

lo' o' ,'



t)

Comúnmente a 1a inverea de A ee denota como A-1,

donde la condicj-ón queda expresada como

de

A-1A = fu\-1 I.

Util-izando 1a definición,

(A-r¡-r A

Cabe anotar que egta definlción de matriz inverea,

no aeegure que toda matríz cuadrada tenBa inversa,

pues existen matricee cuadradas que no Bon

inversibles.
Con e1 propóEito de utilizar matricee para resolver

sistemae de ecuaci-oneB lineaLes se han definido

6obre sus filas ( o co }:.nnas ) lae siguientee

operaeiones elementalee sobre filas y columr¡as :

i) Hultiplicar una fila por un nú.mero dl.etinto de

cero -

5.i) Su.mar eI ¡núItiplo de una flla a otra fila.
iii) Intercambi.ar doe filas -

Nóteee que una matriz A = (ar¡ ) ee ieual a otra
matrlz B = (br¡), ei y eó1o ei Íi, j € Z'+ erJ=baJ,

por Lo tanto las operacionee sobre 1as fllae de una

matrlz A pueden alterarla.
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HATRTZ AU}IE{TADA

Si A ee una matriz

denomi-namoe matriz

cuadrada, a la matriz I AiI¡, ] la
an]ñentada .

aL1 412

421 a22

8.n l- a.n2

Siendo ar¡ € Mrr-:<a

Ej e¡opLo :

an¡r. I O O

azr¡ i

=> (AiI)

aJ-rr i 1

o 1

(Air.)

7 2i1

1)

A

3 4i0

HATRICES ESCAIONADA REDIICIDA POR FITAS.

DBFINICION-- Se dice

reducida por filaa si
condlcj,ones siguientes

que une. matriz eÉ eacalonada

y solamer¡te 6i Be cumplen 1as

t)

ii)

Todas 1as filas cuyos elementos son en ru totalidad
ceroa aparecen en La parte lnferior de la m,striz.

E1 primer número diferente de cero en cualquler flla
que no contiene cero6 eB 1, ( a partir de 1a

izquierda ) .

o

:l
;"1

t: )



I

iii) Si dos filas sucesivae no cont ienen Bolamente ceroa

entonces e1 primer 1 en la iila irrferior ocume

hacia la derecha del primer 1.

iw) Cual-quier coh¡mna que contenga e1 primer 1 de una

fila tiene cerog en las demáé poeicionee-

PROCEDIfiENTO PARA CArcUI,AR TA I¡ÍVERSA DE I'NA T,IATRIZ

SIADRADA A.

A continuacLón Be deecribe un procedimiento que

perEite encontrar Ia inversa de una matriz cuadrada,

o determinar si tal inverBa no exi6te; en eI mismo

se usa e1 concepto de matriz esca.l-onada o reducida.

a)

b)

c)

Se eecribe La matriz aumentada (AlI-).

Por medio de lae operaciones elementeles eobre

(AiI-), reducimoe a ésta a su forma escalonada.

Si se coneigue I>aear de (Ailrr) a (InlB), A

inversible y B es Ia inversa de A,

es

I Lustraremoe ahora e1 procedimiento :

^ =l,: ; :l eMs¡<s

L" ur)



Paeo i)

( A iI-)

Rr _> láRr

Rs- >Rs- 3Rr

Rr -> Rr-Rz

Rs _> Rs+Rz

Rs -> 2,/3Rs

Rr-> Rr-7,/2Re

Rz-> Rz+Rs

243i1
o 1-1 io
3 5 ?iO

I -¿ r

5 7i

o'l

t/2 0

o1

l7/2 0

io1
i-3/2 O

o

1

o

1

o

e

1

o

o

1

o

o

2 3/2

1-1
-1 5/2

o ?/2

1 -1
o 3/2

o

o

2/3

o

o

1

U

1

i 1,/2 -2

io1
i-3/2 1

o

1

o 7,/2 i

1 -1 I

o1l

L/¿

o

-1

1

2/3

1

o

o

o

1

U

o i 4 -13/s
o i-1 5/3

1 l-1 2/3

(IIB)

t:
l"

-7rc\
zrc1
zrc)



&iltt¡tc

't'tns

...::::"" 
MCtcñ¡ti'.t

rt¡tloltca
rl-cmt'o Qrriz tgo¡ '

Paso iii )

VERIFICACION:

B

-13/3

2/3

-13/3
5/2

2/3

-;:,:A4

-l-

-1

A- AA

-7 /3
z/ .7

2/3

AA- A

4

-I

-1

o

¡l

4

1

Luego A es una matriz inversible y

B

4

=l:
[.-,

-73/3
5/3

2/3

-7 /s
2/3

2/3

6. TIATRIZ ÍMNSPT'ESIA.

DEFII¡ICION-- Si A = (ar¡), A e

denomina transpuesta de A, 6i y

Esto ee, Ia tranepueBta de una

por eI i.ntercambio de fllas ¡>or

matriz A.

si

es su inversa A-l

Mor*rr. A! eg 1a

Éó1o 6i A¿=(a¡r ).

matriz se determlna

columnas en La

1

^=[

1

2

.f

4

1

A!

10

li':;l

t;;;l
1

4



t-4-7 - lrAlRrCES ORIOGONAT,ES-

DEFfNfCION - - Sea Q É ¡f::,r-

entoncee Q ee ortogonal , ei

nóteae que

QltQ = Q- 1Q =

una matriz

y eól.o ei

11

inve:reible ,

Q-1 - {t',

-r

Con laB eiguientee matriceg, que Euponemoa eon 1a

inicial e, su tranepueete. Q!, e inversa Q-1,

reepectivanente moatrarenoa un eJemplo donde Q ee

ortogonal .

.=[

,Él4

[:]

,5 -rá

,r4

)á -)á

Q- a=

-k

4 -rá .LU

o1

)á t5

I

I

Verificando Ia i.guafdad Q-rQ = QtQ

Luego :

oo- a

)á

Por lo tanto, Q es ortogonal .

L - 4 -A - HATBIZ SIr'fErRrCA-

DBFINICION- - Sea A

só ro Bi Ai = l!.

A ee eimétrica, si y

eata definición hace

É Mar<n .

Nóteee que

Q!=

It



1- 4.9.

t2
grre B = ¡r. EEte ets un caso Euy eapecial de

Batricee, pueato que, las propiedadee de A, eon

ilni>ortantes en 1a diagonalización de matrirea,.

tema gue eE motivo central de eete trabaj o.

MATRICES SI}IIIARES.

DBFINICION - - Sean lae matricee A,B e Mn¡r.¡, 1a

matrj.z B ee simifar o eemejante a La matrlz A, ei
y eó1o Bl exiate una matriz C e Mr,¡cr' lnversible,
ta1 que

B = C-rAC

Sean

A B

1 ¿ -L

-1 1

c-1

1 -1

Veamos si-, I =

2

B

U -J.

( t -11

[, 
,)

[, :J 
.=[:, 

"l

(z 'l

[",1



t
.LJ

r1 It:
l]

1

-2

E

-3

Por 1o tanto, A y B son matricee eimi.l,aree.



CAPIT(IÍ.¡O II

DEETNICIOI{ES FUNDAüBÚAI,ES BI IA DIA@NALIZACIOI{

DE T{AIB,ICES

Para trata¡ el tetoa central de nuestso trabaio,

debehoe tener en cuenta ciertoB conocimientoa

previos, relativos a comblnación IlneaI de vectoreo,

independencla lineaI de vectores, espaclo generado,

etc., con los cuales fundamenta-Do8 nuestro eBtudio

sobre diagonal izae ión.

2-1 COTIBINACION LINEAL.

DBFINICIOñ-- Sea V un espacio

v:.,v2,... ¡vrr, vectoreB en V, cr,cz,...,c!a
realea, v € V e6 una combinacj.ón Lineal de

vr-,v2,...,vr¡ si y aó1o si e6 cierto que:

v = c:.vl- + c2v2 t- ,.. * c¡rvn

Sea la matriz

vectorial ,

con6tantes

I

o

v ea una combinación lj,neal de }as matriceer, vr- y v2

"l 
,

.,l



-LC

Donde

v1

Puee

1

Siendo cr

.t'- 
l.

"l

)
'I

J=O

o

Yv2=

oo

o1

1vr +

o

cs = 3 pues

3vz

+3

o

o

=l y

2.2- ESPACTO GENERADO.

DEFINICION-- Sean v1,v¡¿,... rwn vectorea en V, Be

dlce que V ee un eepacio generado por v1 ,v2,.-.,v¡1,
61 y Bólo Bi todo vector v de V Be puede expreBar

como cobbinación lineal de vr-,vz,...,vr¡. EÉto €ts,

para todo v É V exieten eecaLares at-,a2,...,aa ta1

eE que:

v = a:-va + a2v2 *...* anvn
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I}TDEETDBICIA LINBAL.

DEFINfCION - - Sea V un eEpacio wectorial y

vr-rv2,...vr¡ c l/. Loe vecf,creE vr.,92,...vr¡ E¡on

llnealmente independientea en V, ei y eó1o ef La

combinacLón lineal cr.v1 + cavz +.. - +c¡¡va = Or¡ tienen

couo única eolución. c:-=cz=.l.=crr=O .

Caeo contrario Be dirá que ta1eE vectoreg aon

I j.neelmente dependientes.

Un conjunto de vectonea prrede Eer linealnente

independiente en V y no Benerarlo,de iEual manera

que pueden generar un Eepacio Vectorial y no Ber

linealmente independientea en el mi.emo; por ejemplo

{(1,O), (O,1) ,(L,2) } genera R2 pero no es linealnente

independientes en R2.

De aquí surge Ia definición de base de rrn Eepacio

Vectorial .

BASE.

DEFINICfON- - Un conjunto {v1 ,v2,...,vn }

de un espacio vectorial V, si y sólo ei
es una base

'\ÍL,v2,..,,vn) ee linealmente independiente en V, y

vt-,v2,... rvn ] genera a V.

i) t
ii) {

A continuación presentamog algunoe

vectoriales y aLgunae de Bu6 baeee,

espacloB



E1

E1

E1

eB una baBe

B = {l,x,xz}
ioe polinomios

2-5-

eepacio vectorial- R tleae una bage B = {1}-
eepacio vectorial Rz tiene una baae B ={ (2,O),

espacio vectorral Rs tiene una base

B = t (1,O,O),(O,1,O),(O,O,1) ],

77

(o,3) ],

r1

t
B

para eI espacio vectorial de 1ae matricee

de

una baee para un espacio vectorial de

grado 3 2.

DIMMISION-

DIUE{SION - - Sea V un eapacio vectoriaL de n vectoreg

en V, ee denomina dimeneión de V a1 nú¡nero entero

n, ei y só1o si n e6 ie¡¡al a 1a cantldad de

vectoree en una base de V.

De 1oe espacios vectorialee prevÍamente nombradoE R

tiene dimenBión uno, R2 tiene dimensión doe, Rn

tiene dimenslón n, M¡,,<:¡ tiene dimensión E¡xn, y Ia

dimeneión del eepacio vectorialde Ioe polinor¡ioe Pn

es n+1.

1ii[,J["]
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ESPACIO VECI1)RIAI' COñ PnOIXTCI\C illmNo-
Suponga.moe que 6e ha vieto como "muLtipl,icar"

vecto¡ee en ?n a fin de cbtener un eecalar- A eEte

producto eeca.l-a¡ Ee fo llana también producto

interno - En otroe espacJ-os vectoriales tamblén se

pueden defínir utr producto iñterno. Antee de dar una

definición general, eabe señalar que en Rn eI
producto inter.no de doe vectores eE un escala¡ rea1.

Supóngaee que V es un eepacio vectorlal v1,v2,...v¡¡
están en V y que (vr,vz) e VxV -

V es un eepacio vectorial con producto interno e1 y

eóIo si tiene definida una funclón O, que va de VxV

a R (0 :VxV->R) y (ó (vr,vz )=,qv1. ,v2>€R) tal que cr.¡mp1a

con las siEuientes condiciones.

l) <vr+vz,vs>=

ii) (avr,v2> =

iil ) <v:. , vz> =

i-v) <v1 ,v1> =

<vt,vs>+<vz,ve> ; V vt,v2,vg € V

o,<v1,v2> ; VaeR, Vvr,vz € V.

<v2,v1>;vv1,v2€v-
0 ; V vr e V.

NOTACION - - A Ia

sobre une espacio

funclón producto

vectorial v se 1o

lnterno
denota

definida

{ (vr,vz )

$:
= <y1,v2) € R

VxV -> R
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Si V eB un eBpacio vectorial con product,o interno

doe vectoreÉ vL,vz que pertenecen a v eon

ort,oÉonalea, Ei y eóLo ei <vr, uz)=O. Eeta def-nición

ae puede extender a n wectores v1 ¡v2r...,vr,
con6tituyéndoBe el1oe en un conjunto ortogonal de

vectoree en V, Ei y Bó1o ei e1 producto interno de

<vl,vJ>=O,Vi+J

La norma de un vector v cualquiera en un eapacio

vectorial V eobre e1 que Be ha definido un producto

interno 1o denotarenoe eor llvll y ee 1o define de Ia

BiEuiente manera:

ll "ll =* v1 ,v2

Eeto es, la norma de un vect,or es i€ua1 a 1a raíz

euadrada positiva del producto interno de1 vector v

conBlgo miBmo.

Sea (3,4) e R2 , definimos el producto interno aobre

R2, eomo <v1,vz> = x1,*2 + y:-'y2, slendo vr=(xr,yr) V

vz=(x¿,yz), bajo eatas condicionea :

il(3,4)il=:ffi

= +f%

=*5
De 1o expuesto 6e puede probar que la definici6n de

norma exLEe que 6e cumpla 1o siEulente:



i)
ii)
iii )

llvll>o , v
llrll =o Bi

ll vr+vell <

v € v.

y eó1o eí v

ii vrll +llvzll , V vi, vz e V

o..,

9^

de

9r]e

BOn

2. 7. TRANSFORI{ACIOT{ES LII{EAI,ES.

En esta aección ee estudiará un tipo eepecial

funciones, llamadae transformacionee lineales
ocurren a menudo en e1 Afgebra tineal pueeto que

importantes en une gran variedad de apLieacionee.

DEFINICION-- Sean V y

transformación Lineal T

(T: V->I,l) que aeigna a

vector único T(v)eW y que

propiedadee :

i) T(vr+vz) = T(v," )+T(v2);

ii) T(av) = aT(v) ; V ve V,

Sea (T:Rz->R3) una función

W espacios vectoriales, una

de V a W es una función T

cada vector v en V, un

cumple con lae eiEuientee

Vvr,vz e V.

V a e R-

de R2 a Rs definida por:

Se verificará ei T ea una tranaformación linea1 .

Asi, si vr = (xr,yr)

v2 = (xz ,y2 )

T

t:l[:'i]
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Veamoe si:
i) T(vr+vz )= T1.l/:,.)+T(vz)

r

T

Ya

L-

r- --'l

I xr.+xz 
I

I xr-vrl
lsv'l
t_ --J

I.l
T

X1 +Xz

Y1 +Yz

r
I xr+x2+y1 +y2 

l

x1 + x2 -yL -y2 I

3yr + 3yz I

t-_

--'l

J

r-

L-

--'l

¡¡1 +xz 
I

xr-vrl
Byr 

I

)

f- --'1

I vr+vz I

I xz-vz 
I

| 3y2 
I

L_)

-l

+

?ero,

TvT p
-

yL + y2

3Yz

L- )

-= T(vr)+T(v2)

rl



Veamoe si
ii)I(crv)=aT(v)

r-tr--r
I l"ll l*l

rl"l ll=l I

I lvll I "vl
r._ _) L_ _.J

t-- --'l

¡ ox+av 
I

¡ ox-av 
I

laoyl
t-J

r --1

l**vl
ol x-v 

I

I svl
t_J

r --'l

v

L_ -J

o

= crT(v)

Entonces T eo u¡a traneformación Iineal .

2.4- R@RESENTACION HATRICIAL DE U¡IA TRANSIOEIACTO}I

LINEAL.

Sea A € Mr¡¡<r¡ una matriz real , T: Rt ->Rt una

transformaej-ón lineaI definida por T(,.) = Ax- Ahora

Be verá que para toda transformación llneal de Rn a

Rn existe una matriz A¡r¡<r¡ ta1 que T(*) = A(r<) si x €

Rr¡ .

Una vez que ae conozca la tranefonmación lineaI, se

puede evaluar T(x) para toda x € Rn mediante una

multiplicación matrieial.
El eiguiente teorema noe iadica que 1a ma.tri-z A e6

única y ee denomina matriz de Ia transformación, y

se 1a denota Ar .

IBORE{II- - Sea T: Rr¡- >R!n una traneformación Ilnea1.

Entoncee existe ura eola matri¡ Ar tal que T(:<)=AEX

para todo XÉ Rr. -



¿o

PRT'EBA

§ean wr = Ter, wz = !e2,..., \dn = Te'.. Supóngaee que

Ar ee La matriz cuyae columnae aon wl,wz,...,wrr y

también que A,:c denota la transfornación de Rn a R-

que multiplica a 1a izquie::dq por A-. Si

r- --1

I ar-1 
I

vrr, = I a2L I ui í= 7,2,...,n

l:l
l-'l
L_J

r --t r --1 r --'l

I a:':' ar-2 ... a:.n ll Or | | a:-:. 
I

Arer = | azr. az2...aznllOzl = lazrl=¡¡1
| : : : ll 1 I I : 

I

I -l a¡2 ... a-n ll Or^ | | anr 
I

r"- Jt_ ) t_ -J

Por tanto, Arer= wr, si i = L,2,...,n.
T y Ia traneformación A- 6on Io mismo porque

coincide con aus vectoree base.

Ahora ya se puede mostrar que Ar ee {rnica, supóngase

que T(x) = Arx y T(x) = Brx p&ra todo x € R¿.

Entoncee ArX = B¡X o, haciendo Cr = A¡ - B-, se

tlene que CTX=O para todo x € Rn. En part j-cular,

Crer=O e, l= f ,2, . .. ,n. Pero, co:.,) Be ve en Ia



demoatración de la priu¡era parte de1

es 1a n-éeima eo lu.mna de Cr. Por tar¡to,

.l,aE n coh¡mnae de C¡ ee eI vector aon.ut

O, la matriz cel.o de mxn. EBto mueatre

Ar=Bc

¿1

teorema, Cre:.

cada una de

cero8 :¡ 4T =

que

2.9. PROCESO DE ORAOGONATIZACIO§ DB GRAT,I_SCM{TII

HemoE eetablecido cuando un conjunto no vacio de

vectorea es ortogonal en un eepacio veetorial eobre

V y ademáe, I¡odemos probar que todo conju¡:to de

vectores or.togonale8 en v, e6 linealDente

independiente en v, pero la reclproca de eeta

propoeición nó ee verdadera, esto ee ei un con"junto

de vectoree eB linealmente independiente en V, no

neceearia¡¡ente eÉ ortoEonal en V, por 10 tarito ea

necesario disponer de un conjunto ortonormal

úediante un método que noa permita conatrulr una

base ortogoae.I a partir de cualquler baee, eBto eE,

de un conjunto de vectoree que eean linealmente

independ5,entee en V y ademáe Io generen a V.

A continuación da-moe eI t)roceBo de eete método que

es de carácter constructivo y al que 1o denominamoe

P:roceeo de Ortogonal izacj.ón de Gram-Sch¡nidt.

Sea Bo una base y

Bo = { Yt¡Y2t...,vn}



Media¡te e1

vz',-.-,vn-]
conatruimoB

de vectorea

Haga-mo s que

proceeo llevaremos eeta baee a

que eB una baee ortogone.l

Bz = { ur, uz,-.-,u:n } que es

ortonormalee, 1a que buaca¡loe.

una

v1 ,

luego

baee

1-- vr- = v1, u:. = v1'/ llv:-'ll
Ahora,

2.- vz' = v2 - <vz,ur.>u1

c -- v2 eB ortogonal a ur.

<u:-,v2-> = <uL,v2 - <v2,u1>u1

= <u1 ,1I2> - <V2 , \,r-><U1 , 11r.>

1

<ur.,v2> - <vz,v].>

S j- <ur , ur>

tuego

<ur,vz> = O => ua y vz- eon ortogona.Ies.

Probamoe ahora que Ei

4.- uz = vz'/llvz'll , lluz¡¡ = 1

u1 y vz' aon ortonormal-es.

Hagamos que

5.- vg' = vs - <vs, u:->uJ. - <vs,vz>uz

verlficamos gue vs' ea ortogoilal a ur y uz.

<U1 ,vB-> = <l¡a , v3-<vB, u1>1¡J.-<v3, U2>U2>

= <ui-, v3>-<ut, <ve}, u:. >u1 >-<u1, <v3, 1¡2> <!d;2,1]2>

= <uL,v3>-<v€},u1><u1 , u1>-<va, uz ><u z , u2 >



¿ó

Pero <uz,uz> = 1

= <1:t:- r v3>_<vB I u1>

= <ut,v3>-<u1 ,v3>

Luego vs y u:. Eon ortogonalea .

<u2,vsl'> = <u2 , v3-<vs, ul->-<vs, u2>u2>

= <u2 , v8>-<u2 , <vs , u1>u1>-<u2 , <v3 , u2>u2>

= <uz, ver>-o-<v3 , u2>u2 , u2>

= <u2rvel>-<v3,v2> = 0

6 Def inimoe us= ve .,zll ve - 
ll

Se puede concJ-uir que :

v¡<- = v¡r-(\,x,U1>U:--<t,¡irU22.§2. . .

-<\'k'1.¡1>1jl1. . . <\/¡G'11k-L>1¡L-L.

donde k>1 kfn, ee eI k-é6iroo vector ortogonal ,

ll'"'ll1)E = vy.' /

ts201
,t iiú. la I¡.¡t(io¡ tltf .ñiatic.r

¡r¡Uüf , C^
''ln¡ ,thorcrü Ortir f¡or.



CAPI:TUIO :fII

3- VAIORtsS Y VB(ÍOEES CASAGTER,ISTICOS.

En eata aección Be realizará e1 eetudio de1 proceBo

de diaEonallzación de matrices cuadradae, pueato que

deL cálculo de l-oe vaLores propioe o caraeteríaticoa

dependen los vectoreB ca¡acteríeticoB, coDo se verá

a contlnuación.

DEFfNICION - - Sea A € Mr,:<rr. EL número ) (real ó

complejo) reclbe e1 nombre de valor caracterÍetico
de A, ei existe aIg¡in vector v € C'¡ diferente de

cero, tal que

Afu¡ = Iv

Se dice que e1 vector diferente de cero -(v=O) e6 un

de A, correepondiente aIIvector característico
valor caracteri6tlco
Sean A, Irr e Mo¡<,¡.

I

cn

A I-, Y ademáe v

obt iene

eg

1acualquier vector v €

6iguiente ecuacLón :

Entonces ge

Av =Jr,,v =lv

Supóngase gue I eg un valor caracterigtico cie A



Entonces existe un vector v: +o

I., - lr-, de' donde aI reeecribir BeTa1 que Av

obtiene:

3-1

( A-M )v 0v

gi A € M',r<" Ia expreeión anterior re¡>peeenta urt

Eiatema homogéneo de n ecuacionee con *L,x2,...,xrt
incógnitae v (A- AI)v = Q tiene aofucionea no

trivialea y eÉ eI valor ea:racterletico de A.

Por otra parte ai e1 det(e-lf)fO entoncee Ia única

eolueión de la ecuación e6 que v = O, de modo que no

ee un valor ¡>ro¡>io de A.

Como ee pued.e obeervar Ia ecuación (e-ll)v = O eB

necegaria y Buficiente para diagonalizar matricee,

puesto que a partir del det(A-lf )=O se calcul-an los

valores y vectoreB caracter ígt ico6.

BS,ACTOH Y POLIIO}IIO CARACTER,ISTICO.

DEFfHfCIOi¡ - - Aet(A-J I )v ; O, Ee denomlna ecuación

caracteríetica de A , si y eóIo ei. v ee un vector

caracterletico de A vlee e1 valor caracteríetico,
ademáe si P(,1 ) = det(A-)I ) a esta expresión se 1o

llama polinomio caracteristico que generalmente se

[::l
l*,/



1o representa :

P(¡ ) = ]rr a6r,-fln+-a +. . .+b1 + bo

entoncea A-11

o

29

J,[.J
J-L

^=["

ab

-)

c

a

A-L

a)

b)

de donde eI polinomio ptll = det(n-h) = (s-l)«a-b-

bc

=> Ptll - f,z - (a+d)l + (ad-bc)

Todo po).inomio A de grado n con coefieientes realee

ó couplejoe tiene exactamente n raÍcee.

De esto se concluye toda matrj-z de nxn tiene

exactamente n valores característi-cos .

Al hablar de los valoree y vectores caracterl-etlcoe

ee neeesario definir:

1a nulti.plicidad geométrica y,

fa multiplicidad algebraica.

UULTIPLICTDAD GEOHETB,ICA.

DBFI}¡ICION - - Si I ee el ',alor caracte¡istico de La

3_2_

b)

. ,,j

1
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3.4.PROCESO PARA ENCO} TRAR

CARACAMISTICOS-

30

ma.trlz A, entoncea 1a nultipllcidad geométrlca ael.
ee La dimeneión de1 eepacio que Bu6 correepondf,entee

'rectoree p:'opi-oe generan el eapaclo, .que Be denota El

y ee denomina eepacio caracterietico.
Multiplicidad Beohétrica de 1= diur EI = v(e-II )

}IT'LTIPLI CTDAD AIEEBRAI CA.

DEFfNICION - - Si A eB una matriz cuadrada y eimétrlca

Ia roultiplicidad algebraice ae f,, es iguat a1 número

de raíces ó valoree gue toma un particular rf - Si

por eiemplo ( f,. - 1)B - o, Ie multiplÍcidad
'ialEebraica de A =1 ee igual a 3.

IOS VAIOAES Y VECAOEES

[y = ] r¡ =]

1-- Se caLeula eI det( e-)t )=o.

2.- Se determinan 1oe valoree caracterfaticos que

resuftan de1 polinomio P()) = det (A-h).

3.- Con loe valores caracteriaticoe Be determinan

Ios vectores propios.

Av- lv = o.'

(A-¡I)v = o-, vto

¡_|1 = o_



En el eiEuiente ejemplo Ée

eeti¡>uladoe anteriormente .

Sea A € Mz¡<2,

31

pueden obÉervar 1oe paooe

fi=

2t 10
A- ]I

det

lrl li

1

11i

L¿_o1

(2-I)z-1 = 12 -41 +3

I
Si 12 -4I+3 = Q =) tl-el(L-t) = O =, 1

aon los valoreg pro¡>ios tomando

multipl,icidad algebr.aica de]= 3 es 1.

Trabajamos ahora con (A-3I )X = O-

1to i
Ia

2-3 1 o "J 1 -1 i o

o o !oo I -1

xl- = x2, x2 € R, puea

t,:]

i,, J



=> B = {(1,1)} ee una baee

PArA el eBPACio

caracterígtico de 1, = 3,

ó t,ambién denotado por

Es,

a<2

Paral= = 1 Ia rnultiplicidad algebraica es 1, ademá6

(A-1I )X = O., ee

1 1 iO 11iO

1 1 iO o oio

XL = - x.2, :{z É R, prl'eB

ll:l x2

x2

B {(-1,1)} es una base

, egto eB,

para el eepacio

Er.característico de 7-Ar= I

3-5 HAI?ICTS SIMILARES Y DTAGONALIZACION -

En Ia sección 1.4-8 (páeS1O) se defini6 matrlcea

eimilaree y ee aflrmaba que para que A y B sear¡

eimilaree, debe exietir una matriz invereible
C e Mn:<n, tal que B = C-a AC, consideremog Ia

siguiente de - inición.

irI

[,' ,i[] [:j "I II
r1
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3. 5, I.}IATRIZ DIA@NAI,IZABT,E -

DEFINICIOI{ - - Sea A € Hr¡'<¡1, A es diagonallzable sl y

eóIo si. exiete una matrl-z dia.elonal D, simila:' r Ia

matriz A, ta1 que D = C-14C. De lae doa definicionee

ee concluye que diagonallzar una matriz cuadrada es

encontrar otra Datriz C inverEible taL gue ae cu¡rpla

la eLEuiente condición:

B = C-aAC

3 -5. 2 TRANSFOR}IACION DE SIHII,ARIDAD.

DEFINICIOT¡ - - La función deflnida por B = C-14C, que

transforma la matriz A en la matriz B denotada por

T(A ) = C-14C.

De a1fí Ia importancia de1

transforroac iones linealee, puee la
tambi-én ea una transformaclón lineaI .

eetudio de

di agonal izac ión

COMENTARIO : " Ya que existe un número infinito de

formas de elegir un vector caracteríBtico existe un

número infinito de formae de elegir Ia matriz de

diagonalizacfón C " -

Con el- Biguiente ejemplo explicaremos e1 proceeo de

1a diagonalización de matricee.



3.6. HAIBIÚES SIHETS,ICAS Y DIAGONALIZACION OETTIGONAI.

En eeta Bección utiLizar¡emoe 1a definición dada en

Ia eección 1.4.7 eobre matricee eimétricae. Pueeto

que ErlB propiedadee aon i¡oportante como "toda matriz

simétrica tlene n vectorep caractéríBticos reaLes

linealmente independientee y por tanto e€,

diagonalizable, ei y sólo ei A =.{".

PROPTEDADES DE I,AS UATRICES SIHETR,ICAS.

Si A es una matriz aimétrica entonceg se cunplen lae

6iguientee pr.opiedades :

A e Mn:<n es diagonalizable.

Loe valores caracterÍeticoe Eon númeroB

realee .

Loe valoree caracterígtlcoe de A correeponden

a los valores propios.

3. 7. DIAGONALIZACION ORrOC,O¡TAf,-

i)
it)

iii )

DEFINICION-- Se

ortogonalmente,

ortogonal Q taI

dice que A €

ei y eó1o

que'

QtAil = D

M"*- ee diaEonalizable

ei. exiete una matriz



Si ademáe Q ee ortogoria.l; eBto ea, Qi=Q-a I)or 10

tanto 1a expreeión anterior ae puede eecribir:
Q- aAQ = :-,,

Nóteee que este expreaión correeponde a Ia forma

general de diagonallzación' y que lae matricee

eimétricae tienen traecedental importancia en Le

diaEonalización de DatrlceB.
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1

coNcLusrolrEs-

Optar por un cureo de Algebra Lineal es necese,rio

para estudiantea de 1ae dife:¡entee dieciplinae

debido a Ia invenclón de las coruputadorae de alta
veloci.dad, como también a 1a aplicación de l-ae

matemáticas en áreae no técnlcar.
Lae funcionee eon coneideradae como un capÍtulo
j,mI)ortante que Ee debe profundizar a todo nivel,
pue8to que es Ia baee científica de l-a matemática

moderna. "Todo en matemática eB una funeión".

En eI conocimiento de los valores y vectores propioe

converge¡ todae Lae definiciones de 1oe temas

preliminares.

De J-oe valoree y vectoree propioe ae deduce la
diagonalización de matrices cuadradaB.

Todae 1ae matrj.ceÉ eimétricas son diagonalizables,
por consigul-ente tendrán valoree y vectores propioo.

.1.2

4.3
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ABREVIAII,RAS

Z+ Conjuntos de todoe los enteroe posltivoe

R Conjuntoa de todoe 1oe nrl¡neroe realee

I.fea(C) ConJunto de todag lag natrlces compLejae loxn

h:.(R)=(tL*-) Conjunto de todaa 1ae matricee reales Bxn

A € !l6E Matriz A elemento del conJunto de lae matricea

lñ

+
EF

RI

€

0

nealeE

Cuantiflcador r.mivereal "para cualquler"

Diferente de

Egpacio reaL bidimeneionel

Eepaclo real n-dimenelonal

EE elemento de

Func ión (fi)

Igual a

tlatrlz auftentada de1 eietema lineaI equivalente

Negación

Norma de un vector

Producto lnterno

SubconJ¡:nto de

Valor característico

(Aib)

ll'll
(v,w)

c

)


