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ININOü'C'ION

Hlstórlca$ente loa orlgenes de Ia probabllldad se remotan al

siglo XVI y, 1aS primeraÉ apllcaeiones se relaclonaban

básl-camente con los JueEoa de azar . Actualmente, a más de

las apllcaclones en los juegos de azar; 1os goblernos, las

companfae y organlzaclonea adoptan la teorla de probabllldad

en toma de decleiones.

EI empleo de probabllidades lndlca que exigte alE¡1n elenento

aleatorlo o de incertidunbre relativo a 1a ocurrencia o no

ocurrencla de alEtrn evento futuro . Asf, en mucho g casoa,

puede ser virtualmente lmposfbl"e predeclr algo pero ea

poslble establecer 1o que pod:rfa pasar . Predeclr cuants.

demanda tendrá un producto nuevo, egtlmar eI costo de 1a

producción, p:ronoetlear las fallas en las coeechas y comprar

Eeguro6, etc-, Eon algunoe de los eiemplos en que intervlene

algrin elemento al-eator1o. Lae probabllldadee tamblén pueden

rervirnos para desarrollar estrategias eomo por eJemplo, un

inversionlsta estará máe dlspuesto a lnvertlr Bu dlnero ai

Iae probabtlldades de ganar Éon buenas. Hasta ahora eolo

noe hemos referLdo a Ias probabilidades, tema que trataremos

en eI capftulo 1, aunque no en au verdadera dtmenelón, al

comienzo del capftulo tamblén fnclulremos deflnlcLones

báelcas de Eetadietlca como experlmento, eBpaclo muestral y

deepues paÉaremos al egtudio de función probabllfdad,

deflnlción que Ia conslderamos fundamental para el
desarrollo de nuestro tema, incluiremos también varios

teoremag báelcoe referente a probabllldades
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En eI capftulo 2 entramos directamente al eetudlo de nueetro

tema, cuya estructura báelea eetá dada por deflnlclones

segulda de llustraclonee de Ia misma para su meior

conprene j.ón. Prlmeramente deearrollaremoa la teorfa de

varj-ables aleatoriaa diecretae y, Beguídamente pasaremoÉ aI

anállels de tres distrlbuclones de varlableo aleatorlae

dlecretas , e8to eB, distrlbución Blnomlal , dlatrlbuclón

Polseon y 1a dlstrlbuclón geométr1ca.

AI final de eada una de las dietribucioneE tratadas,

imcluiremoe variag repreaentacLones gráficae(1o cual no eg

comrln en l-oe ll-bros de Estadietica por Io que 1o

consideramos nuestro al>orte)de hietogramas de distrlbueión
de probabilidades y de dietribuclón acumulada de

probabllÍdadee con eI obJeto de poder visualizar eI

comportamiento de 1a distrlbueión correepondlente .

A1 final de 1a Monograffa lnclulremos tamblén las tablae

estadfstlcae de 1as dlstribuclones BlnomLalee y de Polsson.

Nuestro deEeo és que este trabajo resulte 1o más claro
posible para e1 lector -
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CAPITULO 1

ESPACIO MUESTRAL Y PROBABILIDAD

En esta sección trata¡emos de dar una deflnlclón de una

noción básica en Estadfstlca, Ia de experlmento. Es poslble

pensar que todas las personas en a1gún pasaJe de nueetra

exÍstencia hayamos lanzado una moneda aI aire para decidir

alguna cuestión;lanzar un dado; de algún nai-pe sacar una

carta mayor,medir fa estatura de una persona r 6e Lecc ionar en

forma aleatoria de un grupo de frutas una eantidad prevista-,

etc,cada una de egtas accionesrson algunos eiemplos de Io

que en Estadfstlca se conoce co¡no experlmento.
a

DEFINICION 1.O

Un proceso de medida es

solo si su resultado

un experimento

depende de

estocáetlco qi y

l-a casualidad - AI

experimento también se 1o conoce como observación.

1-1 ESPACIO MUESTRAL Y EXPERIMENTO

DEFINICION 1.1

Dado un experimento cualquiera, espac io muestral es eI

conjunto de todos 1os result,ados posibles de ta1

experimento, y 6e fo denota con Ia letra S -

Nota: Coneeptualmente , e 1 conjunto S, es eI mismo conjunto

que en otras ramas de l-a matemática se Io conoce como

conjunto referencial o universo -

A continuación, damoe varlas llustracloneB de Ia deftnlción
de espacio muestral .
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1- Lancemos una moneda y veamos que lado sale en Ia cara

superior. En este experimento loe resultados posibles son

cara o sello Io que quiere decir que S = { cara,sello } o

más brevemente S={c,É}

Veamos otros

2- Láncese

exper imento

seis caras

CASOS:

un

e1

del

dado y vea que núneró eale. En

espaclo muestral S está conetltuldo por

dado, vamos a suponer que en nuestro

cada cara del dado por eI número que

1,2,3,4,5,6).

Iae

caso

t Ienerepresentamos a

entonces S = {

3. Si queremos medir po¡ e.jemplo, 1as estaturas de las n

personas de algún salón de clase nos encontramos con

personaB de diferentes e staturas, ademáe las medidas que

demos de cada una será aproxlmada, por Io que Ia misma

persona sl es medida por varias personas cada una de 1as

rnedidas resultará diferente,asl sl X11¡ es la estatura de

la persona más baJa y X(ar) Ia estalura de Ia peraona nás

alta entonces eI espacio muestral de este exper j-mento toma

un número infinlto de elementos que en este caso una de Ia

repre sentac iones es eI intervalo de números reales $ = ¡.

x,/x, r,,( x < x- , x C R ].\ J../ rl

4. Si

medi" r
alguna persona

Ia estatura de

se para en una esqui,na y comienza a

ahí haeta

I

cada persona que pasa por



encontrar una que mida, con una prec j.sión de cero decÍmales,

178 cm, es posible que esto pudi-era lograrlo con La primera

que pase o con 1a segunda o eon Ia tercera y asf qulzá deba

esperar a que pase miles y miles de personas hasta lograr su

objetivo,no sabiendo euantas personas deberá medir,en este

ejemplo si l]amamos 0 af resultado no mide 178 cm y 1 al

resultado míde 178 cm, entonees S={1,01,001,0001, - - } , e¡1

experimentos de este tipó, conviene tomar como e6paci"o

muestral al conjunto de los números naturales deI que

sabemos existe una cantidad Ínfinita contable de el"ementos,

entonces en estos experimentos S = § = sq¡ju¡to de numeros

naturales Así, de los cuatro experlmentoÉ dados los dos

primeros tienen espacj.os muestrales finitos , eI cuarto

tiene espacio muestral infinito contable y eI tercero un

espacio muestral infinito continuo . Y asl en general un

eepacio muestral es discreto si tiene un número finlto o

infinito contab1e de elementos y es contínuo Ei Eue

e lementos ( puntos ) constltuyen un contfnuo (ejempIo, lodos Ios

puntos sobre una Iínea,puntos de un segmento de lfnea,puntos

de un semiplano,etc. ) -

A todo subconjunto del espacio muestral S 1o llamaremos

evento,Io que como es natural irnplica que eI coniunto vacio
(A) es también un evento de S al que Io l.1-amaremoe evento

imtr¡osible, ademáe todo eI espaclo S mueet¡al tamblén eB un

evento aI miamo que llamaremog ewento re6n¡ro y, 6i doe

eventos eualesquiera E1, E2 deI espaeio muestral S no tienen

elementos comunes Io llamaremos eventoa mutua.Eente
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excluyentes, E1rlEz ñ

AI conjunto de todos los

s, 10

{e, s}

denotaremos con Ia

,entonces T

subconjuntos de un espacio muestral

letra T- Ael del eJemplo 1 S =

S tlene n e lementos

{ O , { c } , { s } , t c , s } } -

entonces T tendrá

coniunto potencia de

Cabe anotar que si

2n elementos,que no

D.es otra eosa que eI

T.2. I,A FIJNCION PROBABILIDAD

Histórlcamente 1a probabilldad tlene eu orlgen en

de

de

azar, cono

un naipe

por ejemplo lanzar una moneda o

una carta determinada, etc. Como

exDerímentós-

un

Ios

dado

Juegos

ya vamos

DEFINICION I.2. 1

Sea T eI conjunto de todos los subconiuntos de un

¡nuestral S y sean E1,E2 cualesquiera elementos de

denomina función probabllldad P a la funeión P:T

talque cumple los sigulentes axiomas:

acc]-ones son

: ¡¿E é ln

ii- P(S) = 1.

iii- P(E1 u

= {y./ x€El
Defini-eión

números de 0

probab j- L idad

evalúan E;obre

e§pac ro

T, se

o < P(E. ) < 1
-'_L-

E2 ) = P( E1) + P(Eo ) , ei E1nE2 = 0, donde E1nE.-,

i x e E2).

que nos indica que: Í- ) Las probabilidades son

a1 1, li- ) aI espacio muestral se Ie agigna Ia.

l- y iii-) Ias funciones de probabilidad se

conJuntos y son adit ivae "
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Teorema 1-

Si El y E2 son doe eventos cualesqulera:

P(E1UEZ ) = P(Et)+P(EZ)-P(E1nE2).

Prueba :

EIUE2 -(81-E2) U (E1nEZ) U (EZ-EI)

entonces: P(EIUEZ) = P(E1-EZ) + P(E1nE2) + P(EZ-EI)

siendo P(E1nE2) - P(E1nE2) = 0

sumando esta cantidad al segundo miembro de 1a

tenemos:

1)+P(E1nEo)-P(E1

P(E2) = P(EZ-E

nE1)

) + P(E nE

P(EIUEZ) = P(8l-EZ)+P(E1nEZ)+P(EZ-E

pero P(E1)= P(EI-EZ) + P(E1nEZ) y

entonce6:

P(E1UEZ) = P(81) + P(EZ) - P(E1nE2

Que es Io gue se querla demostrar-

I 1 2

) para todo E1,E2 € T

Teorema 2

Si E es cualquier evento en S y E' eI complemento

entonces:

P(E-) = 1 - P(E) para todo E e S.

Prueba -

EfIE'-q-\É'-q-tr

entonces P(EUE') = P(E) + P(E') = I

como E y E' son mutuamente excluyentes

=> P(E) + P(E- ) = 1

=> P(E') = 1- P(E).

Lo que demuestra eI teorema.

deE
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P(OUS) =P(A) +P(S)

P(A) + P(S) = 1

P(O)=r-P(S)

P(O) = l- i = Q =

1

P (A\ o

Teorema 3

Si Et, EZ,...,En son eventos mutuamente excluyentes en un

espacio muestral S, entonees :

P(81 UEZU...UEn) = P(81)+P(EZ)+...+PE.I

Prueba.

Esta demostraci6n es lnductlva Si entonces:

D/ P(E1) que trivialmente es cierto

Supongamos que eI teorema es váIido para n=k, ee declr que:

P(EIUEZU.. .UEk) = P(E1)+P(E.-)+. . .+P(Ek)

entonces se debe demostrar que también es válldo para k+1,es

dec ir:

P(E1UE2U - . . UEkUEk+t )= P(E1 ¡+- - . +P(E¡ )+P(Epa1 )

Pero

P[(EfU.-.UEk)U(Ek+1)J = P[(E1)+...+ P(Ek)]+P(Ek+I)

hac j-endo La unión de conJuntos y l-a suma de probabllldades

en los miembros respectivos de Ia ecuación tenemos:

P(ElU- - -UE¡UE¡+1) = P(81¡+.. -+P(E¡)+P(E¡*1)

tl = 1,

I

n
U

1

CaxsL-ar-to

La probabilidad del evento imposible es cero-

Prueba:

OUS=S

12



con Io que queda demostrado eI teorema.

1.3 PROBABILIDAD CONDICIONAL

DEFINICION 1.3- 1

Sean E1 V E2 eventos es S

probabilidad condicional de

Por:

P(EL/EZ) = P(ErnEZ)/P(EZ) y

P (82/EL) = P ( EznL ),/P ( El )

y P(82) dlferente de 0 , Ia

E1 dado que ocurrló E2 está dada

de Ia misma forma

Ei emplo 1-3-1

Supongamos los sucesos E1 v E

que,Ia P(E1)=O.30 y Ia P(E

probabi I idad de que ocurra E._,

So I uc ión

P(E1)=0-30 v P(E1nE2)

Aplicando Ia def j.n1ción

P(E2) = 0-15,20-30 = 0-5

Eiemplo 1-3-2

Consideremos un experimento aleatorio en

2

1

c

de alg¡in

n E2) =

experlmento, ademáe

0.15 . CuáI es Ia

= 0.15

distlnguir n casos

EZ son eventos

respectivamente 'y

tenemos:

igualmente probables -

que suceden k y q

.EZ suceden m

s/n, P(E1nE2 )

Ia probabilidad

e1 que ee

Supóngase que

de estos

entonces:

pueden

EIY
caso6

E I caaoB,

= m,/nP(81) = k,zn , P(E2) =

Si queremos encontrar P (EZ/EL), es decir la



P ( E2,/81) m/k
k,tn

Teorema 5

Sean E1 y E2 eventos en S, entonces :

P(E1nE2) - P(81) -P (E-¿/EL) = P(EZ).P(E1./82) sl p(Er) y P(82)

son diferentes de cero.

Eiemplo 1-3-3

En una aula de clase de 40 estudiantes 22 solrr hombres y eI

resto mujeres. Si se eligen dos alumnos aleatoriamente para

que pregidan una sesión .Cuál es 1a probabllldad de que

ambos sean hombres?

Solución:

Como la elección fue hecha aleatorlamente, entoncee todos

tienen Ia misma probabilidad de ser elegidos,Io que implica

que 1a probabilidad de que eI primer alumno sea hombre es

22/40, entonces la probabilidad de que e1 segundo elegido

sea hombre será 21,/39 de ahf que, ei E1 es eI evento primer

alumno elegido y E2,tE1 el evento segundo alumno elegido dado

que eI primero fué hc¡mbre, entonces:

P(E1nE2) =(22/40)(21/39) = 0.29

probab i l idad

definición de

En caso de

P(EL/EZ) =

e1 teorema

de E, dado que ocurr j-ó El,anllcando

probabilidad condiclonal tenemos que:

s/n

1a

Que E1 y E2 sean eventos independientes esto es

P(E1) y P(E-r/Ey) = P(EZ)

5 se e1 teorema 5 se transforma en ]a siEuiente

14



exPresión:

Teorema 6

Si E1 v E2 son eventos independientee entonces :

P(E1nE2) - P(Et).P(EZ).

Teorema que Io enunciamos, pero que no demogtraremos.

Ejemplo 1-3- 4

Cuál es la probabllldad de extraer dos reyes roJos de un

naj-pe, suponiendo que las extraciones son con reemplazo.

So luc ión .

Sea E1 eI evento primera carta es un rey roio

V E2 el evento segunda carta es un rey roio

como en eI problema todas las cartas tienen igual

probabilidad de ser elegidas y, por ser con reemplazo

tenemos:

P(E1)=P(82)=2/52

-> P(E1nE2) - (2/52)(2/52) = O-O015

entonces la probabili-dad de que las dos cartas sean reyes

rojo es 0.0015.

Para eI mismo

tendriamos:

P(81) = 2/52 ,

=> P(E1 n E2)

caso, si el experimento fuera sin reemplazo

P(E2)=P(É,Z/EL)=7/5L

= (2/52)-(t/5L) = -O0O754



CAPITULO 2

VARIABLES AT-EATORIAS

En una gran cant j-dad de problemas de Estadlstlca nos

interesan una o varias cantidades, Ias mismas que estár-l

asociadas a resultados de experimentos - Así por eJemplo de

una canasta I1ena de manzanas aI inspeccionarlas solo nos

puede interesar la cantidad de manzana de color verde; al

lanzar dos dados juntos una cierta cantÍdad de veces solo

nos interese eI Dúmero de veces que caen númeroe iguales en

§u cara superior- Podemos darnos cuenta que estos

números ( cantldad de manzanas color verde, número de veceg

que caen caras de igual nrlmero) dependen del azar, estoÉ

números o valores son los que toma una varlable aleatoria,

DEFINICION 2.O

Sea S eI espacio muestral de un experimento eualquiera,una

variable aleatoria X es una función X:S->R sl y Eolo sl a

cada elemento s1 g S Ie asigna un número real.
EI coniunto de valores que X puede tomar se llama espac j-o

muestral de X.

Ilustremos esta definición.

Un profesor organlza un juego con sus alumnoe, el miemo que

consiste en lanzar un dado- Como sabemos S = {I,2,3,4,5,6}-
EI profesor IIamó x aI número que tlene el dado en su cara

superior despues de se¡ lanazado y, acordaron,que si x es



número par el profesor Ies paga a sus alumnog tres veces el

n{rmero que sale y

weces el número,

si x es lmpar sus alumnoe le pagan 100

es declr que :

X(1) = l0O

X(2) = -6
X(3) = 30O

Entonces,

ún i cament e

X(4) = -12

X(5) = 50O

X(6) = -18

en este caso la variable aleatoria X puede

1os valores 100,-6,300,-12,50O y -18

tomar

2.I VARIABI,ES AI,EATORIAS DISCRETAS

Las variables aleatorias pueden ser discretas o

continuas, en esta seceión nos llmltaremos aI estudlo de las

variables aleartorias discretas.

DEFINICION 2I
Sea X una variable aleatoria,X es una

discreta si y solo si toma un número de

infinitos contable .

var 1ab le

va lore s

aleator ia

finitos o

Si un intervalo (a,b) no conti.ene

puede tomar X, entonces diremos que

valor alguno de los que

P(a<x<b) = 0-

Presentamos a continuación un eJemplo

Lancemos un dado hasta que salga el- número 1. Si damoe el

valor 0 a1 evento no sal-e e1 número I y 1 aI evento sal-e eI

número l,entonces: S = { 1,01,001,0001,... }. Sl deflnlmos

a X como número de vecee que no sale eI 1, tenemoe: -

X( 1) = O

L7



x(01) 1

X(001) =

X(0001) =

2

3

En este experimento X

c1¡yo esPacLo

posltivos.

muesral es

c.) DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES DE IAS VARIABLES

ALEATORIAS DISCRETAS.

DEFINICION 2.2.1

Sea P(x=a) la probabili"dad que Ia variable aleatoria

discreta X pueda tomar eI valor a, una función f(x) = P(x=x)

es una distribución de probabilldades para X sl y solo si

cumple lo siguiente: -

O < f(x) < I v t f(x) = I
toda x

A continuac ión

de f inic ión .

pre§entarno6 una Ilustraclón de esta

eB una variable

e1 conjunto de

aleatorla dlscreta

Ios ntrmeroe enteroo

Sea X eI núméro

despues de lanzar un

de 1a caras superlor que se obtlene

dado .Determinaremos de este ejemplo su

distribución de probabl lldadee

Es facil darse euenta que cualqulera de l-as seis caras del

dado después de lanzarlo puede quedar en Ia parte superior,

1o gue qulere decir que Ia variable aleatorla X puede tomar

cualqulera de log seiE números y , además eabemos que 1a

_L t]



¡>robabi-l j-dad de que cualquiera de las caras quede en

parte superior es L/6, por Io que nuestra distribución

probabiidades es:

6
P(X=x)

1a

x
J-1

La fig - 1 nos

prr¡babilidades

(conocida como

x)-

tla

muestra en forma gráflca Ia dl§trlbuclón de

de 1a variable aleatoria X del ejemplo

histograma de p¡obabilidades de 1a variable

P(x¡ x)

0 resto de X

t,23456
x

2.3 DISTRIBUCION ACU}IUIADA DB PROBABILIDADES

Si X es una variable aLeatori.a discreta su

acumulada de probabilidades se define conro:

p(Xsx) = { e{x1)
x r5x1

distribuc ió11

y se denota por F(x), eeto

A F(x) tamblén se 1a conoce

es F(x) = P(xsxl)

como funeión dletrlbuclón.
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Asi, Ia dietribución acumulada o funclón dlstrlbuclón de Ia

ilustracion de l"a sección anterlor esta dada Por:

F(x)=

Eie¡npIo 2.3.1

Sea P(X=x)

la funclón

determine:

x<1
1<x<2
2<x<3
3<x<4
4<x<5
5<x< 6
x>6

La fig. 2 es Ia representación gráflca de F(x)

F (x) .

5/¿

I
L

316

.-_-.---<.

5b

ib

t? 3+
+a é I

L__.2
_ ) 

rr^ 
' 

¡. - L,¿.,o,i

- 1.
[ 0 resto de x

de probabilldades de Ia variable aleatorla X

Otra forma de representar una distrlbucj.ón de probabilidades

, €s la dada en e] ejemplo que sigue donde l< es una

constante -

IoI t/6I zto1 sta
I qta
I sta
L1

20



a) EI valor de k. b) P(X=x),

gráflcas correspondlentes. c)

So Iuc ión

a) Por definici-6n sabemos que:

4
{xxz = I
x=1

desarrol-lando Ia sumatoria tenemos:

lx12 + 
.k22 

+ k32 + k42 = |

=> k(1 +4+9+16)=1

=> k = L/3O.

2

F(x) y sus representac ione s

P(>3) v P(x<3).

b) t=1f(x) = P(X=x)

0
t/30

L4/30
1

t 6lso

resto de x

sbo

0

F(x )

Los gráflcos de f y F son loe que aparecen a contlnuación:

F8)

x< 1
l<x<2
2sx<3
3<x<4
x>4

L 4
P«=x)

4q9/so

tl:'o
x

fic- 2.3 L 2 3 +

27
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2.4 VAIORES ESPERADOS O ESPSRANZA }4ATEMATICA DE UNA

VARIABI.E AI,EAITORIA

DEFINICTON 2.4

Sea X una variable aleatorla discreta con distrlbución de

probabilidades !(X=x) y sea g una función de X, E[c(x)] eÉj

eI valor esperado o esperanaza de g si y solo si:

Ete(x) l á e«*l P(X=x)
toda x

c) P (X>3 )

donde ,/,1

medida de

= P(X=3) + P(X=4 )

= 9,/3O + 16,/30

P(X<3) = P(X=1)

- É ra/\
- ¿/ ow

+ P (X=2 )

+ 4/3O

aleator la
que puede

S1 e(x) = x, entonces:

Et C(x ) l f { x P(X=x)

ee Ia media de 1a variable aleatoria X

tendencia central.

2l:<-./ ) ento nc e s

to da

y ea una

Elx-l't)2 = ú2= I (x-lt)
toda x

ee denoml,nada Ia varÍanza de 1a Varleble

es una medida de dlspersión de 1os valor:es

2

donde o-

que

2

2Z

Sl c(x)



tomar Ia variable aleatoria X.

A Ia ralz cuadrada posltlva d" g2, es declr a ( la

Ilamaremos desviación estandar de la variable aleatorla X

respecto a /1.

EjempLo 2.3. 1

De la l1uatraclón de la secclón '¿.2

So Iuc ión

/ I x P(X=x)
to dax

2éncontrar r?, c yl

4
I x( 1,230 )x
x=1

2

reemplazando Ios valores re6pectivos
obtenemos :

a a 3 J+4I

t2

(1,/30) (1

/ - 3.33

02= { \x-/)2 P(X=x) reemplazand.o L:s valores obtebemoe
toda x

=> 62

=> 62

á r ¡:-o - 3a)2 (L/Jo) y-Z
toda x

( r,/30 ) ( ( 1-3. 33)21+(2-3. 33)

0.68

24+ ( 3-3.33 ) 9+ ( 4-3.33 ) 1ü

y sea l(t)

ge ne rado ra

2 2

y por l-o tanto d = 0-83

2-5 FUNCION GENERADORA DE MOMENTO

NEFINICION 2-7.L

Sea X una variable aleatoria discreta

.t* una funelón de t, M(t) es la funclón

momentos de l-a variable aleatoria X si y solo

de

ZJ



M(r) EIe'^]

Supongamos que se puede derivar

suma, entonces obtendremos :

dM

dentro deI signo

- 2 eu^ P(X=x)
toda x

M"(t)

como

{x
toda x

P r Y='-. \txe
dt

y si derivamoÉ n veceÉ obtenemos:

dnM
Mn(t) { -t *t* P(x=x)

toda xdtn

Si t=0, entonces Ia función exponenclal vale

expresión del miembro derecho es lgual al n-éslmo

dec ir :

Mn(O) * Etxnl.

1 vIa
momento,

n= I

-> M-(0)

Sin=2

=> EIX2 l

)) = E[x]

aM"'.(ü )

= E[x-I]
P

oaoo = Elx'-Zyx+y'

= EIX

= I'f -¡

= F tr'

-,( E L:{.,j )-. e6to eS
¡)(M-'tot )4.

l-Z}lEtxl+ ¡
)-zyz+yZ

,)-y'

Iú" l
2 ,

*

M-"(O)

2
1



2.6 DISTRIBUCION BINOMIAL

DEFINICION 2.8.1

Dado un experi-mento cualquiera

binomial si y solo si consiste

repeticiones tales que:

i) En cada repetición solo

resultados ( suceso y fallo).

ii) La probabil j.dad de un suceso p

durante todo el experimento -

iii) Cada una de Ias repeticiones

demás .

iv) EI número de repetlciones n Ee

exPer j-mento .

Dado un experimento

igual al número de

X se la conoce como

este experlmento

de un eonjunto de

es

n

e:(Isten dos poslblee

, se mantlene constante

es independiente de las

fIJa antes de reallzar e1

binomial y ei Ia variable aleatorla X es

eucesos en las n repetlclonea, entonce€ a

varlable aleatoria binomial -

Como X

número

val-ore s

en un experlmento binomial toma valores iguales aI

de guceeos, entonces en eI experlmento podrá tomar

de 0,1,...,n; slendo n eI númeno de repetlclones.

Sea un experimento binomial de cuatro repeticiones,

suPongamos que p

probabllidad de

siguientes casos:

es La

c ada

probabilidad de un sucego y, 1-p la
fal1a, entonces , podrán darse loe

x = 0, es decir no ocurre sucesos tendremos:sl-

?q



1-p 1-p 1-p I-p

=> P(X=0 )
0P (1-p) 4-O

repeticiones --->

I

un sucego tendremos:x = 1,

> P(X=1) 4 P ( r-p,

tenemo s :

PrY=a.) 6 P (1-P)

y así podemos contlnuar euceElvamente, ea dedlr:

e

JL

F(X=3) =

P(X=4) =

n

p

x

p

x

1-p 1-p

:(x

xx

xx

xx

xI

2

,4P (1-p)

( 1-p )IP 4

y asj. en general si x = x, tenemo6:

4-4

(P(X=x) px

2A

repeticiones --->

p -!.-p r-p r-p
x

x



Además, en vista de que esta probabllldad se apllca a

cualquier punto del espacio mueetral que representa v.-éxitos

y n-x fallos(en cualquier orden espeelfico), eolo debemos

contar cuantos puntos de esta cfase exj-sten y rnuftiplicar
p*(1-p)n-x por este número, Es fácl1 darse cuenta que el

nú¡nero de sucesos en n repetlclones, es el número de

co¡nbinaciones de x objelos seleccionados de n objetos, es

dec ir :

de ahf que se llega a Ia slgulente expreslón:

n
px ( l-p ) 

n-x
P(X=x)

(:)

)( nx = 0,1,.

0 resto de x

que no es otra cosa que Ia denomidada distribuclón de

probabilidades de Ia variable aLeatoria binornial , y que se

Ia denota como b(x,n,p), es decir que:

P(X=x) = b(x,n,p).
por Io tanto, de ahora en adelante cuando nos refiramos a

P(X=x), 1o haremos con su equivalente b(x,n,p). Donde b nos

recuerde que nos estamos refiriendo a una variable aleatoria
binomial; x eg e1 número de suceeos en e1 experlmento, n el
número de repetlclones prevlamente flJada y p la
probabilidad de que ocurra un sLrceso en cada repetición.



M(t) -
1o que

x=O
po demo s

ñ ,n
l.t*(*

?ffi)
x=0

) n* 11-nr"-*
eEcribir como

(ret¡x ( 1-p¡n-x

a-k k

obtenemos:

( 1-p) )n , derlvanclo eeta expreelón nos

M(r)

(b+c)a = á (i)o
i-

haclendo b

M(t) = (pe

queda :

M- (r) n(pe Ée

v

t +

=> M'(0)

t + (1-p))

n(p + ( 1-p) )

n-1

n-1

n-1como p + ( 1-p) 1 y (1) obtenemos:

=np

que los gastos

las qulebras

1

M" (O) ne = ,¡l

con Io que se demuestra que ,l

De 1a mlema forma se puede demoetrar que z * = np (1-p).

Ejemplo 2

En cierta
Ia causa

b-,1

c iudad

de1

se da hecho

todas

por

de

medieoe Éon

pereonales.

2.6.1 MEDIA Y VARIANZA DE tA VARIABLE ALEATORIA BINO}IIAL

La rnedla I v 1a varlanza -_f 
2 d" Ia dlstrlbuclón blnomlal

se Ias puede obtener a partir de la función generadora de

rnomentos o en forma directa, para obtener la rnedia f hemos

escogido M(t):



Eneuentre la probabilidad de que los gastos medicos eean la

causa para dos de las cuatro pró:<lmas qulebras pereonales

registradas en ta1 ciudad?. encontrar además lt , f , { y

dibújese eI histograma y representaclón gráflca de 1a

distribución acumulada F-

So 1uc ión

EI problema nos dlce que eI '15% de la quiebras es por gastos

médicos lo que equivale a decir que,cada quiebra que ocurre

tiene una probabilidad de O.75, de eer po¡ gastos médicos es

decir, que p=0.75;se nos pide Ia probabilidad de que de

cuatro quiebras que ocurran dos sean por esta causa,es

decir n = número de quiebras y x- : número de qulebras por

gastos médicos; pode¡ros darnos euenta que nuestro problema se

comporta igual que un experimento binomiaf por l-o tanto:

n=4, x=2 y p = 0-75 ,enlonces:

/4\b(2,4,0.75) = \z) ro.7b)2 (1 -
iraciendo Ios cáIculoo respect ivos

bQ,4, O_75) - O-2L

(l) ," (1-p¡n-x* b(x,n,p) =

reempl azando los val"ores respectivos tenemos:

o -75)4-2

obtenemos:

nP= 4 (O.75)

np( 1-p ) 3(1

xP=

c2=

,t ú o-86-

29
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b6,n,c)

0.o0+

FB)

4
0.5 g

a61

x

o.+z

o.z1

o.2s

oo4
0.oo+

0,o4+

x

fis- 2-8.1

Cuando n es grande e1 cálculo de la probabilldades de las

binomiales resulta tedloso - Por esta razón adJuntamog 1a

tabl"a 1 aI f inal- del texto, l-a misma que contiene fos

valores de la distrlbución blnomial y Ia correepondlente

función de distrlbuclón acumulada(B(x,n,p) entre n = 2 y

n
La tabla 1 proporciona Ios valores de B(x,n,p) á b(x,n,p)

par a

Los valores de b(x,n,p), se pueden obtener restándole a

B(x,n,p) B(x-l,n,p) que es el, número que se encuentra en la
misma columna de B(x,n,p) en su parte anterior,todo esto en

la tabla l. Más claro b(x,n,p) = B(x,n,p) - B(x,n,p)

x = 0,1, - -.,n en forma di-recta-

30
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Eiemplo 2-6.2

Empléese Ia tabla

a) B(8,16,O.40);

I para calcular:

b) b(9,L2,O-40) c)
n

x=4

So luc ión

a) Este valor .Ia tabla 1. como ya dijimos 1o da en forma

directa,para esto en la tabla 1 buscamos los valores de n y

x Ios mismos que se encuentran en las dos primeras columnas,

primero baiamos por la columna de n hasta encontrar el

número 16 y a su lado derecho seguldamente se encuentra el 0,

por esta columna baja¡nos hasta encontrar eI número 8, y por

esta fila 6eguimos haeia Ia derecha hasta Ia coLumna

numerada con 0-40 y noÉ encontraremos con eI n{rmero 0.8577

que es e1 resultado que buseamos, entonces:

B(8,16,0.40) = 0-8577

16
c ) { btx, 16,0.40 ) = I - E(8,16,0-40)

= | - 0,8577

= O.1423.

x=9

En 1as próxlmas páglnas presentamoe varloe hlstogramas de

dietribuclón de probabllldades y de dlgtrlbuclón acumulada

31

{u«r,zo,aol

b) Como ya dijimos b(9,16,0.40) = B(9,16,0.40)-B(8,16,0.40),

buscamos los valores del segundo miembro de Ia ecuación en

1a tabla 1 igual- que como hicimos en a) y obtendremos que:

b(9,16,0-40) = O.S417 - 0.8577 = 0,O840.



de probabilidades de Ia variable aleatoria binomial con eI

objeto de vlsualizar eI comportamiento de la misma , para

esto hemos tomado parámetros q.ue hemos eonsiderado

estratégicos para nuestro obietivo, esto es: para n = 5 y

probabilidadesp=O.2, p- O.5, yp= 0.8; paran=2 y

probabilidades I> = 0 . 3, P = 0 . 5 y P = 0 .7 y para n = 20

con probabilidades ¡>=0-f ,p:0-5yp=0.9- De los

que podemos concluir que: para cualquier n Ia distribución

binomial será slmétrlca para la probabllidad p = 0.5;

sesgada hacia la derecha para probabllidades p < O.5 y

sesgada hacia Ia izquierda para probabilidades p > 0.5 Lo

que el- Iector pudede comprobar remitiendose a los gráficos

indicados anter iormente -

{stat
lhrl;lut. ¿. 1i..., er I .r3ñ¡tic.t

l3 ¡
" lng li.u¡ers e,,'r tgrs''

o¿



VARI ABLE ALEATORI A BIIIO}II AI,

Hl stograrnas de dt st¡'ibu-ción

de probabllirlades Par"a n = J

Distrlbución acumulada de

probabilidades p:ra n 5

b (x,t1,P)
B(x)

0s0 r 00
09Á?l

0 ¿096
0l t73

03?7 7

P - O.20
050 p 0.20

o20¿8
01277

0,05r 2

x
o 2 ! +5 xat234t

b(x.n,p) b(¡)

0 50 r00
0 960

0 812

0lr2
p o.5o 050 p o.20

0,156

018:'

0.0lr l
00

Ot 2 i 4 5 x o | 2 34s x

b(x,.n,p) D(A)

050 r00

0¿09e

0 !297 06121

050

p p o.80
026

x x

00 512

07231+5

o.80

00579

O L2a45

13

I
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VARTABLE ALEATORI A BI}IOI.{I

Histogranas de Ci stribución
de probabllidades P¡r¡ n = I2

b(x.r\.p )

DL stri bución acumul-ada

pro ba bi 11c]á d l s pará n

B(.()

de

12

100

071

0
0

010

r00
096

088?

07r l

----{-_"_______

0 r 208

0
c
0

057
0r6
00

010 b (x.tr,p;

0239?
0 231

p o.lo

p 0.50

p 0.70

t') o.Jo

o.5o

p o.70

0¡67
0r58

0zt
021

0079
0012

0 ¡o?

0 25?

0085
001x

ot2j+56?g9lo11 l?'
x

O t 2 3 4 5 6 1 I I rO lt 12

b(x,n.p)

' j.00
0 9807
09?)0
096 2

.B(x )

B(x)

2? SÉ

193¿

06r28

0r81

0t93

qo§ l
x 00

ro0
0 irg
09t5

0111

p

Ol2345b789totlt2
x

oI?g456789iou12

016J
0r5

00?9

0071

00 29
00r¡8

0 507

0 716

0 117

o I 2 j 1 5 b:1 e91011 12 1A 9lo11 t2
oc0
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VAF]I ABI,E AL T ATORI A BI NOMI AT

Histo6ramas de dl stribu ció n

de probabllfdades Para n =20

Distribuci n acurnulada de

=20probabllldades Para n

t, (^¡, P)
cl0 Bsl
0?s52
07 ?0r 100

0 9568

08É7

0r 901
0É 763

p 0.r0
0r 216

0089
0l9l7

p 0. 10
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0008§

0¡216

0 i r s f 911 13 r5r7 19 x o t 2 3 4 5 6 7 g 9 10 r r¡ r¡ 20 x
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0t76?

0 160?
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0l
lm
0tlt
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07¿ s

p o.50
058¿

I

I
.,]

0¿05
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oD0

0577

p o.50
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000¿É
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x 01 3 619 {1 ll 15r? i9 x
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02701

r00
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p o. go
0 6081

p
0 r¿ll

l

t2 ih16 1920 x
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2.7 DISTRIBUCION POISSON

DEFICION 2.7. 1

Sea X una variable aleatoria discreta, X ee una variable

afeatoria Poisson si y solo si tiene Ia siguiente

distribución de probabilidades:

f (x, ) ) =

donde ¡

su media

,p = Elxl

para
xl

¡1 esta dada por

@I
¡(= ó h:"

xl

@

I tx-y)¿

x = O ,t,2,

es uná constante real mayor que cero. y tr = np.

¡ v

-) x¡,
x--o xl

Nóteses que la medla de Ia varlable aleatorla Polsson es

igual a su varianza.

AICunos eiemplos earacteristlcos de 1os que se anallzan a

traves de la varlable Poisson son: acctdentes por dla,

llamadas telefónlcas por mlnurtos, cantldad de ganado por

has., etc, en los ejemplos indicados podemos darnos cuenta

que Ia unidad de medición (tlempo-área) es contlnua pero que

1a variable aleatoria número de sucesos eB dlscreta.

EI uso de Ia variable Poisson supone Io siguiente:

i ) La probabi-1i.dad de un éxito ee la mi-sma a traves de todo

eI campo de observación

ii) La probabilidad de más de un éxlto durante cada uno de

Ios pequeños Íntervalos deI campo de observaci-ón es

aproximadamente cero -

Jrl

I* *-)

Etx-f 12

t



ili) La probabllidad de un exlto en cualquler lntervalo

independlente de 1o que sucedió antes.

e3

La variable aleatoria Poisson puede tomar valores que van

desde O,1,2,.-- dependiendo de Ia cantidad de éxitos por

intervalos contfnuos.

Otra de Las característlcas de esta variable e6 que podemog

describir su distribuclón en forma total por medlo de un

solo parámetro, Ia medla u. De esta manera sablendo que una

variable aleatoria tiene resultados que son distribuidoe

medj-ante eI método Poisson,y , eonociendo eI n{rmero de

exitos por unidad se puede determinar Ia probabÍIidad para

cualquiera o todos los resultados posibles- A más de 1as

aplicaciones que tiene esta variable como en los ejemplos

descritos anteriormente,1a distribución Polsson puede

utilízarse para aproximar probabllidades binomiales, 1o que

es más conveniente cuando n es grande y Ia probabilldad p en

cada ensayo tiende a cero, para utillzarla en la
aproximación lndlcada, es necesarlo determinar solo la rnedla

u de Ia distribución btnonial .

De Ia expresión que determlna Ia distrlbuclón de

probabilidades de la variable bj"nomial ,cuando n->oy p->0

mientras que np = l permanece constante, Ia expreei,ón

límite de Ia distribuclón blnomlal es lgual a Ia expreslón:
. x -)
^e x = O,L,2,..-

expreslón que

con 1a que se

xl
no es otra cosa que Ia dlstrlbuclón Polseon

aproxima probabili-dades binomiales.



En vista de Ia rnúItlples apllcacionee lmportanteo que tlene

Ia distribución Poisson ha 6ldo ampllamente tabulada.

EI texto en Ia tabla 2 en su flnal, proporciona los valores

de Ia distribución acumulada en forma dlrecta, eG declr:

F(x, ) ) - I f(x, )l ) para valores de con lncrementos que
x, <xl--

var f.an de O.O2 y 25, y su uso es muy slmilar aI de la

tabla 1.

EJe¡npIo 2.7.1

Utillcese Ia tabla 2 para determlnar:.-
t¿

a) F(9,12); .b) f(9,12) ; c) €aet*, fZl-
So luc ión

a) Este valor eomo dijirnos antes lo proporciona Ia tabla en

forma directa. Para 1o cual en 1a parte euperior

encontramos los valoree de x y en Ia primera columna log

valores de I

Así: F(9,12) = O-242 -

b) AI igual que en Ia binomlal

f (x, ¡) = F(x, )) - F(x-1, I)

=> f(9,12) = F(9,12) - F(8,t2)
buscando Ios valores del segundo mlembro de l-a ecuación en

Ia tabla 2 sabremos que:

f(9,12)= O-242 -O-155
f(9,12) = 0-087.

I
c) f f (x,12) L - F(2,L2)

1 - 0-576

o .424



EjernpLo 2-7.

Si eI A %

defectuosos,

de t e rmi-nar

de fec tuo so s

So Iuc ión

p = 0-oo8 ;

\t\ -

2

de 1o fusibles depositados

úsese Ia aproximaclón

Ia probabilidad de .?r"
en una muestra aleatorla de

en un Iote

de Polsson

4 fusibles

400.

e stán

para

e6ten

n 400

np= (0.008) (400)

:. t"- )

como f (x, tr )
..¡

reeplazando l-os valores respeetivos obtendremos:

(3.2)
f(4,3.2) 0. 178

4

.fo

AI

o calcul-ando este valor en a tabla 2 otenemoe:

f(4,3-2) = E(4,3-2) - F(3, 3.2)

=> f(4,3-2) = 0.781 - O-603

=> f (4,3-2) = 0- 178

entonees Ia probabilidad de que 4 fusibles esten defectuosos

en Ia muestra es 0.178.

El l-ector podrá darse cuenta que eI eJemplo que se terminó

de dar, se analiza una situación que se comporta de manera

similar que un experimento blnomlal ¡>or Io que pudo

resolverse como tal, pero, ei regresamos a eI nos daremoe

cuenta que n = 4Oo(sumamente grande) y p = 0.008, es decir
es sumamente pequeno, por Io que Ias caracterlstlcae del



experimento se prestan para que se Io resuelva por Ia

aproximaeión PoLeson,como asl 1o ptdtó e1 problema, tratar
de resolverlo como bÍnomial es bastante engorroso.

Al lgual que como lo hiclmos con Ia variable aleatoria

binomial ,en Ia páglna slguiente presentamog representaclones

gráf1cas del hlstograma de dlstrlbuclón de probabllldades y

de Eu correspondiente dlstribución acumulada de

probabilidades de Ia variable aleatoria Poieson, de las que

podemos concluir que caai toda Ia probabllldad se coneentran

alrededor de 1á media y que 1a probabilidad de observar

grandes valores de la variable aLeatoria eB muy pequeña.

40



!'ARIABI,E AIEATORI A POISSON
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2.8 DISf,RIB{JCION GEOI.'ETRICA

En eI eJemplo 1.4 del primer capitulo, vlmoe que para

encontrar a Ia prfmera persona que mldlera 178 cm de

eatatura, ee debfa medln antes una cantldad lndetermlnada de

pereonas, en este experlmento cada persona a Ia que tse Ie

medla au eatatura es un enaayo o repetlelón, es fácII darse

cuenta que en experiméntoa como este n no puede ser ffiada

antes, como a1 , ee 1a flJa en el experlmento blnoml-al

caracterl6tlca únlca que 1o dlferencLa del experlmento

binomial- -

S1 en problemas como el del experlmento lndlcado deeeanog

conocer Ia probabllidad de gue en una repetición determlnada

ocurra e1 prfmer eruce€,o, ee de esta clase de problemas que

trataremoa 6n e8ta aección.

DEFINICION 2.IL.I

Sea X una varlable aleatoria discreta, X es varLable

aleatoria geometrica sl y solo 6i eB 1gual al número de

repeticionee neceeariaa para que ocurra e1 prlmer suces;o-

Y, se }a denota por g(x,p)

Si eI primer Euceeo ocurre en la x-esima repetición,eate

estuvo precedido por x-1 fracasos y, ai la probabilidad de

un Buceao e6 p, entonces la probabilidad de de x-1 fracaeoe

en x-1 repetlclones ee ( 1-p¡x-1. 51 mul-tlp]lcanos l-a

probabilidad p de un suceso en Ia x-1 repetición por Ia
ppobabllldaA ( t-p)x-1 de x-l fl.acaEoe, tendremoÉ la
probabllldad de obtener eI primer suceeo en Ia x-esima

repetición, 1a mlema que eeta dada por:



s(x,p) = p (1-p)x-1 r¡a.ll" x = L,2,3,-..
expreaión que repregenta Ia dletrlbuclón de probabllidades

de Ia variable aletorla Eeométrica.

La medla u de Ia varlable geometrica eetá dada por:

u = 1,/p.

La Biguiente páglna no6 muestra treB hlatogramas con 6u

correepondlente dÍatribución aeumulada con e1 obJeto de ver

eI comportamlento de Ia va¡rlable aleatorla geometrlca.

AI obeervar las gráflcae noa daremos cuenta que: 1a

probabllldad de que ocurra eI primer suce€o es mayor euando

eI número de repetlcloneÉ ee eE menor y, eBta probabll-ldad

va dlsminuyendo a medida que e1 nlmero de repeticlonee va

aumentando -
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TABLAS DE ESTAOISTICA
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TABLAS DE ESTADISTICA
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C¡NCLUSIONES

A1 haber termlnado eI presente trabaio conelulmoe que:

- E1 conocimiento de Ia

probabi l idades, actualmente e6 lmpreecindible

de e1Ia se pueden desarrollar estrategias a

progreso de J-os puebloe.

- En Ia dletribueión de probabilldades de

aleatoria Poisgon ,cas1 toda la probabilldad

alrededor de su media y que la probabilidad

grandee walores es muy pequeña.

teorÍa de

ya que a través

s€gu1r para el

- La dietribución de probabllldades de Ia varlable

aleatorÍa bino¡nlal se comporta en forma 6lmllar para

cualquier n, esto es, para p = O-5 eI hietograma tendrá una

forúa slmetr j-ca, para p<0-5 sesgada hacia Ia derecha y para

¡> > O-5 sesgada hacla Ia lzqulerda-

Ia

ae

de

var lab Ie

concent ra

observar

- Resulta inconveniente loe coeflclentes binomialeg cuando

n ea gnande, pueEto que en esto8 caaos la distribución
Poiseon ele comporta en forma semeJante a Ia distribución
binonial y por 10 tanto eel preferlbJ-e aprovechar Ia

facilidad de cá1cuIo que pneeta la dletrlbuclón Polseon para

eneontrar cualquier probabllidad.
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