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Resumen

En este trabajo se modela el comportamiento deémdulo doble invertido, a partir de las ecuacionetematicas
que describen el comportamiento del sistema .Lasaenes de un sistema dinamico son por lo genevdineales
por lo que se procede a hacer una aproximacionirsdlizar las ecuaciones encontradas. Posterioeerara
visualizar el comportamiento del sistema dinamicaeglizar un analisis detallado se utilizaran hem&ntas
informaticas, los simuladores a utilizar son MatlabpenModelica y Scilab. La simulacion del sistesaea en lazo
abierto donde se comparan los recursos usadosfideencia de cada uno de los simuladores.

Palabras Claves:Péndulo doble invertido, modelamiento matematicoukacion sistemas dinamicos.
Abstract

In this work the behavior of a double inverted pgnch, from the mathematical equations that desctie
behavior of a dynamic system equations .The syatergenerally nonlinear so therefore proceed to enak approach
to linearize modeled the equations found. Thenigplay the dynamic behavior of the system and parfa detailed
analysis tools are used, the simulators are usedldia Scilab and OpenModelica. The simulation witlen loop
system where the resources used and the efficareach of the simulators are compared.

Keywords: Double inverted pendulum, mathematical modelgigulation dynamic systems.

1. Introduccion 2. Modelos Matematicos

El péndulo invertido es un sistema muy conocido Un modelo matematico es una representacion de
dentro del estudio de los sistemas dindmicos, en wi sistema donde el proceso de desarrollo del mismo
presente trabajo se realiza un andlisis deke lo conoce como modelizacion matematica. Un
comportamiento dindmico del péndulo doblenodelo matematico ayuda a comprender un sistema
invertido. por medio de su representacion en ecuaciones,do qu

nos permite hacer predicciones sobre el

En el estudio de los sistemas de control se tiememportamiento del sistema en circunstancias
que ser capaz de modelar sistemas dinamicos pgrticulares.
analizar caracteristicas dindmicas. Un modelo
matematico de un sistema dinamico se define como unUna vez que se haya encontrado el modelo
conjunto de ecuaciones que representa la dinamica chatematico de un sistema existen programas de
sistema si no es a precision, por los menos en usianulacién que nos ayudan con el andlisis y sktesi
buena aproximacion. como lo son: Matlab, Modelica, Scilab. Con el fia d

ver los resultados de nuestro analisis previo.

Un sistema puede ser representado por mas de un
modelo matematico de acuerdo a la perspectiva @] Ecuaciones Diferenciales (White Box)
modelador, por lo tanto se puede decir que noeexist
un Unico modelo matematico para representar un g| mecanismo estd formado por tres cuerpos
sistema. rigidos, como se muestra en la figura 1 un carro de

o o ) masaM., acoplado a través de una articulacion de
Podemos describir la dinamica de muchos sisteMasiacion  a una barra con mabh, longitud L, y

en términos de ecuaciones diferenciales. De acuerg@ymento de inercig,. A su vez a la primera barra

al sistema podemos obtener las e‘f‘{aCiO”%‘éta acoplada, en el otro extremo y también agravé

diferenciales mediante el uso de las leyes fisitEs e una articulacion de rotacion, una segunda laEra

los rigen. masaM,, longitudL, y momento de inercig. En el
modelo despreciamos los rozamientos lineales y
angular de los tres cuerpos.
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Figura 3. Esquema barra 1.
Figura 1. Esquema de doble péndulo invertido. Sumando las fuerzas de la barra 1 en la direccién

. . horizontal, se obtiene la siguiente ecuacién del
Para facilitar el modelado del sistema se realiza Bovimiento:

analisis de los cuerpos por separddp.

dvix
Fiy —Fpy = MlL 4)

Subsistema del carro dt

e Ahora sumando las fuerzas en la direccion vertical
Fi. YE. se obtiene:
: - dvy
— — = X
T Meg _ _
Realizando sumatorias de torques obtenemos lo
- siguiente:
L] L ]
L Ly .
Fo/2 } ! Fo/2 (Fix + F2x)?1C05(61) + (Fly + F2y)7151n(61) =

. Jy S (6)
Figura 2. Esquema del carro.

Aplicando la segunda ley de Newton al De la misma forma que obtuvimos la velocidad del
movimiento lineal del carro obtenemos las siguientecarro, lo hacemos para la barra 1, derivando las
ecuaciones. posiciones dex1 eyl respecto al tiempo para obtener

sus respectivas velocidades.

Sumando las fuerzas en el diagrama de cuerpo libre

del carro en la direccion horizontal, se obtiene la Vi, = dx1 @)
siguiente ecuacién del movimiento: *ooa
=
F—Fpy = M2 ) Viy = _ (8)
dt Derivamos 6, respecto al tiempo obtenemos la
Ahora sumando las fuerzas en la direcciéon verticé(FlOC'dad angular de la barra 1.
se obtiene: d6,
Wy =—= 9)
Fiy +Mg—F, =0 (2)

Subsistema barra 2

Derivando la posicion del carro respecto al tiempo
obtenemos la velocidad del mismo:



Figura 4. Esquema barra 2.

Sumando las fuerzas de la barra 2 en la direcci
horizontal, se obtiene la siguiente ecuacién d%l

x = Ax+ Bu (16)
Mz, I, y = Cx + Du a7
Vavi
Ak Este tipo de representacion tiene la ventaja de que
0 Mg Lz permite conocer el comportamiento interno del
Faj r"‘wg sistema, ademas se facilita el disefio asistido por
i e computadora, ya que los paquetes de software
¥ normalmente dependen de esta representacion.
) El vector x que determina el estado del sistema

contendra seis elementos (posicion del carro, pame

derivada, posicién del angul®,, primera derivada,

posicion del angul®, y su derivada). En el caso del

yectory se ha considerado que el péndulo consta de
S sensores, uno para la posicion del carro,patra

| angulob, y el Ultimo para el angulé,. El vectoru

movimiento: tiene un Unico elemento que es la fuerza aplichda a
Vo carro.
Fax = Mp =2 (10)
dAv,
Ahora sumando las fuerzas en la direccion vertical dat
se obtiene: dAxc
dt
dvyx dA(l)l
Foy — M,g = M, —* (11) — |
_ _ ane, |~
Realizando sumatorias de torques obtenemos lo TR
siguiente: dAw,
L. L. do at
De la misma forma que obtuvimos la velocidad de 0 0 0 aips 0 ag Av,
la barra 1, lo hacemos para la barra 2, derivaado | 1 0 0 0 O O Ax,
pOS|C|onesth<2 e;;Z r_((ejs%ecto al tiempo paraobtener | 0 0 0 a3, 0 az | | Awq | N
sus respectivas velocidades. 001 0 0 0 A8, |
dx 0 0 0 a 0 a Aw
Vo = d—: (13) 54 56 2/
0O 00 0 1 O AG,
b
d 1
Voy =22 (14) / 0 \|
. . b
Derivamos 6, respecto al tiempo obtenemos la 03 |.AF
velocidad angular de la barra 2.
s |
de,
w, =2 (15) 0
27 0 1.0 0 0 0][Ax
y®&)={0 0 0 1 0 O0||A0,]|+
3.1 Descripcion de las variables de estado 0 0 0 0 0 1llA06,
El espacio de estados es otro método que permite 0
modelar un sistema fisico. Se representa por un 0| AF
conjunto de entradas, salidas y variables de estado 0

relacionadas por ecuaciones diferenciales de primer
orden que se combinan en una ecuacion diferencial
matricial de primer orden. A esta representacidte se
llama ecuacién de estado. Una forma general
expresar la dinamica de un sistema lineal es:

A continuacién se detallan los valores de los
?J%rémetros para realizar la simulacion.



Tabla 1. Datos de los parametros del sistema. 4.1.1 Respuesta a una sefial escaldon

unitario.

Paradmetros del sistema
Mc 0.5Kg
M1 0.2 Kg
M2 0.2 Kg
L1 0.3m
L2 0.3m
Ji 0.006 Kg*m2 Figura 6. Variables Vc, Xc, F.
J2 0.006 Kg*m2 4.1.2 Respuesta a una sefial impulso.
g 9.8 m/s2

4. Simulaciones del Sistema.

Luego de haber obtenido el modelo matematico del
sistema representado en la matriz de variables de
estado se procede a realizar las simulacionesgle |
ecuaciones del sistema en cada uno de los programas
usados para luego realizar un analisis de lostezd
obtenidos. Figura 7. Variables Vc, Xc, F.

No se realizara un control del sistema solo se

analizara su comportamiento con las sefiales geq 3 Respuesta a una sefial rampa.
entrada escalon, impulso y rampa.

4.1. Simulink.
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Figura 8. Variables Vc, Xc, F.
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Figura 5. Bloques de Simulink.



4.2. Modelica. 4.2.2 Respuesta a una sefial impulso.
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4.2.3 Respuesta a una sefal rampa.
Figura 9 BquUeS de Modelica_ — addiy — der(integrator3.y) —— der{integratord.y)

4.2.1 Respuesta a una sefal escalor-]
unitario.
] Figura 12. Variables Vc, Xc, F.

Figura 10. Variables Vc, Xc, F.



4.3. Scilab.
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Figura 13. Bloques de Scilab.

4.3.1 Respuesta a una sefial escalon

unitario.
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Figura 14. Variables Vc, Xc, F.

4.3.2 Respuesta a una sefial impulso.
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Figura 15. Variables Vc, Xc, F.

4.3.3 Respuesta a una sefial rampa.
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Figura 16. Variables Vc, Xc, F.

5. Andlisis de las Simulaciones

5.1 Matlab.

Es una herramienta de software matemético con un
lenguaje de alto nivel usado por ingenieros en &ldo
mundo, el paquete de Matlab consta con una
herramienta que expande sus prestaciones como es
Simulink que es un entorno de programacion visaal y
que permite la simulacién de procesos mediante
diagramas de bloques.

5.1.1 Analisis de respuesta del sistema a
una sefial escalon unitario, impulso y
rampa.

Se simul6 el sistema con una entrada de una sefial
de escalén unitario, impulso y rampa para poder
visualizar y analizar su comportamiento.

La simulacion tiene una duracion de 2 segundos
donde se analizan las variables del sistema que son
velocidad y posicidn de carro, velocidad y posicié
angular de barra 1, velocidad y posicién angular de
barra 2.

Como se puede observar en las simulaciones el
resultado no es satisfactorio por lo que el sistama
es estable a lazo abierto, se puede notar que la
posicion de las dos barras sobrepasa los 30 rad&ane
los 2 segundos y va en aumento en cada una de las
sefiales de entrada. Esto nos indica que existe
inestabilidad y el sistema seria valido para pegsiefi
valores de91 y©2.



5.2 Modelica. Como se puede observar en las simulaciones las
magnitudes de las variables tienden al infinitouas

Es un software libre orientado a objetos con ufiempo determinado por lo que el resultado no es

lenguaje basado en ecuaciones para poder monQPSfa.Ctor'o y se€ d_etermlna que sistema no tiene
sistemas fisicos. Tiene un entorno eficiente pegarc estabilidad a lazo abierto.

modelos, este software es respaldado por una

organizacién no lucrativa llamada Open Sourcé. Conclusiones

Modelica Consortium (OSMC).

« Los modelos matematicos tienen aplicacién
5.2.1 Analisis de respuesta del sistema a en un amplio campo, no solo en la ingenieria

una sefial escalén unitario, impulso y debido a que expresa un sistema o un
rampa pro_blema de [a vida real en funcion de sus
) variables, parametros, relaciones en un algin
tipo de formulismo matematico.
La mayoria de los problemas de la vida real
implican sistemas no lineales, debido a que
estos sistemas son complicados en cuanto a
su representacion matematica la manera mas
sencilla de encontrar una solucion es aplicar
linealizacion de sistemas no lineales que es
una aproximacioén del sistema no lineal.
La simulacion de sistemas tiene un papel
importante en las investigaciones en el
campo de la ingenieria donde se usa un tipo
de software que tenga las herramientas
necesarias para simular sistemas fisicos, para
la simulacién del modelo matematico del
péndulo doble invertido se usé Matlab,
Modelica y Scilab.

Los simuladores Matlab, Modelica y Scilab
presentan similitudes en su entorno de
programacion grafica ya que permiten

. trabajar con modelos eléctricos, mecanicos
5.3 Scilab. hidraulicos, etc. Para la simulacion de

) ecuaciones diferenciales el simulador
Es un software libre desarrollado por INRIA Modelica presenta muchas facilidades.

(Institut Nationale de Recherche en Informatiqueret + Matlab uso mas recursos del computador en
Automatique) y el ENPC (Ecole Nationale des Ponts comparacién con los otros simuladores
et Chaussées) de Francia, tiene un solo en un mismo usados, incluyendo su instalacion ya que

Se simulé el sistema con una entrada de una sefial ,
de escalon unitario, impulso y rampa para poder
visualizar y analizar su comportamiento.

La simulacién tiene una duracién de 1 segundo
donde se analizan las variables del sistema que son
velocidad y posicidn de carro, velocidad y posicié
angular de barra 1, velocidad y posicién angular de
barra 2.

Como se puede observar en las simulaciones el
resultado no es satisfactorio por lo que el sistama
es estable a lazo abierto. Se puede ver que en la
simulacion con una sefial de entrada impulso la
variable que representa la velocidad tiende a ségui
sefial de entrada, aunque después tiene la misma
tendencia que las demas simulaciones de tener una °
magnitud infinita por lo que es sistema es inestabl

ambiente _,herranlle_ntas ~ de calculo  numérico, contiene muchas mas herramientas. El

programacion y grafico. Similar a otros programes d instalador del simulador Scilab es el que usa

calculo numérico como por ejemplo MATLAB. menos espacio en el disco duro del
computador.

5.3.1 Analisis de respuesta del sistema a
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