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RESUMEN  

Los péndulos invertidos son una familia de dispositivos que constituyen un 

banco de pruebas complejo e interesante para la ingeniería de control lineal y 

no lineal. 

Un modelo muy estudiado es el llamado péndulo invertido sobre una 

plataforma móvil, al que comúnmente se denomina carro.  

Es un sistema flexible que permite la investigación y posterior validación del 

diseño y aplicación de controladores óptimos y robustos, brindando la 

posibilidad a la investigación en los centros de formación superior. 

El péndulo invertido sobre una plataforma móvil al ser un sistema 

subactuado, con dos grados de libertad para las entradas y un grado de 

libertad para la señal de control como salida, no permite realizar con una sola 

estrategia de control llevar el péndulo desde su posición de equilibrio estable 

a su posición de equilibrio invertida o inestable, para ello es necesario utilizar 

dos técnicas de control: una para levantar el péndulo y otra para la regulación 

o estabilización del péndulo alrededor del punto de equilibrio.  

Para lo cual, en este informe profesional se documenta el diseño e 

implementación de las estrategias de control por ubicación de polos para un 

equipo de péndulo invertido simple aplicado a su auto-levantamiento y 

estabilización del mismo en su posición vertical de equilibrio inestable. 
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El procedimiento a seguir es aplicar la técnica que realiza el levantamiento 

del péndulo que se denomina swing-up, la cual inyecta energía al péndulo y 

es presentada en (Astrom y Furuta, 1996)[1]. Una vez que se tiene suficiente 

energía para alcanzar una región cercana al punto de equilibrio inestable, se 

intercambia la ley de control, finalmente se utiliza la estrategia de control por 

ubicación de polos a través de la realimentación del vector de estado para la 

estabilización alrededor del punto de equilibrio inestable. La herramienta de 

software que se utiliza para la simulación y para el control en tiempo real será 

Matlab y Simulink. 

En los resultados obtenidos se analizan el comportamiento del sistema de 

control para levantar el péndulo desde una posición cercana al punto de 

equilibrio estable y en posicionarlo alrededor del punto de equilibrio inestable 

para diferentes ubicaciones de polos, así como también, cuando el péndulo 

es perturbado alrededor de la posición invertida. 
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ABREVIATURAS 

 

ESPOL Escuela Superior Politécnica del Litoral 
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RVE  Realimentación del Vector de Estado 

BLDCM Brushless Direct Current Motor (Motor de Corriente Directa sin 
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FCEM  Fuerza Contra Electro-Motriz 

RPM  Revoluciones Por Minuto 

MOSFET Metal–Oxide–Semiconductor Field-Effect Transistor (transistor 

de efecto de campo metal-óxido-semiconductor) 

PWM  Pulse Width Modulation (Modulación de Ancho de Pulso) 
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SIMBOLOGIA 

 

G  Gramo 

M  Metro 

Vdc  Voltios de corriente directa 

S  Segundo 

m/s  Metros por segundo 

π  Pi 

ϴ  Teta (ángulo) 

φ  Phi (ángulo) 

ω  Omega (velocidad angular) 

Ω  Ohmios (unidad de resistencia eléctrica) 

  Coeficiente de amortiguamiento 

ts.   Tiempo de establecimiento  

n  Frecuencia Natural 

Mp  Sobrepaso Máximo 
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INTRODUCCION 

 

En el capítulo I se inicia describiendo la importancia del péndulo invertido 

como una plataforma didáctica para realizar control, ya que es un sistema 

subactuado. 

 

Luego en el mismo capítulo se definen los objetivos generales y los 

específicos.  En los objetivos se indica que se va a construir una planta física 

que permita obtener una plataforma didáctica dedicada a levantar el péndulo 

desde una posición cercana al punto de equilibrio estable hasta su posición 

de equilibrio inestable y estabilizarlo en tiempo real, controlado a través de la 

cantidad de voltaje de referencia al driver del motor BLDC, utilizando para 

ello tarjetas de adquisición de datos y la herramienta de software Matlab-

Simulink. 

A continuación se describe la metodología tecnológica implementada y la 

Facultad de Ingeniería Mecánica y Ciencias de la Producción de la ESPOL 

que será la beneficiada en el desarrollo de la misma. 

 

En el capítulo II se muestran los resultados obtenidos, donde se observan 

gráficas que demuestran que se logra el control por ubicación de polos 

ayudado o complementado con una técnica de inyección de energía. 

 



 

 

Luego se concluye el capítulo con las respectivas conclusiones y 

recomendaciones. 
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CAPÍTULO I 
 
 

1 Metodología o Solución Tecnológica 
Implementada. 

 

1.1 Descripción General 

 

El péndulo invertido lineal o en un carro, es un sistema no-lineal, sub-actuado 

y naturalmente inestable. Consiste en un carro o móvil de masa M en el cual 

esta pivoteado el péndulo considerado en este caso como una varilla de 

masa despreciable y longitud l con una masa m en su extremo, este péndulo 

gira libremente en el plano xy perpendicular al eje de rotación (Figura 1.1), el 

carro a su vez, se desplaza de forma lineal en una pista o riel de longitud 

finita, el control de la posición del péndulo en su modo invertido se logra 

aplicando una fuerza F sobre el móvil lo cual provoca su desplazamiento y 

éste a su vez afecta la posición angular ϴ del péndulo. 
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Figura 1.1. Diagrama simplificado del péndulo invertido en un carro  

móvil 

 

Con el desarrollo, mayor disponibilidad y mejoras en capacidad de 

procesamiento de las computadoras, además del aparecimiento de software 

dedicado, se hizo posible también simular el sistema de péndulo invertido en 

tiempo real. A pesar de no brindar todas las particularidades del sistema real, 

la simulación tiene otras ventajas, pues se elimina el costo de obtención del 

equipo real, lo cual tiene repercusión en la educación, pues los estudiantes 

tienen así libertad para probar sus algoritmos de control sin tener que contar 

con el equipo; y si ya se cuenta con el equipo da mayor holgura para la 

organización de prácticas de laboratorio. También por cuestiones de 

seguridad, es deseable tener la posibilidad de probar un programa en una 

simulación para poder detectar a tiempo errores que podrían derivar en 

daños tanto de equipo como en el estudiante. 
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1.2 Objetivos 

1.2.1. Objetivos Generales 

 

 

El objetivo es construir una planta y diseñar el sistema de control del péndulo 

invertido simple sobre una plataforma móvil finita, que permita obtener una 

plataforma didáctica dedicada a levantar el péndulo desde una posición 

cercana al punto de equilibrio estable hasta su posición de equilibrio 

inestable y estabilizarlo en tiempo real, controlado a través de la cantidad de 

voltaje de referencia al driver del motor BLDC, utilizando para ello tarjetas de 

adquisición de datos y la herramienta de software Matlab-Simulink. 

 

1.2.2. Objetivos Específicos 

 

 

 Determinar el modelo matemático del péndulo invertido simple sobre 

una plataforma móvil. 

 Diseñar un controlador a través de técnicas de inyección de energía 

para realizar el levantamiento del péndulo por simulación. 

 Diseñar un controlador lineal por ubicación de polos y realimentar el 

vector de estado para estabilizar el péndulo por simulación. 

 Implementar los controladores en tiempo real para controlar el 

autolevantamiento del péndulo y mantenerlo alrededor del punto de 

equilibrio inestable. 
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1.3 Hipótesis 

 

 Se desprecia la influencia del peso del eslabón del péndulo, 

asumiendo que toda la carga se concentra en una masa puntual que 

se coloca en su extremo. 

 Se desprecia la influencia de la fuerza de coriolis por rotación del 

péndulo. 

 El equipo a implementar servirá para realizar prácticas de control en 

laboratorio y fomentará el entendimiento de los diferentes algoritmos 

de control. 

 

1.4 Metodología Tecnológica Implementada 

1.4.1 Descripción del funcionamiento del sistema péndulo invertido 

sobre una plataforma móvil para el Laboratorio de Mecatrónica de 

la FIMCP. 

 

El equipo del péndulo invertido fue en su mayoría diseñado, construido y 

ensamblado en el Laboratorio de Control y Mecatrónica en conjunto con 

CAMPRO (Campo Avanzado de Mecanización y Prototipado), ambos de la 

Facultad de Ingeniería Mecánica y Ciencias de la Producción de la ESPOL. 

Las especificaciones para el sistema fueron las siguientes: 

 El tipo de péndulo es el de un “carro” o móvil desplazándose sobre una 

guía horizontal, cuya longitud debe estar entre 1 y 1.5 m. 
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 Motor eléctrico de corriente continua sin escobillas (tipo BLDC, 

Brushless Direct Current), con o sin la necesidad de un reductor de 

velocidad. 

 Construcción robusta para que pueda ser usado como equipo 

demostrativo en el laboratorio. 

En el diagrama, las señales de entrada de los sensores de posición están en 

color verde, las de control en azul, la alimentación al driver en rojo y la 

alimentación al motor en naranja. (Figura 1.2). 

 

 

Figura 1.2. Diagrama del Sistema de Péndulo Invertido 

El motor es controlado por una señal previamente trabajada que sale del 

driver (Figura 1.3). 

El driver es alimentado por los 48 Vdc proporcionados por la fuente de poder 

en las terminales Vin y Gnd. 

Las señales de entrada de control principales que maneja el driver son 

Speed (Velocidad), Run/Stop (Arranque/Parada) y Direction (Dirección). 
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La señal de entrada Velocidad está dada por un voltaje analógico admisible 

de 1 a 4 Vdc, que controla el ciclo de trabajo del PWM mediante el cual el 

driver alimenta voltaje a las fases del motor. 

La señal de entada Arranque/Parada es de tipo lógica, es decir que solo 

admite dos estados lógicos (“1” ó “0”) donde “0” está dado por una señal de 0 

a 0.8 Vdc y “1” de 4.5 a 5 Vdc. En este caso, “1” corresponde a parada y “0” 

al arranque o habilitación del motor. 

La señal de entrada Dirección también es de tipo lógica, donde “1” es giro en 

el sentido horario y “0” anti-horario, visto desde la parte posterior del motor, 

en el sistema final esto quiere decir que “1” hace mover al móvil hacia la 

izquierda y “0” hacia la derecha. 

El driver también tiene como entrada las señales de los sensores Hall del 

motor (Sensor A, B, y C), pero no cuentan como señales de control pues no 

son manejables por el usuario y solo sirven como referencia de la posición 

del rotor y así el driver conoce qué fases alimentar de acuerdo al tipo de 

movimiento que se requiere de acuerdo a las señales de entrada de control. 

El mismo driver se encarga de alimentar con voltaje a los sensores Hall en 

los bornes nombrados como Hall Power y Hall Gnd. 

El driver alimenta con pulsos de 48 Vdc a las tres fases del motor en los 

bornes de salida (Phase A, B, y C), la alimentación sigue un patrón 

sincronizado de acuerdo a los requerimientos de las señales de control y las 

señales de los sensores Hall. 
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Figura 1.3. Diagrama de Conexiones Disponibles en el Driver del Motor. 

La salida del motor está conectada a una reductora de 3:1, reduciendo por lo 

tanto la velocidad de salida en una razón de tres y aproximadamente 

triplicando el torque dada la eficiencia de la reductora que es del 95% (Figura 

1.4) 

En el eje de salida de la reductora va la polea conductora, la que a su vez 

mueve a la banda dentada, y ésta última mueve a la polea conducida y a la 

plataforma móvil o carro. 

 

Figura 1.4. Ensamblaje de Driver, Motor, Reductora y Polea Conductora 

La polea conducida cumple la función de transmisión de movimiento y ayuda 

en la medición de la posición del móvil puesto que en su eje va instalado el 
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encoder de posición lineal, y despreciando la elasticidad de la banda se 

puede determinar que el movimiento de la polea conducida es análogo al de 

la conductora, y que la posición lineal del móvil se obtiene por simple 

geometría. Conociendo el diámetro de paso de las poleas (D = 79.48 mm), 

se puede calcular el perímetro de paso de la polea y esa longitud será el 

avance lineal del carro por cada revolución de la polea (Ec. 1.1). 

        Ec. 1.1 

El móvil se desliza sobre dos guías conformadas por barras de sección 

circular de acero con la ayuda de un par de rodamientos lineales. Las guías 

están sostenidas por un par de soportes en sus extremos, lo cual nos una 

carrera total de 1.05 m. 

La banda va sujetada al móvil entre el bloque principal inferior y los soportes 

superiores. En la parte superior del móvil hay dos soportes para el eje del 

péndulo, en el soporte posterior va montado el cuerpo del encoder de 

posición angular y el soporte frontal sirve de apoyo extra, ambos tienen 

rodamientos. A la salida del eje del péndulo va montado un bloque que sirve 

de conexión entre el eje y el péndulo. El péndulo va sujeto a este bloque con 

un perno prisionero (Figura 1.5). 
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Figura 1.5. Detalle del Móvil, Banda, Guías de Deslizamiento y Péndulo. 

 

Un encoder es un dispositivo electro-mecánico que convierte desplazamiento 

lineal o rotacional en señales digitales o de pulso. El más popular es el del 

tipo óptico, el cual consiste en un disco rotatorio, una fuente de luz, y un foto-

detector (sensor de luz). El disco, que está montado en el eje rotatorio, tiene 

patrones de sectores opacos y transparentes codificados en el disco (Figura 

1.6) al rotal el disco, estos patrones interrumpen la luz emitida hacia el foto-

detector, generando una señal de salida digital o de pulso. 

 

Figura 1.6. Diagrama de un Encoder Óptico Incremental. 
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Siendo más específico, un encoder incremental genera un pulso por cada 

paso incremental. Aunque el encoder incremental no muestra posición 

absoluta, provee mayor resolución a un menor precio. 

Los encoders necesitan de un eje saliente y una superficie perpendicular al 

eje de rotación para ser instalados, pues se instala primero el disco 

codificado y luego la carcasa con el emisor-lector empernado a la superficie, 

la transmisión de datos se da por un cable de cinco terminales de fácil 

instalación (Figura 1.7). 

 

Figura 1.7. Detalle de encoders Instalados para Medición de Posición 

                      Lineal (Izq.) y Posición Angular (Der.) 

 

1.4.2 Modelo Matemático del Sistema 

 

Para determinar el modelo del sistema, se lo separará en dos partes 

principales, la etapa de actuación y la etapa de péndulo invertido en sí o 

péndulo invertido básico. 
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Etapa de actuación 

 

La etapa de actuación está conformada por el driver, el motor, la reductora, 

las poleas y la banda. 

Se necesitarán hacer varias asunciones para hacer más sencillo el análisis 

de estos componentes. La dinámica del driver será despreciable, la relación 

entre el voltaje alimentado al motor y el torque que se obtiene a la salida 

puede ser aproximado a una función de primer orden con retardo, también se 

despreciará el “backlash” o efecto de pequeñas holguras entre engranajes. 

El motor usado en el equipó del péndulo invertido viene con la configuración 

estrella por defecto y no ha sido alterada (Figura 1.8). 

 

Figura 1.8. Diagramas De Configuración “Y” o “Estrella” 

 

Para desarrollar el modelo matemático del motor BLDC, se harán algunas 

consideraciones adicionales, tomando como referencia el trabajo de Chin-

Long Cham y Bin Samad titulado “Brushless DC Motor Electromagnetic 

Torque Estimation with Singe-Phase Current Sensing” [2]: 

 Los tres bobinados de las fases son simétricos. 
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 No se produce saturación magnética. 

 No hay perdidas por histéresis o corrientes de Eddy 

 El espaciamiento entre los imanes del rotor y los electroimanes o 

bobinas del estator es uniforme. 

 Se desprecia la inductancia mutua. 

 Se desprecia la reacción de la armadura. 

Los voltajes de excitación 

    Ec. 1.2  

    Ec 1.3  

    Ec 1.4 

Las FCEM tienen forma trapezoidal están desfasadas 120 grados eléctricos 

entre sí, por lo que pueden ser representadas de la siguiente forma: 

     Ec.1.5 

    Ec. 1.6 

    Ec. 1.7 

Donde ωm es la velocidad del rotor en rad/s, KV la constante de FCEM, f(ϴe) 

una función trapezoidal, que está en función de ϴe que es el ángulo eléctrico 

del rotor. 

 

De las ecuaciones de voltaje en las fases (ecuaciones 1.2 a 1.4), restando la 

segunda de la primera y la tercera de la segunda se obtiene: 
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  Ec. 1.8 

  Ec.1.9 

Las tres fases están conectadas en modo estrella o Y, por lo tanto la 

corriente total de acuerdo a las leyes de Kirchhoff es: 

     Ec. 1.10 

El torque electro-magnético tomando en cuenta los aportes de cada fase 

puede ser representado por: 

    Ec.1.11 

La corriente está actuando en solo dos de las fases en cualquiera de los 6 

estados de un ciclo completo de conmutación, por lo tanto, se puede inferir 

que aproximadamente en cualquier momento el torque esta definido por: 

     Ec. 1.12 

Donde eF e iF son la FCEM y corriente diferente de cero en cualquier fase, en 

Voltios y Amperios respectivamente. 

La constante de FCEM KV relaciona la FCEM con la velocidad angular del 

rotor de la siguiente manera: 

     Ec. 1.13 

Por lo tanto, la ecuación queda expresada así: 

     Ec. 1.14 

Donde KV(F) es la constante de FCEM por fase, esta distinción será explicada 

más adelante. 
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La ecuación Ec. 1.14 se la dejará en función del voltaje, ya que es sobre lo 

que se tiene control directamente a través del driver del motor: 

Si        Ec. 1.15 

Entonces, 

                                           Ec. 1.16 

De los datos técnicos del motor: 

      Ec. 1.17 

     Ec. 1.18 

Introduciendo las expresiones 1.18 y 1.17 en la ecuación 1.16, se obtiene: 

  Ec. 1.19 

Despreciando las perdidas mecánicas en el motor, entonces: 

      Ec. 1.20 

El torque a la salida del motor es multiplicado por la reductora, la razón de 

reducción es de 3 a 1, con una eficiencia del 95%, por lo tanto, en términos 

generales el torque determinado a la salida de la caja de engranajes es: 

  Ec. 1.21 

Considerando despreciables los efectos de elasticidad de la banda, el torque 

en la polea ejerce una fuerza F sobre el carro bajo la siguiente expresión: 

       Ec. 1.22 

Finalmente, se obtiene una expresión que relaciona el voltaje de fase como 

entrada y fuerza ejercida sobre el carro: 
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      Ec. 1.23 

Reemplazando Tm en la Ec. 1.23, se obtiene: 

    Ec. 1.24 

El elemento que proporciona voltaje al motor es el driver que tiene una 

entrada de voltaje de referencia para controlar la velocidad, en realidad ese 

voltaje controla el ciclo de trabajo del PWM del voltaje en las fases. La 

entrada de referencia está entre 1 y 4 Vdc de acuerdo a la hoja de datos. Sin 

embargo, pruebas en el driver y motor permitieron observar que en realidad 

recién comienza movimiento a partir de una entrada de alrededor de 1.61 a 

1.62 Vdc; además, que dada la capacidad de la fuente de poder y las 

exigencias de corriente en los repentinos cambios de dirección, la fuente no 

es capaz de proporcionar corriente suficiente en cambios de dirección 

repentinos cuando la entrada es mayor a 2.4 Vdc. En resumen, la entrada 

real de voltaje de referencia utilizable está entre 1.6 y 2.4 Vdc. 

La ecuación que relaciona al VF (voltaje de alimentación de una fase del 

motor, y Vref (voltaje de referencia a la entrada del driver) es: 

     Ec. 1.25 

Por lo tanto, se introduce esta expresión en la del torque mecánico del motor, 

y se obtiene una ecuación que relaciona el voltaje de referencia del driver 

como entrada y la fuerza como salida: 

   Ec. 1.26 
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Tabla 1.1. Valores de Parámetros Técnicos del Motor de acuerdo a su 

Hoja de Datos. 

Parámetro Valor en Hoja Técnica 

KV (L-L) 13.5 [V/kRPM] ó 0.0135 [V/RPM] 

R L-L 0.2 [Ω] 

 

Conociendo que el radio de paso de la polea es: 

     Ec. 1.27 

Reemplazando los valores anteriores se obtiene: 

  Ec. 1.28 

    Ec. 1.29 

En vista que el sistema péndulo invertido está en función de velocidad y 

dirección del carro y este a su vez está en función de la fuerza, ecuación 

1.29, se debe adaptar esta ecuación al driver del motor en el cual se debe 

indicar dirección y voltaje en valor absoluto, de esta forma se tiene la 

siguiente expresión: 

 Ec. 1.30 

La gráfica de la ecuación 1.30 en Matlab obtenida es la figura 1.9. 
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Figura 1.9. Relación entre Voltaje de Referencia del Driver y la Fuerza 

Producida. 

Al linealizar, debido a la zona muerta y discontinuidad observada en la figura 

1.9 se obtiene lo siguiente: 

    Ec. 1.31 

Y su gráfica correspondiente (Fig. 1.10), superpuesta a la anterior con zona 

muerta para contraste: 

 

Figura 1.10. Relación Linealizada Entre Voltaje de Referencia del Driver 

y la Fuerza Producida. 
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Etapa Planta de péndulo invertido 

 

La planta del péndulo invertido se refiere a las partes mecánicas del sistema 

que no están incluidas en la etapa de actuación. Sus componentes 

principales son el carro o móvil de masa “M”, los rieles o guías de 

desplazamiento, y el péndulo que a su vez tiene una masa “m” en su extremo 

libre cuyo centro de masa está a una distancia “l” del pivote o eje de 

rotación.(Fig. 1.11) 

 

Figura 1.11. Esquema Simplificado del Péndulo Invertido 

 

Modelo para la Estabilización 

 

Para la parte de estabilización [3] necesitamos determinar las ecuaciones 

que rigen el movimiento del sistema, tomando como base la figura 1.11, 

desarrollando los diagramas de cuerpo libre de las dos partes principales del 

sistema: el carro y el péndulo (ver figuras 1.11 y 1.12). 
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De acuerdo a la figura 1.12, y tomando como referencia que en el eje 

horizontal  “x”, la dirección hacia la derecha es la positiva y que para el eje 

vertical “y”, la dirección hacia arriba es la positiva, se realiza una sumatoria 

de fuerzas aplicando de la Segunda Ley de Newton, representada en la 

ecuación 1.32: 

 

Figura 1.12. Diagrama de Cuerpo Libre del Carro o Móvil 

 

             Ec. 1.32 

Haciendo sumatoria de fuerzas en el eje “x” para el carro se obtiene lo 

siguiente: 

            Ec. 1.33 

            Ec. 1.34 

De acuerdo a la figura 1.13, se tiene que la distancia en el eje “x” del centro 

de masa del péndulo (el centro de masa del peso en el extremo, pues se 

desprecia al cuerpo del péndulo como un péndulo simple ideal) es rx con la 

siguiente expresión: 

            Ec. 1.35 
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Figura 1.13. Diagrama de Cuerpo Libre del Péndulo 

 

La sumatoria de fuerzas en x para el péndulo está dada por: 

      Ec. 1.36 

Introduciendo la expresión para rx: 

     Ec. 1.37 

En el eje vertical, la distancia del centro de masa del péndulo está dada por 

la expresión de ry: 

             Ec. 1.38 

Realizando la sumatoria de fuerzas en el eje y para el péndulo se tiene: 

            Ec. 1.39 

Introduciendo la expresión para ry: 

           Ec. 1.40 

La Segunda Ley de Newton para movimiento rotacional está descrita por la 

ecuación 1.41: 

           Ec. 1.41 
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Aplicando sumatoria de momentos alrededor del centro de masa y tomando 

la dirección horaria como positiva se obtiene: 

   Ec. 1.42 

    Ec. 1.43 

Considerando que para la estabilización lo que interesa es que el ángulo del 

péndulo se mantenga lo más cercano a 0, es razonable que el punto de 

operación alrededor del cual se linealizarán las ecuaciones sea ϴ=0 

radianes. 

       Ec. 1.44 

      Ec. 1.45 

      Ec. 1.46 

       Ec. 1.47 

    Ec. 1.48 

       Ec. 1.49 

    Ec. 1.50 

La ecuación 1.34 no necesita ser linealizada pero se pueden aplicar las 

expresiones 1.47 y 1.48, con lo cual se obtiene: 

            Ec. 1.51 

Se linealiza la ecuación 1.37 aplicando la identidad 1.46: 

            Ec. 1.52 

Se la desarrolla aplicando las expresiones 1.48 y 1.49: 
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     Ec. 1.53 

     Ec. 1.54 

     Ec. 1.55 

Al linealizar la ecuación 1.40 y aplicando la identidad 1.45 se obtiene: 

            Ec. 1.56 

Desarrollando la ecuación anterior, se obtiene: 

     Ec. 1.57 

     Ec. 1.58 

      Ec. 1.59 

Finalmente, se linealiza la ecuación 1.43 haciendo uso de las identidades 

1.45 y 1.46: 

             Ec. 1.60 

La aceleración angular se puede expresar como la segunda derivada del 

ángulo, y por tanto usar la expresión 1.50: 

             Ec. 1.61 

Ahora se tiene cuatro ecuaciones diferenciales lineales que describen el 

movimiento del péndulo invertido simple (1.51, 1.55, 1.59, y 1.61), las cuales 

se pueden relacionar para reducirlas a dos. 

Introduciendo la ecuación 1.55 en la 1.51 se obtiene: 

    Ec. 1.62 
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    Ec. 1.63 

Introduciendo las ecuaciones 1.55 y 1.59 en la 1.61 se obtiene: 

    Ec. 1.64 

    Ec. 1.65 

Reordenando se obtienen las dos ecuaciones simplificadas y linealizadas 

que rigen el movimiento del péndulo invertido simple: 

    Ec. 1.66 

    Ec. 1.67 

 

Modelo en Variables de Estado del Sistema no  Lineal 

 

A partir de las cuatro ecuaciones anteriormente obtenidas 1.34, 1.37, 1.40 y 

1.43, que rigen la dinámica del sistema, se procede a obtener la ecuación de 

estado del sistema. 

 
 

 

 

 

                                                   Ec. 1.68 
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Se definen las variables de estado de la siguiente manera: 

 

Por lo tanto las dos ecuaciones diferenciales de segundo orden de la 

ecuación 1.68, se pueden reescribir como un sistema de cuatro ecuaciones 

diferenciales de primer orden: 

 

 

 

 

                                            

                                                                                                    Ec. 1.69 

 

Modelo en Variables de Estado del Sistema Linealizado 

 

A partir de las ecuaciones anteriormente obtenidas 1.66 y 1.67, que rigen la 

dinámica del sistema, se procede a obtener la ecuación de estado del 

sistema haciendo uso del álgebra matricial. 

Reordenando las ecuaciones anteriores se obtiene: 
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                                         Ec. 1.70 

                                                     Ec. 1.71 
 
Representando el sistema anterior de dos ecuaciones a través de una 

representación matricial se obtiene: 

                                                              Ec. 1.72 

Reordenando los términos de la ecuación anterior se obtiene: 

  Ec. 1.73 

Donde: 

                                                                                     Ec. 1.74 
 
Resolviendo la parte derecha de la ecuación 1.73, se obtiene: 

  Ec. 1.75 

Para definir las variables de estado se escribe lo siguiente: 

                                                                                                               Ec. 1.76 
 

Por lo que la ecuación de estado en forma matricial queda así: 
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                                     Ec. 1.77 

                                                                                                      

                                                              
 

Donde la acción de control u = F, que en este caso es la fuerza aplicada al 

carro, además, de la ecuación 1.77 se determinan las matrices de estado A, 

B, C y D.  

                         Ec. 1.78 

          

 

En cuanto a la etapa de auto levantamiento, dado que se trabaja con 

ecuaciones no lineales, no es posible obtener funciones de transferencia o 

ecuaciones de estado, y la resolución de estas es trabajada mediante 

simulación más adelante. 
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1.4.3 Simulación del Modelo Matemático del Sistema 

 

Representación del Sistema en una Plataforma Matemática de 

Programación 

 

Tabla 1.2. Parámetros Físicos del Sistema de Péndulo Invertido. 

PARÁMETRO VALOR 

M 1 Kg 

m 0.13 Kg 

l 0.45 m 

b 2 

 

Para simular en Matlab [4] se han creado 03 archivos, el spend.m, el 

mpendnldarwin.m y el lpendul.m. El spend,m sirve para simular el sistema 

péndulo invertido no lineal, el lpendul.m sirve para simular el sistema 

linealizado y el mpendnldarwin.m es una función que contiene las ecuaciones 

diferenciales de primer orden. 

Las constantes que se deben declarar están: la gravedad g, la masa del 

carro M, la masa en el extremo del péndulo m, longitud del péndulo l, y el 

coeficiente de fricción viscosa b. 

La variable a declarar está la inercial del péndulo I. 
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Luego de ejecutar los dos programas en la línea de comando obtenemos las 

siguientes gráficas: 

 

 
 

Figura 1.14. Respuesta del Sistema Péndulo Invertido no Lineal en Lazo 
Abierto 

 

 

Figura 1.15. Respuesta del Sistema Péndulo Invertido Linealizado en 
Lazo Abierto 
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En el anexo A, se pueden observar el contenido de los programas y 

funciones. 

 

1.4.4 Diseño del Controlador por Realimentación del Vector de 

Estados y Ubicación de Polos 

 

En este capítulo se detalla el proceso de diseño del controlador, empezando 

por la selección del tipo de controlador, los parámetros de desempeño que 

servirán para medir la efectividad del mismo para lograr los objetivos, el 

diseño en sí y su simulación en la plataforma de Simulink usando diagramas 

de bloques. 

 

1.4.4.1 Selección de Parámetros de Desempeño 

 

Para el auto-levantamiento, el requerimiento principal es que el tiempo de 

auto-levantamiento debe ser menor a un minuto. 

 

Para la etapa de estabilización se requiere lo siguiente: ante una 

perturbación impulso de fuerza con una amplitud de 20 N-s, la respuesta 

temporal debe ser la siguiente: 

, ts = 3s. 

Donde: 



30 

 

es el coeficiente amortiguamiento y ts es el tiempo de establecimiento. 

Los valores anteriormente indicados han sido seleccionados para obtener 

una respuesta satisfactoria con sobrepaso máximo Mp del 5% y un criterio de 

error del 2% al transcurrir el tiempo de establecimiento [5, 6]. 

Como consecuencia de lo anteriormente indicado se espera: 

Para el péndulo 

La posición angular del péndulo no debe desviarse más allá de ±0.2 

radianes. 

Error en estado estable no mayor a ±0.005 radianes 

Para el carro 

La posición lineal no debe desviarse más allá de ±0.2 m. 

 

1.4.4.2 Proceso de Diseño del Controlador 

 

Habiendo elegido el método de control de realimentación del vector de 

estado por ubicación de polos, para la sintonización de sus parámetros hay 

que encontrar la matriz de controlabilidad del sistema linealizado, luego su 

rango, el mismo que debe ser del mismo orden que la matriz A del espacio 

de estado, después, utilizando los valores de diseño para  y ts, se obtienen 

las ganancias del lazo de realimentación de estado vector K; si se define que 

sea u la señal de control, entonces u = -KX corresponde al controlador 

diseñado. 
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Utilizando la herramienta de software Matlab se calcula el rango de la matriz 

de controlabilidad, de la siguiente manera: 

 

%% Parámetros de las matrices A y B 

b = 2; m = 0.13; M = 1; l = 0.45; 

g = 9.8; 

I = m*l^2; 

  

D = (M+m)*I+M*m*l^2; 

a22 = -(I+m*l^2)*b/D; 

a23 = -m^2*l^2*g/D; 

a42 = m*l*b/D; 

a43 = m*l*g*(M+m)/D; 

b21 = (I+m*l^2)/D; 

b41 = -m*l/D; 

  

%% Matrices de estado A y B 

A = [0 1 0 0; 

0 a22 a23 0; 

0 0 0 1; 

0 a42 a43 0]; 

B = [0; 

b21; 

0; 

b41]; 

  

%% Cálculo de la matriz de controlabilidad 

control = [B A*B A^2*B A^3*B]; 

rangodeM = rank(control); 

 

Como se puede observar el sistema es controlable ya que el rango de la 

matriz de controlabilidad es 4. 

A continuación se calculan las ganancias para realimentar el vector de 

estado. 
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% parámetros de diseño de controlador 

zi = 0.7; ts = 3; 

wn = 4/zi/ts; 

wd = wn*sqrt(1-zi^2); 

  

a = -zi*wn-wd*i; a1 = -zi*wn+wd*i; 

c = -5*zi*wn; d = -8*zi*wn; 

polos = [d c a1 a]; 

  

%% Parámetros de las matrices A y B 

b = 2.0; m = 0.13; M = 1; l = 0.45; 

g = 9.8; 

I = m*l^2; 

  

D = (M+m)*I+M*m*l^2; 

a22 = -(I+m*l^2)*b/D; 

a23 = -m^2*l^2*g/D; 

a42 = m*l*b/D; 

a43 = m*l*g*(M+m)/D; 

b21 = (I+m*l^2)/D; 

b41 = -m*l/D; 

  

%% Matrices de estado A y B 

A = [0 1 0 0; 

0 a22 a23 0; 

0 0 0 1; 

0 a42 a43 0]; 

B = [0; 

b21; 

0; 

b41]; 

  

%% fórmula de Ackerman, determina matriz K 

K = acker(A,B,polos); 

 

Escribiendo K en la línea de comando de Matlab, se obtiene: 

K =  [-25.2339 -266977 -149.7261 -41.3979] 

Con estos valores de K se arma la señal de control u = -KX, con lo cual se 

simula en Matlab y se observa la respuesta. 
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%% Inicialización del programa 

clear 

clc 

%% Parametros 

global M m l I b g 

%% Movil  

M = 1.00; % masa 

b = 2; % constante de fricción 

  

%% Péndulo 

m = 0.13; % masa puntual en péndulo 

l = 0.45; % longitud del pendulo desde el eje al centro 

de la masa 

I = m*l^2; % momento de inercia alrededor del centro de 

gravedad 

g = 9.8; % aceleracion de gravedad 

  

%% condiciones iniciales 

x0 = [0; 0; 15*pi/180; 0]; 

  

%% tiempo de simulacion 

ti = 0; tf = 3; 

  

%% Simulación 

[t,x] = ode45('mpend3',[ti tf],x0); 

  

%% Señal de control u 

k1 = -25.2339; k2 = -26.6977; k3 = -149.7261; k4 = -

41.3979; 

theta = 0; 

Xeq = 0; 

u = -k1*(x(:,1)-Xeq)-k2*x(:,2)-k3*(x(:,3)-theta)-

k4*x(:,4); 

  

%% Graficas 

subplot(221),plot(t,x(:,1)) 

title('Posicion del movil en metros'),grid 

subplot(222),plot(t,x(:,3)*180/pi) 

title('Angulo de rotacion del pendulo en grados'),grid 

subplot(223),plot(t,u) 

title('Señal de Control en Newton'),grid 

%%subplot(223),plot(t,x(:,2)*180/pi) 

%%title('Velocidad del carro en m/s'),grid 

subplot(224),plot(t,x(:,4)) 

title('Velocidad Angular del péndulo en rad/s'),grid 
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Para que funcione el programa de simulación anterior hay que definir la 

siguiente función. 

 

function xdot = mpend3(t,x) 

%% mpend3.m 

%% modelo del pendulo invertido sobre una plataforma 

movil 

%% para utilizarlo hay que ejecutar el programa spend3.m 

  

%% Parametros 

global M m l I b g 

  

%% variables auxiliares 

D = (M+m)*I+M*m*l^2; 

a1 = (I+m*l^2)/D; 

a2 = m^2*l^2*g/D; 

a3 = m*l/D; a4 = m*l*g*(M+m)/D; 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

  

%% Señal de control 

k1 = -25.2339; k2 = -26.6977; k3 = -149.7261; k4 = -

41.3979; 

theta = 0; 

Xeq = 0; 

u = -k1*(x(1)-Xeq)-k2*x(2)-k3*(x(3)-theta)-k4*x(4); 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%% Ecuación de estado  

xdot = [x(2); -a1*b*x(2)-a2*x(3)+a1*u; 

        x(4); a3*b*x(2)+a4*x(3)-a3*u]; 

  

%% fin de mpend3.m 

end 
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Figura 1.16. Respuesta del Sistema Péndulo Invertido Linealizado en 
Lazo Cerrado 

 

Como se puede observar el sistema es controlado en los 3 segundos que se 

había establecido. 

 

Diseño del Controlador de Auto-Levantamiento: 

 

Para el auto-levantamiento se tomará como referencia el trabajo de Furuta 

[1], donde el auto-levantamiento se hace por el método de inyección de 

energía, dado que esta ley de control fue diseñada para el tipo de péndulo 

invertido del mismo Furuta, no se toma en cuenta el desplazamiento, pues en 

el equipo mencionado el movimiento es circular y prácticamente infinito, en el 

péndulo invertido en un carro, la carrera es finita, por lo tanto en lo posible se 
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debe ajustar esta ley para que el valor de x no sobrepase los límites físicos 

de los apoyos de los rieles. La ley de control es la siguiente: 

 

                                                        Ec. 1.79  

 

Donde  calcula el error entre la energía medida versus la energía del 

punto de ajuste o a donde se quiere llegar, que es la energía cuando el 

péndulo está en su posición vertical invertida. 

La función  se encarga de realizar el cambio de dirección de la 

señal de control aplicada, su argumento está en función de la velocidad 

angular y el coseno de la posición angular del péndulo, por lo tanto cuando el 

péndulo está en su posición de equilibrio estable, el valor de esta función es 

cero, para iniciar la rutina por tanto se necesita de alguna excitación inicial. 

 

La función  satura la salida del controlador entre los valores ±ng, y está 

definida por las restricciones del sistema, la máxima energía que el sistema 

está físicamente habilitado a dar, en este caso es la fuerza al voltaje máximo 

con el que se puede trabajar. 

 

La constante  define las zonas en las que el control se comporta de forma 

lineal o no lineal, cuando el error es alto la amplitud de la variación de la 

función es alta, cuando está cercana al punto de ajuste (posición invertida) se 
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comporta como un controlador lineal, de esta forma al estar saturada la 

señal, mientras más alto sea k, la región en la que se comporte similar a un 

controlador “bang-bang” será mayor. 

 

La energía del péndulo medida está en función de constantes como inercia, 

masa, gravedad y longitud del péndulo, y variables como velocidad angular y 

posición angular del péndulo, las cuales son las entradas al controlador, tanto 

para calcular la energía, como para calcular el argumento de la función signo 

descrita anteriormente. 

                                               Ec. 1.80 

El punto de ajuste o energía a alcanzar (cuando el péndulo está en su 

posición vertical invertida) 

                                                                                 Ec. 1.81 

Este control es más fácil de analizarlo en Simulink, introducido en forma de 

bloque de funciones de Matlab [7], dentro de la librería de Funciones 

definidas por el usuario. 

 

El código para el bloque función de Matlab se crea usando el procedimiento 

descrito en Mathworks: 

 

function u = auto_lev_f(teta,w,ng,K) 

m=0.13; %masa puntual del péndulo en Kg 

g=9.81; %gravedad en m/s^2 
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l=0.43; %longitud del péndulo en metros 

I=m*(l^2); %Inercia del péndulo en Kg x m^2 

  

%Energía del péndulo 

E=0.5*I*(w^2)+m*g*l*(cos(teta)-1); 

  

%Energía en la posición invertida 

E0=m*g*l; 

  

%Ecuación o ley de control del auto-

levantamiento(método de Furuta) 

c=K*((E-E0)*sign(w*cos(teta))); 

  

%saturación de la señal de control en el rango +ng 

-ng 

u= min(ng, max(-ng, c)); 

 

 

La rutina de auto-levantamiento debe probarse con el modelo no lineal, para 

que la señal de control no se quede en cero, se introduce un ángulo 

ligeramente menor a pi (3 radianes), el diagrama de bloques debe verse así: 

 

 

Figura 1.17. Modelo del Autolevantamiento del Sistema Péndulo 
Invertido  

 

Para poder ingresar los parámetros como ng y k en el bloque de auto-

levantamiento se crea una máscara, la misma debe verse como indica la 

figura: 
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En ng se introduce la fuerza máxima correspondiente al voltaje máximo 

usable y de acuerdo a la ganancia de la linealización Vref-F (107.352), se 

prueba con un valor de k pequeño k=0.05, la respuesta es: 

 

 

Se puede ver que el ángulo tiende a oscilar a una amplitud constante, se 

introduce un valor de k=1 y se observa luego la siguiente respuesta: 
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Se ve una clara tendencia oscilatoria de amplitud creciente, pero aun 

después de casi un minuto no llega a cero o cerca de cero, se introduce a 

continuación un valor de k=2 

 

Ahora el ángulo llega a cero luego de unos 55 segundos, pero llega con 

suficiente velocidad angular como para prácticamente dar la vuelta, de esta 

forma el cambio de control sería muy difícil. Además la posición del carro 

está fuera de los límites reales del equipo, lo cual se arregla parcialmente en 

la implementación del control. 
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Quedan varias opciones, jugar con valores de k entre 1 y 2, o disminuir el 

rango de saturación. 

 

Primero manteniendo el ng máximo, se intenta hallar un k que haga que el 

péndulo llegue a cero o cerca de cero con velocidad angular cero, pero no se 

obtiene un resultado satisfactorio. 

 

Se procede entonces a disminuir ng a la fuerza equivalente a 2 V (89.46 N) y 

se prueba con k=1 

 

 Y la respuesta es una oscilatoria creciente pero que no llega a cero dentro 

del minuto: 
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Después de un proceso de prueba y error se llega a que con k=1.88 y 

ng=89.46, el péndulo llega a algo menos de 0.3 radianes, con velocidad 

angular cero, en un momento entre los 51 y 52 segundos. 

 

Ese instante es también el ideal para realizar el cambio de control, incluso si 

el ángulo no es específicamente cero, la velocidad angular nula brinda un 

momento de estabilidad para cambiar al control de estabilización. Visión de 

detalle del momento óptimo para hacer el cambio de control: 
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1.4.4.3 Simulación del Controlador 

 

La simulación o validación de los datos obtenidos del proceso de diseño del 

controlador se la lleva a cabo en el modelo no lineal, primeramente solo la 

etapa de estabilización, luego solo el auto-levantamiento y por último la rutina 

completa, las ganancias así obtenidas luego se aplican en el modelo 

obtenido en la implementación y sus resultados analizados en el capítulo 2. 

 

Con los resultados de la simulación del auto-levantamiento, se establece que 

el mejor ángulo para realizar el cambio de control debe ser algo mayor que el 

ángulo más cercano a cero y con velocidad angular cero, Sea el rango de 

±0.3 radianes. 

 

Se arma un subsistema que tiene como entrada las dos señales de control 

(la de estabilización y la de auto-levantamiento), el ángulo y la velocidad 

angular para saber dónde hacer el cambio, lo cual es evaluado con un bloque 

de intervalo, si el ángulo esta fuera del intervalo de  estabilización (±0.4 

radianes) el bloque emite señal falsa, esto va en conjunto con otro bloque de 

intervalo que evalúa que la velocidad angular esté dentro de un valor 

pequeño (±0.3 rad/s) lo cual activa el selector y elige pasar la señal de auto-

levantamiento, caso contrario de pasar solo a la señal de estabilización, el 

diagrama debe verse como en la figura: 
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 Figura 1.18.  Diagrama para conmutación de ley de control 

El diagrama completo debe verse como en la figura: 

 

Figura 1.19.  Diagrama para simular el autolevantamiento y 

estabilización del péndulo. 
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Se realizaron algunos intentos de simular pero no se logró que el sistema 

haga la conmutación de la ley de control, por tal motivo, se pasó 

directamente a la etapa de implementación. 

 

Figura 1.20. Ventana de error que muestra la imposibilidad  de simular 

el autolevantamiento con etapa de regulación 

 

Este mensaje está relacionado con el hecho de que una derivada en las 

ecuaciones del ángulo theta tiene valores muy pequeños y el Matlab no los 

puede seguir operando. 

 

En el auto-levantamiento se mantienen los valores de ng=89.46 y K=1.88. 

 

1.4.4.4 Implementación del Control en un Entorno Gráfico de 

Programación 
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Una vez obtenidos y simulados los controladores y sus parámetros en 

el capítulo anterior, estos son aplicados al sistema o equipo real 

utilizando el entorno gráfico de programación, que es el mismo 

Simulink pero con una librería de bloques especiales para 

comunicación en tiempo real. En este capítulo se detalla cómo fue 

llevada a cabo la implementación del sistema de control, previa 

descripción de la librería de bloques 

 

Introducción a la Herramienta Gráfica para Programación en 

Tiempo Real. 

 

Aparte de los bloques básicos de programación en Simulink, para 

poder comunicarnos con el hardware (el equipo del péndulo invertido) 

a través de las tarjetas de adquisición, se hará uso de los bloques de 

la librería Real-Time Windows Target, también conocida en una forma 

general como Simulink® Desktop Real-Time™. 

 

Esta librería ofrece diferentes bloques de entradas y salidas 

analógicas, digitales, y genéricas (fig. 1.21). 
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Figura 1.21. Bloques de la Librería Real-Time Windows Target 

(SIMULINK® DESKTOP REAL-TIME™.) 

 

Configuración de parámetros para simulación y adquisición - 

generación de datos en tiempo real con Windows Real Target 

Tomando como referencia los tutoriales en línea en la página de MathWorks 

[6], se describe a continuación el proceso de configuración de Simulink para 

trabajar en tiempo real. 

 

Una alternativa de más alto rendimiento que el Modo Normal es la ejecución 

en tiempo real en Modo Externo. En este modo, se 

usa Simulink® Coder™ para enlazar dinámicamente el código del algoritmo 

generado con el código del driver de entradas y salidas generado por los 

bloques de entradas y salidas. El ejecutable resultante corre en el modo de 

kernel del sistema operativo en la computadora anfitriona e intercambia datos 

de parámetros con Simulink vía una interfaz de memoria compartida. 
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Adquisición de señales — Se pueden capturar y visualizar señales desde la 

aplicación de tiempo real mientras está corriendo. La información de las 

señales es recuperada de la aplicación de tiempo real y visualizada en los 

mismos bloques de Visualización (Scope) de Simulink que se usaron para 

simular el modelo. 

 

Ajuste de parámetros — Se pueden cambiar los parámetros en el diagrama 

de bloques de Simulink y pasar los nuevos parámetros automáticamente a la 

aplicación de tiempo real. El modo externo de Simulink cambia los 

parámetros en la aplicación de tiempo real mientras está corriendo en tiempo 

real. 

 

El ejecutable del modo externo está totalmente sincronizado con el reloj de 

tiempo real. El principal rol de Simulink es leer y desplegar los resultados de 

la simulación retornados desde el ejecutable (Fig. 1.22). Nota: se debe usar 

un resolvedor de paso fijo en el modo externo. 
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Figura 1.22. Diagrama de Ejecución del Simulink Desktop Real-Time en 

Modo Externo 

 

Después de haber creado el modelo en Simulink, se pueden ingresar los 

parámetros de simulación para uso del programa de generación de código 

SimulinkCoder™ para crear código C y construir la aplicación de tiempo real. 

 

 

Figura 1.23. Configuración de la Ventana de Generación de Código. 
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No seleccionar Inline parameters (Parámetros en línea) en el nodo de Signals 

and Parameters (Señales y Parámetros) bajo Optimization (Optimización). 

 

 

Figura 1.24. Datos del Procesador en Ventana de Implementación de 

Hardware. 

Hacer click en OK para aplicar los cambios al modelo y cerrar el cuadro de 

dialogo. 

Programación e Implementación del Control. 

 

Dada la forma en que se pueden programar y agrupar los bloques en 

Simulink, el objetivo fue obtener una interfaz final con pocos bloques para la 

fácil visualización, que los parámetros de control estén disponibles para su 

modificación, además de contar con alguna forma de control de arranque o 

parada por parte del usuario y algún medio de visualización de las señales. 
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En cuanto a la organización de los bloques, se quiso mantener una 

diagramación lo más parecida posible a la de un diagrama de bloques 

básico, de tal modo que se tengan cuatro categorías principales:  

 Los bloques de control.  

 El bloque que realiza el cambio entre auto-levantamiento y 

estabilización.  

 El bloque que representa la planta. 

 Bloques adicionales de interfaz de usuario. 

 

 

Figura 1.25. Control del Péndulo Invertido por Ubicación de Polos y 
Autolevantamiento en Tiempo Real. 
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Figura 1.26. Bloque de Control del Péndulo Invertido por Ubicación de 
Polos en Tiempo Real. 

Dentro de la categoría de bloques de control se tiene un bloque que controla 

la estabilización del péndulo y lo mantiene alrededor del punto de equilibrio 

inestable, y el bloque encargado del auto-levantamiento. El bloque de cambio 

de señal de control contiene una lógica de comparación para controlar un 

selector y re-direccionar la señal de control requerida. Dentro del bloque 

planta se encuentra el manejo de señales de entrada y salida, en otras 

palabras el bloque que comunica el programa de Simulink con la planta real a 

través de las tarjetas de adquisición. 

 

Entre los bloques adicionales de interfaz de usuario están un selector o 

“switch” de parada manual, y un bloque tipo Scope para visualización de 

varias señales. 



53 

 

A continuación se detallan la formación y configuración de las partes del 

programa mencionadas en el párrafo anterior. 

  

Bloque “Planta”: en primer lugar se establecen los bloques de entrada y 

salida de señales. Como entradas se tienen las señales de los sensores de 

posición que están dadas por los encoders incrementales, y como salida se 

tienen el control digital de sentido de giro del motor, el control analógico de 

voltaje del driver del motor y el control digital de arranque/parada del motor. 

 

 

Figura 1.27 Configuración de Bloque Entrada de Encoder para Medición 

de Posición Angular del Péndulo 
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Solo resta configurar la tarjeta en particular, para ello se da click en “board 

setup”, y se abre una ventana de diálogo. Existen diferentes campo a llenar, 

por ejemplo en “device order” se ingresa el número con el cual Simulink 

reconoce a la tarjeta, éste número está relacionado con su instalación física y 

el slot PCI que ocupa, y que es 2, este número es el mismo para las 

posteriores configuraciones pues las entradas y salidas usan la misma 

tarjeta. 

 

En las dos entradas para modos de operación del contador “Counter 0/1 

mode”, se elige “Quadrature encoder”, la configuración al final debe lucir 

como se aprecia en la figura 1.28.  

 

Figura 1.28. Configuración de la Tarjeta De Adquisición de Datos para la 

Entrada de Encoder 
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La configuración para la entrada de encoder utilizada para la posición lineal, 

es igual a la de posición angular, con la salvedad de que se usa el canal 1 en 

lugar del 2 en el campo de “Input Channels”. 

 

Ambos bloques leen correctamente las señales de los encoders, pero los 

datos que emiten están en forma de pulsos, éstos necesitan ser 

transformados a radianes en el caso del encargado de medir la posición 

angular del péndulo, y a metros para el que mide la posición lineal del carro. 

 

Ambos encoders tienen la misma resolución de 2500 PPR, y en las 

configuraciones de sus bloques de lectura se escogió la lectura simple, por lo 

tanto se emiten 2500 pulsos en una vuelta o 2π radianes. Además, puesto 

que ambos encoders están instalados en la parte trasera, los conteos 

disminuyen con el movimiento horario y viceversa. En el sistema referencial 

elegido, el ángulo aumenta en el sentido horario, con todo lo anterior en 

mente se configura un bloque de ganancia que transforme los pulsos a 

radianes y cambie el sentido con la expresión -2π/2500, como se muestra en 

la figura 1.29. 
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Figura 1.29. Configuración de Ganancia de Conversión de Pulsos a 

Radianes 

 

Adicionalmente, el contador parte de cero, por lo tanto cuando se ejecuta el 

programa esto se interpreta como si el péndulo parte de 0 radianes en su 

posición de equilibrio estable, sin embargo, en el análisis del modelo en 

realidad parte de π radianes. Esto es arreglado insertando un bloque de 

constante de la librería de “Sources” o fuentes y un bloque de Suma de la 

librería de “Math Operations” u operaciones matemáticas. En el bloque de 

constante se ingresa “pi”, el bloque de suma tiene dos entradas se conecta la 

salida del bloque de conversión y la constante en cada una, como se muestra 

en la figura 1.30. 
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Figura 1.30. Inicialización de la Medición de Posición Angular del 

Péndulo. 

 

Al igual que en la simulación del modelo controlado, si el péndulo empieza a 

dar vueltas, el valor del ángulo se acumula y se pierde el cero, la misma 

solución aplicada en ese caso se usa en el modelo real, a la salida del bloque 

suma se inserta el bloque de función de Matlab “rango” que mantiene el 

ángulo en el rango (-π, π), la salida de éste se conecta a un bloque de tipo 

salida con el nombre de “Teta”, como se puede ver en la figura 1.31. 
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Figura 1.31. Diagrama de Bloques de Medición de la Posición Angular. 

 

Puesto que el bloque de control del auto-levantamiento necesita una 

retroalimentación de velocidad angular, ésta necesita ser medida a partir de 

la información del encoder, a diferencia de los modelos simulados donde se 

obtiene por ejemplo usando un bloque de derivada o tomando la primera 

integral de la aceleración angular; en el caso de una medición real se 

enfrenta el problema del ruido. 

 

Para medir la velocidad angular con el dato de posición angular, en teoría 

basta con tomar el valor actual y restarle el anterior y ese resultado dividirlo 

para el tiempo de toma de cada valor, que es constante y es el tiempo de 

muestreo (0.001 segundos) [8], usando para ello el bloque “Difference” de la 

librería “Discrete” y un bloque de ganancia. Sin embargo, la señal así 

obtenida es altamente ruidosa, lo cual se arregla usando un bloque de 

promedio “Mean”. La señal que entrega se conecta a un bloque de salida con 

el nombre de “w”, como se muestra en la figura 1.32. 
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Figura 1.32. Diagrama de Bloques de Medición de la Velocidad Angular 

(Sombreado En Celeste). 

 

Una vez completamente configurada la medición de posición y velocidad 

angular, se aplica un procedimiento similar para la posición lineal,  se sabe 

que en una vuelta completa de la polea en cuyo eje está montado el encoder, 

se produce un desplazamiento lineal equivalente a la longitud de una 

circunferencia con diámetro de paso es 0.07948 m. 

 

Conectando la salida del bloque de conversión a un bloque de salida x, se 

obtiene un diagrama de bloques como el mostrado en la figura 1.33. 
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Figura 1.33. Diagrama de Bloques de Medición de la Posición Lineal del 

Carro. 

 

En cuanto a las salidas se necesitan tres bloques, uno que controle la 

velocidad usando un voltaje analógico con un rango máximo de 1 a 4 voltios, 

la dirección dada por una señal digital, y el arranque o parada del motor 

también usando una señal digital, en estas dos últimas la señal digital es de 

tipo “booleana”. 

 

Para el manejo de la velocidad se ingresa un bloque de salida analógica, con 

tiempo de muestreo igual al bloque de entrada de encoder y al de la 

simulación, varias ejecuciones muestran que un valor de 10 en marcas 

perdidas máximas es suficiente. 

 

La selección de canal es 1, correspondiente a donde se tiene físicamente 

conectada la entrada de voltaje del driver con la bornera de la tarjeta de 

adquisición. 
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El rango disponible es el nativo de la tarjeta (-10 a +10 voltios), por seguridad 

se establecen los valores iniciales y finales como 0. Esto garantiza que si 

ocurre algún error o parada repentina del programa no se siga emitiendo 

voltaje en salida analógica, es una forma de resetear la señal al inicio y final 

de la ejecución. La ventana de configuración debe verse como se muestra en 

la figura 1.34. 

 

Figura 1.34. Configuración del Bloque de Salida Analógica de Voltaje. 

 

En cuanto a la configuración de la tarjeta en Board Setup, la ventana es la 

misma que se muestra en la figura 1.34, en el campo  de “A/D Connection” 

se elige “Single Ended”, que es para el tipo de conexión no diferencial, pues 

solo se conecta un cable que lleva la señal y un cable de tierra). 
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La señal de control es un valor que puede variar entre valores positivos o 

negativos, pero la entrada de voltaje referencial en el driver del motor solo 

acepta valores positivos entre 1 y 4 voltios y determina la dirección con la 

entrada digital. Por lo tanto, la solución es bifurcar la señal de control de tal 

forma que al bloque de salida analógica ingrese su valor absoluto, para ello 

se introduce el bloque “Abs” de la librería “Math Operations”, quedando como 

se muestra en la figura 1.35. 

 

Figura 1.35. Diagrama de Bloques de la Salida Analógica de Voltaje. 

 

Para la salida digital de la señal de dirección la configuración es similar a los 

otros bloques, en el canal de salida se elige 1 que es el correspondiente a 

donde se ha hecho la conexión física, el tipo de dato o modo de canal es Bit 

(1 ó 0), y como valores iniciales y finales se elige 0 (movimiento horario o 

hacia la derecha). La ventana de configuración debe verse como en la figura 

1.36. en “Board setup”, se activan las casillas de entradas/salidas digitales 0 

y 1, correspondientes a los canales 1 y 2, dejando de esta forma ya activada 

la salida digital del bloque de “Run/Stop” que se describe más adelante. 
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Figura 1.36. Configuración del Bloque de Salida Digital de Dirección. 

 

En la configuración de la salida analógica se mencionó que la señal de 

control necesitaba bifurcarse, teniendo por un lado el valor absoluto para el 

voltaje de referencia; para manejar el problema de la dirección el otro ramal 

de la bifurcación de la señal de control se compara con cero. 

 

Se introduce el bloque de comparación con cero de la librería de operación 

lógicas, cambiando el operador a menor que (<), si la señal de control es 

negativa, lo cual se interpreta como movimiento a la izquierda, el bloque de 

comparación emite una señal de verdadero de tipo “booleana” o bit 1, caso 

contrario emite bit 0. La conexión se muestra en la figura 1.37. 
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Figura 1.37. Diagrama de Bloques de Salida Digital de Dirección. 

 

Para la salida digital de “Run/Stop” o de control de parada y habilitación del 

motor, la configuración de su bloque es similar al de dirección y se muestra 

en la figura 1.38, con la diferencia de que el canal de salida utilizado es el 

número 2, y los valores iniciales y finales son en ambos casos 1, lo cual se 

hace por seguridad, pues la señal 1 activa la parada inmediata del motor, con 

esto se asegura que al inicio y al finalizar la ejecución del programa el motor 

estará en parada. 

 



65 

 

 

Figura 1.38. Configuración del Bloque de la Salida Digital de 

Parada/Arranque. 

 

Esta señal de parada bien podría ser activada únicamente de forma manual, 

pero se deja de lado un problema que no solucionado completamente en las 

simulaciones: la longitud finita de los rieles guía. Sin nada que le indique al 

sistema que ha llegado a los límites de desplazamiento, podrían ocurrir 

choques del carro con los extremos. 

 

Puesto que no se cuenta con finales de carrera, la protección de extremos se 

lleva a cabo usando lógica. Asumiendo las condiciones iniciales de que el 

carro está ubicado en el centro y conociendo que la longitud del riel es de 

cerca de 1 metro, lo más sencillo sería comparar la posición lineal x con los 
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extremos, si el carro ha llegado a alguno de los dos extremos la comparación 

se vuelve verdadera, emitiendo la señal booleana 1 que se puede direccionar 

para activar la parada. Sin embargo, si solo se compara la posición, una vez 

que el carro ha llegado a un extremo y se ha parado, no existiría nada que lo 

permita volver a la zona de control, por lo tanto hace falta una comparación 

adicional. 

 

La propuesta es incluir una comparación de la señal de control, de tal modo 

que las paradas solo se activen si además de haber llegado a un posición 

limite, la señal de control sigue ordenando moverse en la dirección del límite; 

así, si la señal de control ordena alejarse del límite la parada se desactiva 

permitiendo al sistema seguir ejecutando el control. 

 

Esto en la práctica, por ejemplo para el límite a la derecha es comparar la 

señal de control para establecer si es mayor a cero (moverse hacia la 

derecha) y si la posición lineal x ha sobrepasado el límite de 0.45 m desde el 

centro (cerca de 2 cm de distancia entre el carro y el apoyo derecho de los 

rieles guía). Dado que ambas condiciones deben cumplirse para activar la 

parada, las salidas de ambos comparadores se introducen en un bloque de 

lógica “AND”, el cual solo será verdadero (bit 1) cuando las dos señales que 

tiene de entrada sean verdaderas. 
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Se aplica lo mismo para el límite a la izquierda, únicamente cambiando el 

signo del límite de posición (-0.45 metros) y los comparadores por menor que 

(<). Las salidas de los bloques “AND”, se nombran apropiadamente. La 

estructura de la lógica de protección de extremos se ilustra en la figura 1.39. 

 

Figura 1.39. Diagrama de Bloques de la Lógica de Protección de 

Extremos. 

 

Se seleccionan todos los componentes de la lógica de protección de 

extremos y se colocan en un sub-sistema como se muestra en la figura 1.40. 

 

Figura 1.40. Sub-Sistema de Protección de Extremos. 
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Con lo anterior se tienen tres posibilidades de activar la parada: de forma 

manual, activación de límite derecho, y activación de límite izquierdo. Basta 

con que una de estas esté activa para disparar la parada, lo cual se logra 

introduciendo las tres señales en un bloque de lógica “OR", éste es obtenido 

modificando el bloque “Logical Operator” u operador lógico de la librería de 

“Logic and Bit Operations”, una vez ingresado al espacio de trabajo, se da 

doble click sobre éste y se cambia el número de puertos de entrada a 3, y el 

operador lógico a OR (tiene a AND por defecto). 

 

Finalmente el diagrama de bloques completo para manejar las paradas se 

muestra en la figura 1.41. 

 

Figura 1.41. Diagrama de Bloques de Manejo de Paradas. 

 

Los diagramas de adquisición y generación de datos de la planta finalmente 

quedan establecidos, una vista completa del mismo puede observarse en la 

figura 1.42. 
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Figura 1.42. Diagrama de Bloques Completo de la Planta. 

 

Se seleccionan los componentes que conforman la planta, se da click 

derecho y se elige crear subsistema, así la planta queda representada por un 

solo bloque (figura 1.42), si se desea acceder a su contenido basta con dar 

doble click sobre éste. 

 

Figura 1.42. Bloque Sub-Sistema de la Planta. 

 

Bloque Selector de Control: es prácticamente igual al descrito en la 

simulación del controlador (figura 1.43). 
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Figura 1.43. Bloque Selector de Control. 

 

Bloques adicionales de interfaz de usuario: Básicamente comprende el 

bloque de visualización de señales y el de parada/arranque manual. 

 

Para la parada manual se introduce un bloque selector de la librería “Signal 

Routing”, con dos bloques de constantes, 0 para el arranque y 1 para la 

parada, la salida del selector se introduce a la entrada de parada manual del 

bloque planta como se observa en la figura 1.44. 

 

Figura 1.44. Conexión del Selector de Parada con el Bloque Planta. 
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1.4.5 Selección del Equipamiento. 

1.4.5.1 Equipamiento de Actuación 

1.4.5.1.1 Motor DC de imanes permanentes sin escobillas. 

Tipo: BLDC (Brushless Direct Current) o motor sin escobillas de 

corriente directa. 

Factor de forma: NEMA 34 

Potencia nominal: 440 W 

Voltaje nominal: 48 Vdc 

Torque nominal: 198 oz-in 

Torque pico: 600 oz-in 

Velocidad Nominal: 3200 RPM 

Marca: Anaheim Automation 

Modelo: BLY343S-48V-3200 

Más detalles están incluidos en el Anexo B 

 

Figura 1.45. Motor sin escobillas de corriente directa. 
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1.4.5.1.2 Caja de Engranajes Reductora 

Etapas: 1 

Relación de reducción: 3:1 

Eficiencia: 95% 

Marca: Anaheim Automation 

Modelo: GBPH-0901-NS-003 

Más detalles en el Anexo C 

 

Figura 1.46. Caja de engranajes reductora 

 

1.4.5.1.3 Amplificador de corriente 
 

Alimentación (voltaje de entrada): 20-50 Vdc 

Tipo de operación: 2 cuadrantes 

Controles: velocidad, sentido de giro, parada 

Marca: Anaheim Automation 

Modelo: MDC150-050301 

Más detalles se encuentran en el Anexo D 
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Figura 1.47. Amplificador de corriente (DRIVER o Conductor del Motor) 

 

1.4.5.1.4 Fuente de voltaje 

Voltaje de salida nominal: 48 Vdc 

Potencia: 600 W 

Marca: TRC Electronics 

Modelo: SE-600-48 

Para mayor detalle ver Anexo E 

 
Figura 1.48. Fuente de poder o de voltaje 

 

1.4.5.1.5 Otros elementos: poleas y banda 

 Polea dentada conductora  
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Esta polea está montada en el eje de salida (que tiene un agujero 

roscado M6) de la reductora con la ayuda de un anillo de aluminio, 

anillo de presión y perno M6 

Material: Duraluminio 

Número de dientes: 20 

Diámetro de paso: 79.48 mm 

Diámetro de agujero: 20 mm 

Diámetro de anillos guía o bordes (a ambos lados de la polea): 

120 mm 

 
Figura 1.49. Polea conductora. 

 

 Polea dentada conducida  

Mismas características que la polea dentada conductora, salvo por 

las dimensiones del chavetero. Está montada en un eje de acero 

inoxidable a presión y asegurada con anillos de presión a cada 

lado. 
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Figura 1.50. Polea conducida, con eje y rodamientos. 

 

 Banda dentada  

Número de dientes: 220 

Perfil de diente: trapezoidal tipo H 

Paso: ½ pulgada 

Perímetro de paso: 110 pulgadas (2.794 metros) 

Modelo: 1100H100 

 

Figura 1.51. Banda dentada. 

 

1.4.5.2 Equipamiento del Proceso  

1.4.5.2.1 Plataforma móvil  
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Conformado por varias piezas maquinadas en Duraluminio. El 

cuerpo principal donde van los rodamientos lineales, el agarre de 

la banda, placa aseguradora, los ángulos para montaje de encoder 

y de apoyo del eje (ambos con rodamientos), eje de acero 

inoxidable y acople entre eje y péndulo. 

 
Figura 1.52. Plataforma móvil. 

 

1.4.5.2.2 Eslabón con masa en el extremo 

 
Conformado por un tubo de aluminio y un peso de acero 

inoxidable 

Diámetro exterior del tubo: 9.6 mm. 

Longitud total del tubo: 0.45 m. 

Masa del tubo: 34.6 g. 

Masa del peso: 130 g. 
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Figura 1.53. Péndulo con peso en el extremo libre 

 

1.4.5.2.3 Encoders incrementales 

Se necesitaron dos encoders, uno para medir posición angular del 

péndulo y otro para medir posición lineal del móvil.    

 

 Encoders incrementales 

Tipo: Óptico incremental 

Resolución: 2500 PPR (Pulses Per Revolution/Pulsos Por 

Revolución) 

Voltaje de alimentación nominal: 5 Vdc 

Tipo de salida: dos canales (A y B) de tipo cuadratura TTL 

Más detalles técnicos se encuentran en el Anexo F 

 
Figura 1.54. Encoder óptico incremental. 
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1.4.5.2.4 Rieles 

 
Se necesitaron dos rieles para el desplazamiento del carro móvil. 

Los rieles fueron construidos de aleación de acero, y tienen una 

longitud de 105 cm cada uno.    

 

 

Figura 1.55. Rieles para desplazamiento del carro. 

 
 

1.4.5.3 Equipamiento de la Interfaz Hombre - Máquina 

1.4.5.3.1 Computador 

El equipo es un ordenador de escritorio con sistema operativo 

Windows 7 de 64 bits, procesador Intel core i3, 4 GB de RAM, con 

capacidad para aceptar hasta 2 tarjetas PCI. 

 

1.4.5.3.2 Tarjetas de adquisición de datos de National Instruments. 
 

Tipo: PCI 

Número de entradas y salidas en general: 68 

Modelo: NI PCI6221 (68 pines) 

Fabricante: National Instruments 

Más detalles y especificaciones técnicas en el Anexo H 
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Figura 1.56. Tarjeta de adquisición de datos NI PCI-6221. 

 

 Bloques de borneras y cables de conexión  

Modelo (Bornera): NI CB-68LP 

Terminales: 68 de tipo tornillo 

Modelo (Cable):NI SHC68-68-EPM 

Fabricante: National Instruments 

 
Figura 1.57. Bornera y cable. 

 

1.4.5.3.3 Software Matlab como herramienta de control. 
 

El software y herramienta de control que se utiliza en este 

proyecto es el Matlab 2013b en su versión para 64 bits. 
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Finalmente en la figura 1.58 se puede observar el despiece de la bancada, 

motor, caja reductora, poleas conductora y conducida de dientes, carro móvil, 

encoders incrementales, bases de motor y base de la polea, banda 

sincrónica y ejes o rieles del carro móvil. 

 

Figura 1.58. Detalle del despiece del péndulo invertido 

 

Las otras partes que no se observan en la figura 1.58 se detallan a 

continuación. 

Las señales de entrada y salida viajan por cables hasta una caja que 

contiene las borneras para fácil conexión con las terminales de las tarjetas de 

adquisición, las borneras están conectadas a las tarjetas mediante el cable 

especificado en la sección anterior de componentes del equipo (Figura 1.59). 
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Figura 1.59. Detalle de la caja de conexiones, borneras y tarjetas de 

adquisición de datos 

 

El equipo final puede observarse en la figura 1.60, la fuente no es visible 

pues está instalada debajo de la mesa, por razones de seguridad en la 

esquina derecha se ha instalado un botón de emergencia que al presionarlo 

corta la alimentación a la fuente de voltaje. 

 

Figura 1.60. Sistema de péndulo invertido real con detalle de caja de 

conexiones 
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CAPÍTULO II 
 

2. Resultados Obtenidos 

 

A continuación se muestra una corrida del programa de control 

implementado en simulink, donde se ´puede apreciar los resultados 

obtenidos del autolevantamiento y cambio de control, estabilización o 

regulación del péndulo invertido en la posición de equilibrio invertida, la 

respuesta del sistema a perturbaciones y la recuperación del sistema 

desde el autolevantamiento. 

 

 

Figura 2.1. Auto-levantamiento y cambio de control 
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Figura 2.2. Estabilización o regulación del péndulo en el punto de 
equilibrio inestable 

 
 

 

 

Figura 2.3. Respuesta a perturbaciones 



84 

 

 

Figura 2.4. Recuperación desde el auto-levantamiento 
 

 

2.1. ANÁLISIS DE LOS RESULTADOS. 

 

Para obtener los gráficos anteriormente indicados, es importante señalar 

que fue necesario obtener varios valores del vector K para la 

realimentación de estados, ya que los que fueron obtenidos inicialmente 

por simulación del sistema linealizado no permitían hacer la regulación 

del péndulo, es más, ni siquiera se lograba el cambio de la ley de control 

o simplemente lo hacía pero inmediatamente se salía de la zona de 

estabilización. Al detectar que no le lograba la estabilización se tomó la 

decisión de probar únicamente la regulación alrededor del punto de 
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equilibrio, para lo cual se fueron cambiando valores del coeficiente de 

amortiguamiento o el tiempo de establecimiento, hasta que probando con 

 y ts = 1.2 s, con lo cual el vector K  = [ -985.7 -387.9 -1622.8 -

395.2], se pudo obtener una regulación pero que causaba mucha 

vibración en el sistema para lograr su objetivo, además, se perdía el 

control sobre la posición del carro, pues el mismo se alejaba de la 

posición x = 0. Una vez hecho esto, se observó la proporción entre las 

ganancias y se procedió al ajuste por prueba y error hasta que la 

respuesta era satisfactoria, hecho se realizó la simulación completa con 

autolevantamiento y regulación, verificando que el levantamiento se 

obtuvo en un tiempo menor a 7.5 segundos con los parámetros ng = 

89.46 y k = 1.88, la regulación mejoró al llegar al siguiente ajuste en las 

ganancias de K = [ -270 -300 -1200 -110] lo cual permitió mantener el 

péndulo en la posición invertida y también mejoró el control de la posición 

del carro hacia el origen x = 0. 

 

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES. 
 

CONCLUSIONES 

1. El sistema no lineal del sistema péndulo invertido sobre una 

plataforma móvil finita en lazo abierto es inestable. 

2. El sistema linealizado del sistema péndulo invertido sobre una 

plataforma móvil finita en lazo abierto es inestable pero controlable. 
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3. Es posible controlar el sistema linealizado del sistema péndulo 

invertido sobre una plataforma móvil finita a través de la técnica de 

ubicación de polos por realimentación del vector de estado. 

4. Las no linealidades del modelo no lineal del sistema péndulo invertido 

no permiten la simulación a través de una ley de control por ubicación 

de polos por realimentación del vector de estado. 

5. La herramienta de control permitió comprobar que el control 

implementado del autolevantamiento se realice en un tiempo menor a 

60 segundos. 

6. El sistema de control implementado con una ley de control por 

ubicación de polos por realimentación del vector de estado permite 

estabilizar el péndulo en su posición de equilibrio inestable 

manteniendo la posición del carro alrededor del origen. 

 

RECOMENDACIONES 

 

1. Analizar con otras técnicas de control el funcionamiento y desempeño 

del sistema péndulo invertido sobre una plataforma móvil. 
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ANEXOS. 
 
 

Anexo A1 

Programas de simulación del péndulo invertido en lazo abierto. 

 

%% del pendulo invertido sobre una plataforma movil. 

%% Parametros 

global M b l I F  m g 

%% Movil  

M = 1.00; % masa en Kg. 

b = 2.0; % constante de friccion en N*s/m 

  

%% Péndulo 

m = 0.13; % masa puntual en péndulo en Kg. 

l = 0.45; % longitud del pendulo desde el eje al centro 

de la masa en m. 

I = m*l^2; % momento de inercia alrededor del centro de 

gravedad en Kg*m^2 

g = 9.8; % aceleracion de gravedad en m/s^2 

F = 0; 

%% condiciones iniciales 

x0 = [0.1 0 5*pi/180 0]'; 

%% tiempo de simulacion 

ti = 0; tf = 1.5; 

  

[t,x] = ode45('mpendnldarwin',[ti tf],x0); 

subplot(221),plot(t,x(:,1)) 

title('Posicion del movil en metros'),grid 

subplot(222),plot(t,x(:,3)*180/pi) 

title('Posición angular del pendulo en grados'),grid 

subplot(223),plot(t,x(:,2)) 

title('Velocidad lineal en m/s'),grid 

subplot(224),plot(t,x(:,4)) 

title('Velocidad angular del pendulo en rad/s'),grid 

% fin de spend.m 

 

function xdot = mpendnldarwin(t,x) 

%% mpend.m 

%% modelo del pendulo invertido sobre una plataforma 

movil 
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Anexo A2 

 

%% para utilizarlo hay que ejecutar el programa spend.m 

%% Parametros 

global M F b l m I g 

  

a1 = (I/l/sin(x(3))+m*l*sin(x(3))^2)*(-

b*x(1)+m*l*sin(x(3))*x(4)^2+F); 

a2 = -m*l*cos(x(3))*(b*x(1)*cos(x(3))+m*g*sin(x(3))-... 

    m*l*sin(x(3))*cos(x(3))*x(4)^2-F*cos(x(3))); 

a3 = M*cos(x(3))*(-b*x(1)+m*l*sin(x(3))*x(4)^2+F); 

a4 = (M+m)*(b*x(1)*cos(x(3))+m*g*sin(x(3))-... 

      m*l*sin(x(3))*cos(x(3))*x(4)^2-F*cos(x(3))); 

D = m*M*l+m^2*l*sin(x(3))^2+(M+m)*I/l/sin(x(3)); 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

xdot = [x(2); 

(a1+a2)/D; 

x(4); 

(a3+a4)/D]; 

%% fin de mpendnldarwin.m 

end 

 
 
%Simulación del sistema lineal y presentación gráfica 

lpendul.m 

%% lpendul.m 

%% Modelo incremental 

%% pendulo invertido sobre una plataforma movil. 

%% 

%% Se debe ejecutar despues de spend.m 

%% Los parametros son los mismos de spend.m 

D = (M+m)*I+M*m*l^2; 

a22 = -(I+m*l^2)*b/D; 

a23 = -m^2*l^2*g/D; 

a42 = m*l*b/D; 

a43 = m*l*g*(M+m)/D; 

b21 = (I+m*l^2)/D; 

b41 = -m*l/D; 

  

%% Matrices de estado A, B, C y D 

A = [0 1 0 0; 

0 a22 a23 0; 

0 0 0 1; 

0 a42 a43 0]; 
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Anexo A3 

 

B = [0; 

b21; 

0; 

b41]; 

C = [1 0 0 0; 0 0 1 0];  

D = 0; 

T = (0:0.05:tf)'; 

U = zeros(size(T)); 

%% condiciones iniciales x0, ver spend.m 

[Y,X] = lsim(A,B,C,D,U,T,x0); 

subplot(221),plot(T,X(:,1),'y--',T,X(:,1),'r') 

title('Posicion del movil en metros'),grid 

subplot(222),plot(T,X(:,3)*180/pi,'y--',T,Y*180/pi,'r') 

title('Angulo de rotacion del pendulo en grados'),grid 

subplot(223),plot(T,X(:,2),'y--',T,X(:,2),'r') 

title('Velocidad del carro en m/s'),grid 

subplot(224),plot(T,X(:,4),'y--',T,X(:,4),'r') 

title('Velocidad angular en rad/s'),grid 

  

%% fin de lpendul.m 
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Anexo B1 

Motor DC de imanes permanentes sin escobillas 
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Anexo B2 
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Anexo C1 

Caja de Engranajes Reductora 
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Anexo C2 
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Anexo D1 

Amplificador de corriente (DRIVER o Conductor del Motor) 
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Anexo D2 
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Anexo D3 
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Anexo D4 
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Anexo D5 

 

 
 
 
 
 
 
 



100 

 

Anexo D6 
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Anexo D7 
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Anexo E 

Fuente de poder o de voltaje 
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Anexo F1 

Encoder óptico incremental 
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Anexo F2 
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Anexo F3 
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Anexo F4 

 

 

 


