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RESUMEN

En el presente trabajo, se presenta y analiza un esquema de elementos finitos para un
modelo de flujo termo-bioconvéctivo de microorganismos gravitacticos en medios
pos0sos que conserva la propiedad de divergencia nula a nivel discreto. Este modelo,
consiste en un sistema que relaciona la velocidad y la presién de un fluido
Darcy-Brinkman acoplado con ecuaciones de difusién-adveccion y conservacion celular
para la temperatura y la concentracion, respectivamente. EI método propuesto tiene
como finalidad resolver numéricamente el modelo en consideracién, con una alta
precision para una eventual aplicacion en industrias donde se trabaje con este tipo de
fendmenos afines u otros.

El trabajo se desarroll6 de forma tedrica y computacionalmente. En la parte tedrica se
demostro la estabilidad, consistencia y convergencia del método numérico siguiendo
estimados de energia y la teoria de elementos finitos.

A través de un codigo computacional, se validaron los resultados tedricos usando un
ejemplo académico con soluciones manufacturadas, obteniéndose estimaciones de

error a priori y con el orden esperado respecto al parametro de discretizacion.

Palabras Clave: Método de elementos finitos, método de Galerkin discontinto, analisis

de error, modelo termo-bioconvéctivo.



ABSTRACT

In this work, a finite element method for a thermo-bioconvective flow of gravitactic
microorganisms in a porous media is infroduced and analyzed. This method holds the
divergence-free property in the discrete formulation. The model consists of a system of
differential equations that relates the velocity and pressure of a Darcy-Brinkman fluid
coupled with advection-diffusion equations for the cellular conservation of the
temperature and concentration, respectively. This method aims to numerically solve the
model described above with high precision and potential application for industry
problems.

Through the course of this work, both aspects, theoretical and computational, are
considered. The proof of stability, consistency, and convergence is boarded on a
theoretical study of the numerical method, following energy estimates and the finite
element theory. A computational implementation of a synthetic problem is used to verify
the theoretical results of the a priori error estimations and order of convergence
respecting the discretization parameter.

Keywords: Finite element methods, discontinuous Galerkin method, error analysis, flow

thermo-bioconvective model.
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CAPITULO 1

1. INTRODUCCION

Un flujo termo-bioconvectivos se refieren a flujos espontaneos y a la formacion de
patrones debido al movimiento de una gran masa de microorganismos, causado por
gradientes de temperatura en un medio especifico. Ejemplos tipicos de estos flujos se
pueden encontrar en oceanografia, geofisica, aeronautica, entre otros (Jamuna and
Balla, 2021). En el presente proyecto, se aborda un problema relacionado con este tipo

de fluidos asi como su aproximacion numeérica.

1.1 Descripcion del problema

En el estudio de fendmenos asociados a flujos termo-bioconvectivos de
microorganismos gravitacticos, intervienen numerosos principios fisicos como los de
conservacion de materia y energia. La aplicacion de éstos en el modelamiento del
fendmeno produce un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
(EDP’s) no lineales acoplado, que relaciona la velocidad y presion del fluido, por medio
de un sistema Darcy-Brinkman, y la concentracion de microorganismos y temperatura
del fluido, por medio de ecuaciones de conservacion celular de difusibn-adveccion, las
cudles constituyen las variables fisicas principales de interés en el fendmeno (Sohail
et al., 2021). La resolucion analitica de este tipo de modelos en la actualidad, son
limitados. Por lo tanto, resulta imprescindible construir métodos numéricos que permita
aproximar dicha solucién analitica.

En la literatura actual existen numerosos trabajos en los que se proponen métodos para
aproximar la solucion de modelos sobre flujos termo-bioconvectivos u otros fenédmenos
afines, tales como el métodos de volumen finito, métodos espectrales, diferencias
finitas, métodos de elementos finitos estandar, métodos mixtos, entre otros. Sin
embargo, aspectos como la estabilidad, consistencia y convergencia no son abordados

en algunos de ellos. En esta misma linea de investigacion, tenemos los métodos



numéricos que se derivan de la teoria de Boris Galerkin (1945), conocidos como los
métodos de Galerkin. Particularmente, el método de Galerkin Discontinuo (DG) es un
método de elementos finitos que posee buenas propiedades para aproximar la solucion
de estos modelos. Ademas, el método DG tiene la propiedad de ser conservativo, es
decir, que preserva los principios fisicos de conservacion involucrados en el fenémeno,
(Di Pietro and Ern, 2012). Ademas, existe el método de Galerkin Discontinuo (DG) que
exhibe la propiedad de la conservacién de masa a nivel discreto, es decir, velocidades
discretas de divergencia nula, adecuado para la resolucién de modelos de flujos

termo-bioconvectivos de microorganismos gravitacticos.

1.2 Justificacién del problema

Debido a la ausencia de estudios matematicos que muestren resultados de existencia y
unicidad de soluciones de los flujos termo-bioconvectivos asi como resultados de
convergencia, surge la necesidad de proponer un método de aproximacion y su
correspondiente analisis matematico y numérico, que brinde la confianza necesaria para
la toma de decisiones en los procesos industriales asociados con este tipo de

fendmenos.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo General

Disenar un método de elementos finitos conservativo en masa para la simulacion

numérica de un modelo de flujo termo-bioconvectivo.
1.3.2 Objetivos Especificos
Los objetivos especificos para este trabajo se detallan a continuacion:

« Explorar la literatura actual sobre métodos numéricos existentes para aproximar el

modelo de flujo termo-bioconvectivo y fendbmenos afines.

« Plantear una formulacién débil equivalente al problema de valor de frontera asociado

con el modelo de flujo termo-bioconvectivo.



« Demostrar estabilidad de soluciones débiles continuas mediante estimados usuales

de energia.

« Construir un método H-div conforme, estable, consistente y de alto orden para la

aproximacién numérica del fendmeno de flujo termo-bioconvectivo.

« Analizar el buen planteamiento del esquema discreto en términos de existencia y

unicidad de soluciones.
« Establecer estimaciones de error a priori éptimas.

o Validar los resultados tedricos a través de test numéricos implementados

computacionalmente.

1.4 Marco teodrico

1.4.1 Antecedentes

El desarrollo de técnicas numéricas para la simulacion de flujos bioconvectivos vy
fendmenos afines ha sido desarrollado por Cockburn et al. (2007), Hopkins and Fauci
(2002), Cao and Chen (2014), Colmenares et al. (2021), entre otros. Trabajos en los
que se han empleado métodos de diferencias finitas, métodos de volumen de control y
métodos de elementos finitos primales mixtos. Estos se han centrado en el estudio de
microorganismos gravitacticos, oxitacticos y girotacticos en fluidos o en medios fluidos.
Kuznetsov and Jiang (2001) estudiaron la conveccién de microorganismos gravitacticos
en medios porosos con base en la ley de Darcy y las ecuaciones de conservacion de
microorganismos. Ellos analizan la existencia y estabilidad de las soluciones en un
dominio simple de una dimension. Ademas, para las simulaciones y aproximaciones
numericas de las soluciones del caso que estudian emplean un método conservativo de
diferencias finitas. En relacién con esto, Nguyen-Quang et al. (2008) estudian el inicio
de la conveccién considerando la doble difusion, esto es, investigando los efectos
térmicos y solutales de los microorganismos gravitacticos en un medio poroso sobre el
inicio de la conveccion en una capa porosa.

En el presente proyecto, a diferencia de (Nguyen-Quang et al., 2008) se considerara un

sistema del tipo Darcy-Brinkman, el cual, se usa para describir los fendmenos



hidrodinamicos. En este tipo de sistema, se tienen en cuenta la resistencia viscosa asi
como los efectos de la inercia para microorganismos por medio de términos laplacianos
y darcianos, acoplandolos a las ecuaciones de adveccion-difusién y una ecuacion de
conservacion celular que modelan las variaciones de temperatura y el flujo de
microorganismos, respectivamente, a través de fuerzas de flotabilidad y términos

convectivos.
1.4.2 Planteamiento del modelo fisico-matematico

Para el planteamiento del modelo empezamos por considerar un dominio abierto y
acotado 2 C R?con d = 2 0 d = 3, con una frontera poliédrica I y con vector normal
exterior n. La frontera esta particionada por subconjuntos I', y I'y tales que I'p, I',, C T'.
Considerando este dominio general, se estudia el fendbmeno de la bioconveccién, el cual
se refiere a una conveccion dinamica que ocurre en una suspension homogénea, donde
la mezcla no heterogénea estda compuesta por un fluido que es menos denso que los
microorganismos autopropulsados que esta contiene, los cuales, por lo general, se
presentan en grandes cantidades. Cuando estos microorganismos se mueven hacia
arriba se concentran en las regiones superiores de la superficie. Asi, al acumularse se
comienzan a formar capas inestables de distintas densidades, lo cual quiere decir que la
estratificacidén es inestable, puesto que la acumulacion de estos microorganismos hace
que la densidad de la capa superior sea mayor que la de la capa inferior. Esto produce
una bioconveccién ya que se desarrollan patrones de flujos inestables de distintas
temperaturas, concentracion y presion (Zhao et al., 2019).

Como se menciond previamente, en este proyecto se plantea estudiar el fenbmeno de
"gravitaxia”, el mismo que se produce cuando estos microorganismos continuan
moviéndose verticalmente hacia arriba en ausencia del movimiento de fluidos a granel.
La metodologia que se seguira para el planteamiento de las ecuaciones que describen
el modelo fisico, se basara en el trabajo de Zhao et al. (2019), el cual se sustenta en el
estudio de este modelo en medios porosos para fendmenos de bioconvecion realizado
por Cisneros et al., (2011) y extendido por Kuznetsov (2006), quién combina la ley de
Darcy con el fin de describir el flujo de suspensidén en medios porosos.

Dado que un el modelo bioconvéctivo, los microorganismos estan en constante



movimiento dentro del material poroso, se producen capas de alta porosidad por lo cual
se introducen las ecuaciones de Darcy-Brinkman, que han sido ampliamente usadas
para analizar el flujo en medios de alta porosidad ya que agregan un término laplaciano
(viscoso) a las ecuaciones clasicas en la ley de Darcy. A continuacion se detallan las

ecuaciones que modelan el fendmeno de la termo-bioconveccion.

Modelo matematico

Para una suspension diluida de microorganismos en movimiento en una region () de
R? (d = 2,3), si suponemos que esta es incomprensible, se obtiene la siguiente
ecuacién de continuidad

divu =0 en (1.1)

donde u = (u;)1<j<4 denota al vector de la velocidad de filtracion del fluido. Para la

ecuacion del momentum empleamos el modelo de Darcy-Brinkman

, ou
Bu—pDu+Vp + (806 = Byl g = copu gy + f. (1.2)

aqui ¢, se conoce como el coeficiente de aceleraciéon que depende de la geometria del
medio poroso, p, es la densidad del agua, t es el tiempo, p es la presion u es la
viscosidad dinamica de suspension, ' es la viscosidad Brinkman efectiva, « es la
permeabilidad del medio poroso, las constantes 5, > 0y 3, > 0 estan asociadas a la
expansion térmica y los coeficientes de bio-densidad, respectivamente. Por su parte, g
es el vector de aceleracion de la gravedad y f se refiere a una fuerza externa distribuida
en el volumen. Adicionalmente, 0 es la temperatura y ¢ la concentracion de los
microorganismos. Asimismo, la ecuacion de conservacion de los microorganismos esta
dada por

—divd=w aa—f donde J = (u—+Uiqg)p— Kk,Vo, (1.3)

aqui w es la porosidad, «,, es la difusividad de los microorganismos en el medio poroso y
U es la velocidad del movimiento producida por la gravedad de los microorganismos e iy
es el vector canonico en direccion del eje X,;. Finalmente, la ultima ley fisica a considerar
es la la ley de conservacion de la energia térmica, cuya ecuacion esta dada por:

—K9A9+U~V(9:—% (1.4)



siendo kg la conductividad térmica efectiva.
En este proyecto se estudiara el modelo en un estado estacionario, por lo que las
variaciones en el tiempo son todas nulas y asi obtenemos el modelo matematico

siguiente: Encontrar u, p, 0 y ¢ tales que:

L .
%U—M'AUJFVP‘F[BQQ—@@SD]Q: f, y divu =0,

en €
—kgAl+u-VO=0, y —divd=0 donde J=(u+Udiqg)p—k,Vep.
(1.5)

Ademas, asumiendo una condicion antideslizante en la frontera para la velocidad, la
condicion de flujo cero para los microorganismos y condiciones de frontera mixtas, para
la temperatura, tenemos que

f = 0p sobre I,

u =0 sobrel, J-n=0 sobrel' y (1.6)

@ = (0 sobre TV,
on

donde 6p se asume conocida sobre I'p.
Finalmente, note que la ecuacion de conservacion de masa (1.3) junto con la condicién
de frontera de flujo nulo (segunda ecuacion de (1.6)) forza a asumir una masa total m > 0

fija de microorganismos, esto es:

1
@/Slwzm. (1.7)

Asi, considerando (1.5), (1.6) y (1.7), obtenemos el modelo matematico completo en
estado estacionario, que describe la bioconveccion de microorganismos gravitacticos en

medios porosos.
1.4.3 Preliminares sobre la teoria continua

Para establecer un marco funcional apropiado necesitamos las siguientes notaciones y

definiciones

Notacion 1. Se denotara por W*»(Q2) (s > 0) a los espacios de Sobolev, que representan
el espacio de todas las funciones L*(Q)) (p > 1) cuyas derivadas, en el sentido de las
distribuciones, hasta el orden s, estan en L*(Q2). A sus respectivas normas y semi-normas

las denotaremos por || - [[spa ¥ | - |spa-



Cuando p = 2 se denotara por H*(Q) :== W*2(Q), || - lse = |l - llseo ¥ | lsq =1 lspa- Un
mayor despliegue tedrico acerca de estos espacios se puede encontrar en (Adams and

Fournier, 2003).

Notacion 2. Considere el caso s = 1/2 en el dominio I'p correspondiente al espacio de

trazas, denotado por H'/?(I'p) en I'p. Definimos la norma en este espacio como:

16]11/2,00 := inf{|[¢[l10 - ¥ € H(Q), Y|, = ¢}

Notacién 3. Se denotard con H} (Q) (o H;(Q2), respectivamente cuando I', = T) al
espacio de funciones con traza cero en el subdominio I, C I', con |I',| > 0,. Asimismo,
se escribird L3(Y) para referirnos al espacio de funciones en L* con valor medio nulo en

Q. Adicionalmente, se emplea el subespacio cerrado de H'(Q)) dado

HYQ) == HY(Q)NLA(Q) = {¢ e HY(Q) : /wzo}. (1.8)

Finalmente, para efectos de la formulacion continua del problema, es necesario definir

los siguientes espacios de Hilbert, dotados con la norma natural:

H(div,Q) := {w € [L*(Q)]¢ : divw € L*(Q) },
H(div,Q) := {w € H(div, Q) : w-n=0 on I},
H(div’, Q) := {w € Hy(div,Q) : divw=0 in Q}.

1.4.4 Conceptos previos sobre los métodos numéricos

Las ecuaciones como las dadas en (1.5), (1.6) y (1.7) son ejemplos de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales (EDP’s). De forma general, no existe una solucion
cerrada para sistemas de ecuaciones diferenciales de este tipo, pues los métodos
desarrollados actualmente son muy limitados. Generalmente el analisis de una EDP
dada consiste en investigar la existencia, unicidad y regularidad de las soluciones. Sin
embargo, en general no se tienen herramientas practicas para la determinacion explicita
de sus soluciones (Quarteroni, 2017).

Es asi que, los métodos numéricos toman una gran importancia puesto que permiten

construir una solucion aproximada u de la solucién exacta u, evaluando el error uy — u,



en normas apropiadas. Aqui, N > 1 denota la dimensién finita de las aproximaciones
generadas.

En las siguientes definiciones, se denotara por u(g) y u(gy) las soluciones u y uy,
asociadas en la EDP, las cuales dependen de g y gn, respectivamente. De esta forma,

se puede establecer la convergencia y estabilidad de un método numérico.

Definicién 1 (Convergencia). Un método numérico es convergente siempre que se
cumpla que

llu—un|| =0  cuando N — oo,

para una norma dada. Mas precisamente, tenemos convergencia Si, y SOlo si,
Ve >0, 3Ny = No(e) > 0, 36 = §(No,e) : YN > Ny, Ygy talque si ||g— gn|| <9,

Ju(g) — un(gn)|| < e.

Para el analisis de la consistencia, particularmente en el método de Galerkin, se realiza

un analisis del error a priori.

Definicion 2 (Definicion de estabilidad). Un método numeérico es estable si a pequenas
perturbaciones de los datos corresponden pequenas perturbaciones de la solucion. Mas

precisamente,
Ve >0, 30 =d(e) > 0: Yogn : ||dgn]|| < = ||duy]|| <&, YN > 1.

1.4.5 Método de Galerkin

De esta forma, la idea para resolver mediante el método de Galerkin discontinuo el
problema (1.5), es primeramente considerar un dominio 2 C R y enunciar una

formulacion débil de este problema, el cual consiste en

Encontrar weV: a(u,v)=F(v) YveW (1.9)

Aqui, V' 'y W son espacios de Hilbert apropiados, que son subespacios del espacio de
Sobolev H™((2), una definicion mas extensa y detallada de estos espacios se la puede
encontrar en (Quarteroni, 2017). La existencia y unicidad de soluciones del problema

anterior las tenemos por el conocido teorema de Lax-Milgram (Di Pietro and Ern, 2012) .



Planteamiento del método de Galerkin

Se considera una familia de espacios V;, que dependen de un parametro positivo h, tal
que

th‘/’ dith:Nh<oo, Yh>0.

De donde se tiene que, el problema discreto asociado al problema continuo (1.9), toma

siguiente forma
Encontrar up €V, : a(uh,vh) = Fh(Uh), Y, € Wy, (110)

Uno de los conceptos tedricos mas importantes sobre los métodos numéricos es el de

consistencia, particularmente para el método de Galerkin se precisa la siguiente definicion

Definicion 3. Decimos que el problema discreto (1.10) es consistente si para cualquier
solucién exacta u € V,
(Z(U,U}h> = Fh<Uh) Vo, € W

donde V, C V es tal que, permite la extension de a, a V,, x V,.

De aqui, tenemos el siguiente teorema sobre la convergencia de un método numeérico,

conocido como el teorema de Lax-Richtmyer
Teorema 1. Si un método es consistente y estable, entonces es convergente.

Asi, el analisis de un método numérico consiste en demostrar su consistencia, estabilidad
y convergencia.

Para el método de Galerkin, la consistencia se garantiza a partir de la existencia y unicidad
de soluciones del problema anterior, lo cual se sigue haciendo uso del teorema de Lax-
Milgram. Asi mismo, este método es convergente y estable; para mas detalles de esto
se puede consultar (Di Pietro and Ern, 2012).

Adicionalmente, cuando las funciones en el espacio Vj, son discontinuas entre los
elementos de la malla, generalmente se tiene que V}, Q VyW, g,Z W. En esta caso, la
terminologia del método de Galerkin, indica que esta es una aproximacion no conforme.

Cuando la aproximacion es no conforme, el problema (1.10) toma la forma

Encontrar u, € Vi, :  ap(up,vn) = Fr(vy), Yo, € W (1.11)



siendo a,, la combinacién lineal de a, con unos términos de penalizacion adecuados que
garantizan la consistencia del problema discreto.

Para la construccion de un método numérico de elementos finitos, se empieza tomando
una malla regular 7, que es particion del dominio 2, como una coleccién disjunta de
elementos 7, constituida por elementos simpliciales denotados por K, donde K es un
poliedro d-dimensional, con vector normal hacia afuera unitario ny, y diametro de
elemento hx. Usualmente, el tamano de malla es definido como h := [rpee% hi. Por
simplicidad se asumira que si 0K N 09 # () entonces se cumple que |[0K N dl'p| =00
|OK N oI'y| = 0. Asimismo, que la interseccion de dos elementos distintos es vacia, un
borde o una cara. El conjunto de lados/caras de la malla 7, se denotara por
&, =& U &, donde & es el conjunto de los bordes/caras interiores y £F es el conjunto
de lados/caras frontera, ademas, £/ = & N I'p. Para cualquier lado/cara e € &,
denotaremos por . al respectivo (d — 1)-diametro.

Adicionalmente, se definen los operadores de salto y promedio que seran usados en los
capitulos siguientes. Primeramente, sea e € £ como un borde/cara de dos elementos
vecinos K+, K~ € T, satisfaciendo que e = 0K™ N 0K, y sea n* el vector normal
unitario hacia afuera a e en K*. Si ¢ y v son funciones escalares y vectoriales lo
suficientemente regulares respectivamente, denotaremos por ¥* y »* como sus
respectivas trazas desde el interior de K*. Asi, se define el salto [ -] actuando sobre

y v como

vInf+yn;, e€é, vienf+v ®@n;, ecé,
[4] = y )=
Yn, ecé&, Yen, ec&,
donde n es el vector normal unitario hacia afuera de 92 y ® denota el producto tensorial.
De forma similar, para cualquier funcion (escalar, vectorial o tensorial) 7, se define el
promedio sobre ¢ € £} como {{n}} =1 (n"+n" )y {{n}} =n,siecé.
Los espacios V), sobre los que trabaja el método de Galerkin, son espacios de polinomios,

subespacios de espacios de Sobolev a trozos, los mismos que se definen a continuacion.

Definicion 4. Sea 7;, una malla de un dominio ). Para cada elemento de la malla K € 7T,
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los espacios de Sobolev H"(K) y W™P(K) se definen reemplazando ) por K. Asi, se

denota los espacios de Sobolev a trozos como

Hﬂﬁp:{weﬁgnwKeﬁ;wKeH%K&, (1.12)

W (T;) = { € L(Q) VK € Th, dlx € W(K)}, (1.13)
donder >0y1<p< .

De aqui, se denota a las normas dependientes de parametros de la malla, como

a
lnlliz, = D2 IVablieun + D I[N Yo e HY(Th), (1.14)
KeT, ec&, ¢
lnl3 7 = lnlli 7 + > hklvhe, Vi€ HA(Th), (1.15)
KeTy,

donde V,(-) es el operador gradiente a trozos y a, es un parametro fijjo. Una
desigualdad inversa (ver Oyarzua et al. (2014)) permite garantizar la existencia de una

constante positiva, independiente del tamafo de la malla tal que

[0nll27 < Cllnllim, — Viu € U, (1.16)

donde ¥, es una espacio polinomial a trozos.
Ademas, de esto también tenemos la version de los teoremas de inclusion de Sobolev
para el operador gradiente a trozos (ver Cockburn et al. (2007); existe una constante

positiva 5gob > 0, tal que,

~ . qg>1 sid=2,
1%]]0.0.0 < Csobll¥ |17 V¢ € H'(T,), donde _ (1.17)
g€ [l1,6] sid=3.
Asimismo, tenemos las desigualdades de traza
lonlloore < € (hxllenllog + b *lonlic) v € H'(K), (1.18)
Ipllo.ox < Chillpllo.x p € Pi(K). (1.19)

Aqui, P.(K) es un espacio de polinomios de grado k. En el método de Galerkin
discontinuo (DG), los subespacios de polinomios son funciones discontinuas entre
elementos. En la siguiente seccion se analizara la implementacion de un método DG

para la aproximacién numérica del problema (1.5).
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CAPITULO 2

2. METODOLOGIA

2.1 Eleccion del método numeérico

En la literatura actual, existen numerosos métodos numéricos para la resolucion de
problemas con ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, entre estos destacan
métodos de diferencia finitas, métodos de volumen finito, métodos de elementos finitos
continuo y discontinuo, métodos espectrales, métodos de elementos discontinuos,
métodos de descomposicion de dominio, entre otros. La aplicacion de un método
numérico u otro depende de las condiciones del problema, la geometria de los dominios
de integracion, el costo computacional asociado y los resultados que se deseen obtener.
Por lo cual, siempre es necesario desarrollar nuevos métodos, mejorar o combinar
meétodos ya existentes de acuerdo a su aplicabilidad a algun problema de interés.

Como se menciond previamente, una de las alternativas para resolver numéricamente
el problema (1.5), es mediante el método de volumen finito, el cual, en la practica es
facil de implementar a nivel computacional. Sin embargo, este método presenta muchas
dificultades al momento de generar esquemas de alto orden o en el tratamiento de
condiciones de frontera como las dadas en (1.6). Los métodos de elementos finitos, por
su parte, permiten trabajar en geometrias complicadas y diversas condiciones de
frontera. Ademas, el marco en el cual se plantea el problema permite la utilizacion de
herramientas de analisis para establecer no solo el buen planteamiento de éstos, sino
también garantizar la estabilidad, consistencia y convergencia de las respectivas
discretizaciones.

Los métodos espectrales por su parte, pueden arrojar tasas de convergencia que
dependen unicamente de la regularidad de la solucion del problema y no del grado del
polinomio asociado a los espacios discretos utilizaos para la aproximacion. Sin

embargo, estos métodos solo pueden manejar geometrias simples, como por ejemplo



rectangulos, lo cual para el fendmeno de interés resulta ser restrictivo. Ademas la
implementacion para este método tiene un costo computacional elevado, puesto que la
matriz de rigidez asociada es mucho menos dispersa que en el caso del método de
elementos finitos, ademas son métodos dificiles de paralelizar en computadoras con
memorias distribuidas (Canuto et al., 2007).

Es conocido que para sistemas de EDP’s en los que se tienen términos convectivos o
advectivos o condiciones de frontera discontinuas, emplear métodos de elementos
finitos continuos entre elementos puede incurrir en inestabilidades numéricas asi como
en comportamientos oscilatorios con respecto a las soluciones exactas. Una manera de
mitigar esto es emplear un método de elementos finitos de polinomios discontinuos
entre elementos, puesto que la naturaleza de estos espacios discretos impide
parcialmente que se presente un comportamiento oscilatorio con respecto a las
soluciones. Por lo tanto, en este proyecto se usara la teoria de Galerkin para la
construccion de un método de elementos finitos discontinuo para las ecuaciones del
fluido junto con aproximaciones del tipo conforme para las temperatura y la
concentracion de microorganismos.

En este sentido, se plantea una formulacién variacional continua del problema (1.5) con
las condiciones de frontera (1.6). Posteriormente se probara la existencia y unicidad de
soluciones débiles. Se construye luego el método numérico para el cual se demostrara
las propiedades de convergencia, estabilidad y consistencia y finalmente se implementara
computacionalmente un ejemplo académico que confirme las propiedades del método

numeérico propuesto.

2.2 Metodologia para la formulacién variacional continua

Primeramente, se planteara la formulacion variacional del problema, para lo cual, se
toman funciones test en espacios de Sobolev adecuados, que sean consistentes con las
condiciones de frontera (1.6) y con las propiedades de masa total previamente
establecidas. Estas funciones test, se multiplican con las correspondientes ecuaciones
de velocidad, presion, temperatura y concentracion. Una vez hecho esto, se aplica el

teorema de Green generalizado con el objetivo de reducir términos de segundo orden a
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términos de primer orden en las ecuaciones del problema (1.5).

Finalmente, para completar la formulacion variacional de las ecuaciones obtenidas
anteriormente se identifican formas lineales, bilineales y trilineales adecuadas que
deben poseer determinadas propiedades de continuidad y estabilidad. En particular, la
forma trilineal que surge a partir de las ecuaciones de concentracién y temperatura,
deben satisfacer una propiedad de antisimetria. Asimismo, para la forma bilineal
asociada con el operador de divergencia de la velocidad se prueba una propiedad
estandar conocida como la condicién inf-sup, lo cual resulta clave en el paso posterior a
la formulacién variacional.

Posterior a la formulacién variacional, se plantea la estrategia para probar la existencia
y unicidad de las soluciones. La misma que consistié en reducir el problema variacional,
examinar el buen planteamiento al problema desacoplado y linealizado para finalmente
plantear un esquema de punto fijo.

Con mas precision, se considera el nucleo del operador bilineal asociado a las condiciones
de incompresibilidad del fluido. De esta forma, se plantea el problema débil considerando
a la velocidad u en este espacio, lo cual es posible gracias a la condicién inf-sup, que
permite probar la equivalencia entre el problema reducido y la problema variacional.

A partir del problema reducido, se establecen estimaciones a priori para las soluciones
respectivas, esto permite posteriormente definir un conjunto compacto que contenga a
las soluciones; el mismo que solo dependera de la data del problema.

Para probar el buen planteamiento, se define un esquema de punto fijo, que consiste en
desacoplar y linealizar las ecuaciones en términos de un operador que resulta estar bien
definido por el teorema de Lax-Milgram y para lo cual un punto fijo del mismo corresponde
su vez, ser solucion del problema reducido original.

Para garantizar la existencia del punto fijo deseado, es necesario aplicar el teorema de
Schaefers (Burton and Kirk, 1998). Para esto, se demuestra que el operador considerado

es localmente Lipschitz continuo y compacto.
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2.3 Estrategia de construccion del método numérico

Una vez garantizado la existencia de soluciones débiles del problema, se propone un
método numérico de Galerkin discontinuo para la velocidad y presién y espacios de
elementos finitos continuos para la concentracion y temperatura. Particularmente, para
la velocidad se considerara un espacio discontinuo que preserve a nivel discreto la
condicion divu = 0, por lo cudl el espacio de dimension finita escogido fue el espacio
H-div conforme de Brezzi-Douglas-Marini (BDM), el mismo que se definira mas
adelante.

Luego de elegir los espacios de elementos finitos, se replantearon las formas
variacionales acorde a estos espacios y se comprobd que estas preservaran las
propiedades que se encontraron en el analisis continuo.

Una vez construido el método, se siguio la misma estrategia que en el caso continuo para
comprobar la existencia y unicidad de las soluciones para el problema discreto, es decir,
para el método numérico propuesto.

Asimismo, para analizar la convergencia de las soluciones aproximadas a las exactas se
consideran las proyecciones ortogonales definidas en los respectivos espacios discretos,
posteriormente se emplea la propiedad de ortogonalidad de Galerkin, para establecer los
ordenes de convergencia del esquema de discretizacion.

Finalmente, se implementa computacionalmente el método numérico haciendo uso del
software FreeFem++, con el cual se confirmaran los resultados precedidos por la teoria

y se evaluara el desempefo del esquema propuesto.
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CAPITULO 3

3. RESULTADOS Y ANALISIS

Como se detall6 en el capitulo anterior, en primer lugar se debe obtener una formulacion

variacional del sistema (3.1).

3.1 Formulacién variacional

A partir del problema (1.5)-(1.6), tenemos que el problema a estudiar se plantea de la

siguiente forma: Encontrar u, p, ¢ y 6 tal que

Hu—//Au—l—Vp—l—[ﬁgﬁ—B@go]g: f en Q. divu =0 en Q,

K

—kgA0+u-VO=0 en Q, —@Ago—iru«Vgo—l—Uaa—(p:O en €, (3.1)
Xd

u=0 sobre T, ’iwg—i—ndUWI”dUm sobre I' vy /90:0,
Q

Ademas, para fines del analisis se considera la siguiente restriccion sobre la data

Ky
—z 2
U< o (32)

donde Cgp es una constante que aparece en la desigualdad de Friedrichs-Poincairé.
En primer lugar, se empieza multiplicando la primera ecuacién de (3.1) por una funcién
test v € [H}(Q)]¢ e integramos sobre ). De aqui, usando integracién por partes y las

condiciones de frontera Dirichlet para u, se obtiene

H/Qu.rv_i_///gv'u,:V'U—/pdiV’U—F—i—/Q[ﬁge—ﬁ¢()0]g~’v = /Qf"v Vo e [Hy(Q)".

Y
Ahora para la segunda ecuacion se toma a ¢ € L%(Q), e integrando se obtiene

/qdiVu =0 VgeLX9Q). (3.3)
Q

Asimismo, para la tercera ecuacion se considera el espacio H%D(Q) = {g c H'(Q) :

%) =0 en I“D} donde v, : H'(Q) — L?*(Ip), es la restriccion a I'p del operador



traza usual. Ahora tomando como funcion test ¢ € H._ (), se obtiene

KQ/VH-VS—I—/(u-V@)S:O V¢e Hp (), (3.4)
Q Q

Finalmente para la concentracién, se multiplica por una funcion test ¢ € ﬁl(Q) siendo

el espacio fll(Q) definido previamente en (1.8), de donde se obtiene, luego de aplicar la

integracion por partes y las respectivas condiciones frontera de Robin (segunda ecuacion

de la tercera fila de (3.1)):

%/Qw-w— U/nga—@b+/ﬂ(u-w)¢ = Um/rndw v € HY(Q).

@J]d

De esta forma, definimos las siguientes formas funcionales

o [HF ()] x [HY Q)] — R, o (u,v) = %/uv + u’/ Vu: Vo,
Q Q
ST HY(Q) x HY(Q) — R, S7(0,€) = 59/ V. Ve,
Q
C . ryl 1 c = K . _ 8_7,0
A€ HY(Q) x HY(Q) — R, A (p, ) = SD/Qvgp Vi U/Q*Oaxd’
¢ [Hy () x H(Q) x H(Q) — R, €(w;¢,¢) = /Q<ww>w,
B - [HN Q)] x [2(Q) — R, B (v,q) = — / gdive,
? (3.5)
para (n,¢) € H(Q) x H'(2), dadas se definen los funcionales
F(.0):) s @) — R, F(.0)kv) = [ (£=[m—5.0la) v
(3.6)

FC . HY Q) — R, FO() = Um/n;;@b.
r

Asi, como resultado de lo anterior, se propone la siguiente formulacion débil del modelo

de Darcy-Brinkman bioconvectivo (3.1):
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Encontrar (u, p, 0, ) € [HE(Q)]4 x L2(Q) x HY(Q) x H (Q) con |, = 0p, tal que
5w, v) + B(v,p) = F((0,9);v),
#(u,q) = 0,
AT(0.€) + €(u;0,6) = 0

(0, 0) + Clusp, ) = FOW).
para todo (v, q,&, ) € [H(Q)]? x L3(Q) x Hp(Q) x H'().
A continuacioén, se establecem algunas propiedades de las formas funcionales dadas en
(3.5)-(3.6).

Lema1. (a) Las formas bilineales < : [H}(Q)Y x [H}(Q))Y — R,
T HY(Q) x HY(Q) - Ry ¢ : H(Q) x H'(Q) — R son acotadas. Mas aln,
5, o7 y @ son coercivas en los espacios [H(Q))4, HE (Q) y H'(),

respectivamente.

(b) Laforma %5 : [H} ()] x L3(2) — R es acotada y satisface la condicion inf-sup

S
sup B> (v, q)

ve[HE(Q)]4 [v]]1,0
v#0

> Blllloe  Vae Li(Q), (3.8)

(c) La forma trilineal ¢ : [H}(Q)]¢ x HY(Q) x HY(Q) — R es acotada. Es mas, ¢

satisface la propiedad de antisimétria

C(w;0,0) = —C(w;v,¢), Ywe Ho(dv',Q) V6,4 € H'(Q). (3.9)

(d) El funcional F5((n,); -) : [H*(Q)]* — R (con (n, $) dados en H (Q) x H'(2)) y

el funcional ¢ : H*(Q) — R son acotados.

Demostracion. a) A partir de la definicion de «7° y de la desigualdad de Cauchy-

Schwarz, se sigue que
| 7% (u, )| < [|°|| [Jullellv]Lo (3.10)
donde ||.<7°|| es la constante definida por

|7 = max {7 | (3.11)
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Para la coercividad de .&7°, notar que por definicion de || - ||1.o, Se tiene que

ds(v,v)zﬁ/v.v—i-///V'v : Vo
K
Q

Q
(3.12)
B
> mln{;,u} [/v-v+/Vv : Vo | =ays |v]ig
Q Q
donde ||.<7?|| es la constante definida por
s = min {ﬁ,;/} . (3.13)
K

Asimismo para <77, por desigualdad de Cauchy-Schwarz se cumple que

|27 (0,€)| =

lﬁe/gzve'vf‘ < [T lloaléllon < |7 I0lhallElo,  (3.14)
donde ||.&7T|| es la constante definida por
||| = ko. (3.15)

Ahora para la coercividad de .77, usando la desigualdad de Friedrichs-Poincaré, se

cumple que

%T(&f) = ’fe/vf -V§ = ’16|§|ig > QT Hf”%ﬂa (3.16)
Q

donde |77 || es la constante definida por
ayr = kgCrb (3.17)

Finalmente para </, se obtiene por desigualdad triangular y desigualdad de

Cauchy Schwarz

|7 (0, 0)| = /Vgo Vi — U/gpg— </£¢/|Vgp V¢|+U 8
< rglelhaldlia + 10l elloaldlie < 1) ellellvle, (3.18)
donde:
||| = max{k,, U}. (3.19)
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Para la coercividad de esta forma bilineal se tiene

Clap. ) — _ o _ _ o
(0 =, [ (V0P U [ w5 = mlola - [ vg”

2 2 Ilie  Wlia
> K|V g — UllYlloaltha > keltblig —U 5 U 5
3.20
R T P 7 (5:20)
> molilio —Um522 — U
K 1917 0
= CT;‘WH%Q -U 21’ = OWCHlﬂHiQ-
Note que por la hipdtesis (3.2) se cumple que
K U
Qgyc = O%;OP — 5 >0 (321)

Por definicién de #° y a partir de la desigualdad de Cauchy, se sigue que

/ qdivv
Q

Para verificar que se satisface la condiciéon inf-sup, note que si consideramos al

%% (v,q)| = < Gs(D)lqllo.ellvlle-

operador inducido asociado B : [H}(Q2)]? — L3(£2) dado por B(v) = div v, se tiene
que definiendo a V' = ker(B) = {v € [H}(Q)]? : divv = 0}, entonces a partir del
Corolario 2.4 de (Girault and Raviart, 2012), se sigue que B es un isomorfismo entre
V4y L2(Q) y que ademas dado cualquier ¢ € L2(Q) existe un Unico v € V+, para el
cual se cumple que

dvv=q y |vlia<Clqloa-

De esta forma, a partir del Lema 4.1 de (Girault and Raviart, 2012) se obtiene que

el operador %° satisface la condicién inf-sup, con constante 3 = %

Para la forma trilineal, por desigualdad de Holder e inclusion de Sobolev

H'(Q) — L*(Q) valido para d € {2, 3}, se tiene que

€ (w; ¢, 9)| < [lwlloaclVoloaldllose < wlialdlliell¢ e (3.22)
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Ademas, note que al usar integracion por partes y el hecho de que divw = 0y que

w -n = 0 sobre I, por definicion de H(div, 2) se cumple que

C(w; v, ¢) =/

Q

(w-WJ)sb:/Q(w@'V¢=/F(w¢-n)¢—/QdiV(wczﬁ)w
_ / (div ()6 + w - Vol = — / (w- V)b = —(w; 6, ).
Q Q

d) Note que por definicion de .%#°, desigualdad triangular y Cauchy-Schwarz se cumple

que
Z5((n, 8):v)| = /Q(f—[ﬁm—mg»v
< / (71 + gl Belal + B 16| 2 023)
< 10151 + lgll Belal + B 11D lloallllos
< 1750 olhs.
donde
150 = 1 £l + g lloos Bo llloq + Bo [ 8llos). (3.24)

Y finalmente para .7, se tiene por el teorema de las trazas y la desigualdad de

Cauchy-Schwarz en L?(T")

[ZC (W) = Um‘/nw < Umlnallorll¥ e < IZN 110, (3.25)
r

siendo
|.Z€|| = Um|T["?, (3.26)

y donde se uso que

1
d 3
nalie = [na< [ (Son) = [lnl =1
SR r \io r

O]

De aqui, en las siguiente secciones se procedera con el analisis continuo y posterior

construccion del método numérico.
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3.2 Analisis continuo

Inicialmente tenemos el problema;

Encontrar, (u, p, 0, o) € [HE(Q)]4 x LA(Q) x HY(Q) x HY(Q) con |r, = 0p, tal que

5 (u,v) + B%(v,p) = F3((0,9);v),

#5(u,q) = 0,
(3.27)
AT(0,8) + €(uw;0,) = 0
A0, ) + Clus;0,0) = FO(Y),
para todo, (v, q,&,¢) € [HY(Q)]? x LA(Q) x HE (Q) x HY(Q).
Ahora se define el Kernel de la forma bilineal %#°,
x ={veH(@)": #v.aq) =0, Vge L}Q)]
(3.28)

= {'v c [HY(D]? . dive = 0},

y sea 0, € H'(Q) cualquier extension de 6p, esto es, 6;|r, = 6p. De esta forma, haciendo
6y = 6 — 0, obtenemos que el problema (3.27) es equivalente a la forma reducida:

Encontrar, (u, 6y, ) € X x H} (Q) x H'(Q), tal que
d(u,v) = F((0,¢);v),
AT(00,8) + C(u;00,8) = —T(01,€) — C(u;01,€) (3.29)
A0, 9) + Cu;,0) = FE),

para todo, (v,£,7¢) € X x Hp () x H'(Q). Mas precisamente, se tiene el siguiente

resultado, cuya demostracién se omite
Lema 2. Los problemas (3.27) y (3.29) son equivalentes.

3.2.1 Buen planteamiento del problema

Es necesario probar la existencia y unicidad de soluciones al problema (3.29). Para ello

primeramente probamos las siguientes estimaciones a priori
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Teorema 2. Sea (u, 6, p) una solucién de (3.29). Entonces, se cumple que
lulie < 1, [Oollie <72 ¥y lellia <rs (3.30)

donde r, = 2 (min {£ '} ™" [||f]leeq + |1g]lx0 ((C%pﬂ;1)595_4|\9D|!1/27FD +B,73) ]
_ 1/4
con 5 = (2(min {£,5'}) " llglleo fo Crpria 100l ars )

-1
ra=C3p (COMlliarp (14 15 1)) ¥ 15 =Um (G2 = 4) TP

Demostracion. Para la demostracion de este teorema, basta aplicar las desigualdades
vistas en el Lema 1 junto con el Lema 3.2 de Colmenares and Neilan (2016), el cual
garantiza la existencia del § que permite establecer los estimados a priori sin la

dependencia de la data. O

Para probar la existencia de soluciones, se seguira un esquema de punto fijo, con el fin
de emplear el teorema de Schaefer (Burton and Kirk, 1998). Para esto, se replantea el
problema (3.29) de la siguiente forma

Sea (w,7n,¢) € X x Hf (Q) x H'(Q) dados. Encontrar (u, 6,, ¢) tal que

5(uv) = F5((n,¢);v) Vo e X,
dT(00,) + C(w;00,6) = —T(01,6) — C(w;0,,6) Ve HL(Q),  (3.31)
(0, 0) + Clwip, ) = FE() Vi € H'(Q).

Considere a H = X x H}_(Q) x H'(Q). Luego, sea (w,7,¢) € H dados, se definen los

operadores
o : Hx H— R, dado por:
o (w; (u,0,9), (v,6,9)) = 7 (u,v) + Z7(0,£) + € (w; 0,€) (3.32)
+ (0, ) + C(wi o, ).
Y el funcional

Z# :H — R, dado por

(3.33)
F((w,1,0); (v,€,9)) = F((n,0);v) — T (01,6) — €(w;01,8) + F ().
Y de esta forma el problema (3.31) se reescribe como:
Dados (w, n, ¢) € H encontrar, (u, 6y, ) € H tal que
A (w; (u, b, ), (v,§,¥)) = F(w,n,0); (v,&,¥)  V(v,{v) € H. (3.34)
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Observe que a partir de las ecuaciones (3.18), (3.10), (3.14) y (3.22) la forma multilineal
</ es acotada y coerciva. En efecto notar que
[ (w; (u,0, ), (v, & 9))| < ]| ([[ullLellvlie + 10ielléllie + lelelldlie

FHlwlelfllelléle + lwliaellelellvlie)
<[] (lulrellvlie + (lwllie + D0 alléle
+H(llwllie + Dllelallvlio) (3.35)
< [l (lwllie +1) (lulellvlie + 10ellélhe
+lelalllvle)
< [ (lwllie + 1) [|(w, 0, 9)l[|(v, &, ¥

Siendo |7 || = max {||Z*||, ||, |||, ||€|}, la cual a partir de las ecuaciones (3.11),
(3.15), (3.19) y (3.22) es una constante que depende de kg, Ky, i, ', U, Yy K.
Similarmente, para la coercividad se sigue de (3.20), (3.12) y (3.16) que

o (w; (v,€,9), (v,€9) > ay(llvliag + llElia + [Vlia) = axl(v, &V (3.36)

donde o, = min{ays,ayr,ac} que es una constante que depende de kg, Ky, i,
1, U, Crpy k de acuerdo con (3.13), (3.17), (3.21).
Ahora, para el funcional .7, usando (3.25) y (3.23) se tiene que
7 (w,n,0); (0,6, )| < 1Z°] [v]lne + [ I I0:]0ll€]l 0
+lwliallbillielélhe + 1ZT ¥
= 75 lvllve + (12| + llwlie) 10:]1lélh.e (3.37)
+IZN Y le
< N F llwms (0, & D),
donde |7 [lw.s = (17511 + (/7| + llwllie) [0:lle + 7).
De esta forma, se obtiene a partir del teorema de Lax-Milgram que existe una Unica

solucion para el problema (3.34).

Finalmente, considere un elemento (w, 7, ¢) € H dado y el operador

L:-H—H

(w,n,8) — L(w,n,¢) = (u, 0, ¥), (3.38)
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donde (u, 6y, p) es solucion del problema linealizado y desacoplado (3.34).
Note que dado que existe solucién para el problema (3.34), se sigue que el operador L

esta bien definido. A continuacién, se establecen algunas propiedades de este operador.

Lema 3. (a) Considere el conjunto

B ={(w,n,6) € X x H, () x T'(Q)/ [wlio <o, e <re, oo <o)

(3.39)
entonces, se tiene que L(B) C B.
(b) El operador L es compacto y localmente lipschitz continuo en B, esto es,
3Cuip > 0/ ||L(w, 0, ¢) = L(@,7.9)|| < Criell(w,n,¢) - (®,7,0).  (3.40)

En base a estos resultados, se puede garantizar la existencia y unicidad de las soluciones,

para lo cual se tiene el siguiente teorema
Teorema 3. Existe una solucién al problema (3.29) y, si C;p < 1, esta es unica.

Demostracion. Es claro que cualquier punto fijo del operador £ es solucion del problema
(3.29). Ahora, a partir de las propiedades (3.39) y (3.40) del Lema 3 y por la compacidad
del operador, se tiene que, por el teorema de Leray-Schauder, este operador tiene al
menos un punto fijo en By asi se tiene que existe una solucion al problema (3.29).
Ahora considere (u, 6y, ¢) y (u, b, ) como soluciones del problema (3.29), en particular
éstas deben de ser puntos fijos del operador L. Luego, de la propiedad (3.40), se tiene
que

(2, 60, 0) = (@, 00, B)I| < Crrpll(w, b, ) — (@ 6o, D).

Porlo que si C;p < 1, entonces (1 — C;p) > 0 con lo cual
(1 - CLIP)H(U’7607()0) - (aaézh(ﬁ)u S 07

pero como (1 — C;p) > 0, entonces ||(u, 8y, p) — (ﬁ,@AO, )|l =0y asi

(u, 0, ) = (@, 0o, P).
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3.3 Construccion del método numérico

Para buscar una aproximacion a la solucion del problema (3.29) de orden k£ > 0, se
toma una malla 7;, del dominio €2 como se defini6 en la seccion 1.4.5. Ahora, sea P, (K)
el espacio local generado por polinomios de grado < k y considérense los siguientes

espacios de dimension finita

V= {’uh € Hy(div; Q) : wlie € [PU(K)%, VK € n}
H), = {ﬁh € O(Q) /&lx € Pk(K)}, Q, = SN L2(Q), (3.41)

Hy = {¢ e C(Q) ) tnlx € Pk(K)} N L2(9),

aqui
Sk = {rh € LX(Q) /rilx € Pi(K), VK € n} (3.42)

Por lo tanto, note que el espacio V;, es no conforme en [H](2)]3, mientras que Q;, H,
y H), son conformes en L2(Q), H*(Q) y H() respectivamente. Mas aun, el espacio V,
es el espacio H-div conforme de Brezzi-Douglas-Marini (BDM).

De acuerdo a los espacios definidos en (3.41), como V;, es no conforme, se define la

version discreta del operador «7° como sigue

S (uy, vp) = %/ﬂuh-vh—l—u'/gvhuh L Vo — Zg e{{,u’thh}} : [wa]
-3 [t fea = 25 [l - o

donde ay es un término de penalizacién interior lo suficientemente grande a definir mas

(3.43)

adelante.
Ademas, se introduce una aproximacion 6, del dato de frontera 6, el cual pertenecera

al siguiente espacio de trazas

Ops €A ={€€C(T) : €. € Ple),c € &1}, (3.44)
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De esa forma, basados en los espacios definidos en (3.41) y segun las definiciones de
las formas funcionales (3.43), se propone el siguiente método de Galerkin de elementos
finitos para el problema (3.27).

Encontrar (uh,ph, 0, gOh) eV, xQ, x Hy, x ﬁh con 9h|I‘D = QD,h tal que

A (un,vn) + B (vn,pn) = F5((On, on)ivn),

%S<’u’h7 Qh) =0 )
(3.45)

AT (On: ) + € (un;0n,&n) = 0

A (o, hn) + C(un;onbn) = F(Un),

para todo (vy, qn, &, Un) € Vi, X Qp x Hp, X H,.

Noétese que las formas funcionales &7, «#¢, €, %°, ¢ y .#° son las mismas que se
definieron en (3.5)-(3.6).

Una de las caracteristicas claves del método (3.45), es que la velocidad u, € V, tiene

divergencia cero. Para esto, si se define al Kernel discreto de #° como
X, = {vh EV,: Bv,q) =0, Vqe Qh} - {vh eV, : divo, =0 in Q} (3.46)

Donde la ultima igualdad se sigue desde que V;, C H(div;Q2) y que divV, C Q.

Particularmente se tiene que X, ¢ H(div’; Q).
3.3.1 Estimaciones discretas y propiedades de estabilidad

A continuacion se verificara que las afirmaciones del Lema 1 se mantengan en estos
espacios de Sobolev a trozos, lo cual garantiza que el método (3.45) es estable.
En prime lugar, dado que Q;,, H;, y H;, son conformes entonces, las formas bilineales <7y

</T son automaticamente acotadas y coercivas con las mismas constantes, esto es

|7 (on, )| < 17| lenllia lUnlle  Von, ¥n € Ha (3.47)
1" (O, 6)| < 1/ 10nlle €allne ¥ 60n, & € H, (3.48)
asimismo, para la coercividad

AT (&) > agr |Glla  Vé € H, (3.49)

A (W, hn) > agellnlliq  Viu € Hy, (3.50)
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Para el caso de «7°, se tiene que a partir de los resultados dados por Arnold (1982),
se tiene que para un término de penalizacién a, lo suficientemente grande, que ésta es
bilineal, continua y coerciva, con constantes positivas independientes de 5, (7,9{ Y Q.

respectivamente , es decir,

| (wn, vn)| < Cor llunllizllwnlhr Vun, vn € Vi, (3.51)
2 (0,0) > ags ||loall}7 Yo, € Vi (3.52)

Con respecto a la forma bilineal %, la continuidad se sigue a partir del trabajo hecho por
Cockburn et al. (2005), de donde se tiene que existe una constante Cy independiente de

h, tal que
B (v, q1)| < Ca vall1,7 llanlloq Vo, gn € Vi x Q. (3.53)

Mas aun, a partir de los resultados obtenidos por Hansbo and Larson (2002), se tiene que
existe una constante B independiente de h, tal que

S
sup B (,vha Qh)

wrev |[onlliT
’Uh7£0

> Blanlloe  Van € Qu, (3.54)

lo cual prueba que se satisface la condicion inf-sup de %° a nivel discreto.

Para la forma trilineal %, se tiene a parir de la desigualdad de Holder e inclusién (1.17)

C(vn; Ens V)| < |lvnlloaell VEnllooll¥nlloae
(3.55)

< Ce |lonllz [€illia lonlie Von € Vi, Ve, v € Hy x H.
Ademas, es facil ver que la propiedad de antisimetria se satisface para cualquier v, € X,
dado que divv, =0en Qywv,-n =0sobrel.
Finalmente, a partir de la desigualdad de Cauchy-Schwarz y (1.17), se tiene que los

funcionales .#° y .Z¢ son continuos, es decir,

[ (4= Gom—selg) w

| Z5 (1, )3 01)| =

< / |(LF[ =+ 191150 [nn] + Be |@n[])] [on]
Q

< £+ gl [ Bolnnl + Be lon| D llo.ellvnlloe

Luego, usando (1.17), se tiene que existe una constante Cs independiente de la malla,

tal que

175 wn)ion)| S NF°( onllim Yo € Vi Wen, v € Hy x Hy, (3.56)
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donde || 7| = Cz || £l + 1g e B ll€nll1.7 + B, 14nll7)-

De forma similar para .# ¢, se cumple que,
|7 (Wn)| < 1Z ¥l (3.57)

donde ||.7¢|| es como se definié en (3.26). De esta forma, se tiene que se cumple la
version discreta del Lema 1.

3.3.2 Analisis de consistencia

De igual forma, como en el caso continuo se escribe la temperatura discreta 6, como
0, = Opo+0p1,donde 0,0 € Hypr, = H, N H%D(Q) Y 0n.1|I'p = 0p 1, €s la extension discreta
de 6, p. Entonces, por la condicion inf-sup (3.54), se tiene al igual que en el caso continuo,
que el problema discreto (3.45) es equivalente a:

Encontrar(uy, 010, ©n) € X1 X Hppp X H, tal que:
2 (up,vn) = F((On, on); 0n),
T (Oon, En) + Clun;Oon, &) = =T (O1n, &) — C(wn; 01n,En) (3.58)
(s n) + C(uns on,bn) = F(dn),

para todo (v, &, ¥n) € X x Hpry X Hp.
A continuacién, se estableceran los estimados a priori del problema, para lo cual se

enuncia la version discreta del Teorema 2, como sigue:

Teorema 4. Sea (uy, 61, 1) Solucién de (3.58) entonces existe un hs > 0 tal que para

h < hs se cumplen los siguientes estimados a priori:
lunlli7 < 71y [0onlle <72 and |lonllie <73 (3.99)

donde 7y = Cy [ [[fllcn + gl ((CEp +1) Bo CoH|O0bl1 /21 + B T5) |
7 = Cip (05_4!\9DH1/2,FD (1+5% H%Tu_lﬂw y 7 = || ZC| (asc)”", son constantes

que dependen solamente de datos y son independientes de h.

Demostracion. Suponiendo que (uy, 5.0, vn) €s solucion de (3.58) y tomando a
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(Vn, &ny ¥n) = (un, Ono, on), €Ntonces tenemos
2 (wn,up) = F5((On, on); un),
AT (o, 00) + C(un;0n,000) = —FT(O1n,00) — € (un; 01n,00)
A (pn, pn) + C(un;on,on) = F(on).

Luego, usando las cotas para ¢, &7, &°, 75 y ¢ dadas en (3.47), (3.48), (3.51),
(3.56) y (3.57) y por las propiedades de %, se obtiene

lunlhzi < Crass [1F g + llglwn( B l0lla + B, lonllie)] (3.60)
loalle < Chp(l6unllie + Co & 1™ llunllyz 101lh.0) (3.61)
lenllz < 1FEN (aae) ™ (3.62)

! entonces esta

De esta forma, observe que 73 = ||.ZC|| (o)™ '. Ademas, siC, = C» Qs

es una constate h-independiente. Luego, usando 0, = ), + 6, 5, y combinado (3.60) con
(3.61) y (3.62), obtenemos

lunllvg < O [Ifllcg + llgllcs ((Crp+1) Bol101alle + 8o 75 ) | (3.63)

+ Cillglloen Bo Cop Co 1™ 7 11,0010 luanl 1.7

Finalmente, a partir del Lema 4.3 dado por Colmenares and Neilan (2016), se tiene para
un g € (0,1) que existe un hs; y una extension 6, ;, de 0p 5, tal que para h < hs, se cumple
que [|61 4]0 < CO*|0p||1 /2,1, donde C es una constante independiente de %, de manera

que, si se escoge ¢ satisfaciendo
~ 1
C1 gl Bo Cop Ce 1771 CO™10pl1y2m0 = 5 (3.64)
entonces, se cumple que

lunll17 < C1 [Ifllsce + l1gllce ((Crp+1) Bo C610pl|1/2,r5 + BeT3) | - (3.65)

Asimismo, desde que
[60allz < Cop (CO~ 100l j2rs (14 Co ™71 71) ) (3.66)

Siendo ¢ definido de forma similar que en el caso continuo. O
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Para probar la existencia de soluciones discretas al igual que en el caso continuo, se
escribe la version discreta del problema (3.31), como sigue:

Sea (wp, nn, ¢n) € X X Hyrp X H, dado. Encontrar (wn, Oo 1, pn), tal que:

2 (up,vp) = F5((h, dn); vn) Vv, € Xy,
dT(OOJw gh) + (g(wha QO,hv gh) = _MT(QL}w gh) - Cg(wha 917h7 5}1) véh S Hh,Fp;
A (pn, n) + C(wp;on,bn) = F(¢n) Y, € Hy.

(3.67)

Considerandoa H), = X, X Hj, rp, X H,. Sea (wp, mn, o) € H ), dados, se define la forma:
<, - H, x H, — R dada por
I (whs (Wn, O, on), (Vs Ens Un)) = 5 (wn, vn) + 7 (O, €n) + € (wni b1, &)  (3.68)
+ o (on, ¥n) + € (wn; on, ¥n),
y el funcional
Fy,  H, — R dado por
Fn((Why 0ns 01); (Vns € 0n)) = F 5 ((n, 0n); vn) — 7 (B1p, En) (3.69)
— C(wp; O, &) + FE (Un).

De esta forma el problema (3.67), se reescribe como: Dado (w, n, ¢r) € H},, encontrar

(ulw 90,h7 Soh) S Hh tal que

(Wi (Why 0o ny 1), (Vs Eny V) = Fr((Whs ks @5 (U, Ens Un)) V (vn, &, ¥n) € Hy,
(3.70)

Siguiendo el mismo razonamiento hecho que en el caso continuo, se obtiene usando las
propiedades de los operadores «7;°, /7, /¢ €, 75y F°, que o, y ., estan acotados

por:
| h (wn; (wn, O, 1), (Vn, Ens ¥n))| < || (1wl 7, + 1) || (wn, On, on) || (vn, &n, Unll (3.71)

| Fn (W 0ns &1); (Vn, €y V)| < ([ Fnl| || (W, Ens n) - (3.72)
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Donde ||| = max {C.y, |||, ./, Ci¢ |

y 17l = (1750 + (171 + il ) Wnallie + 17 ).

Dado que la solucién al problema (3.70) esta en un conjunto cerrado y acotado, como se
definira en (3.75), entonces se obtiene que .«#7,, es continua.

Ademas, siguiendo el mismo razonamiento que en el caso continuo tenemos que <7, es

coerciva, en efecto,

(Wi (wh, On, on) (Vn; & ¥n)) = G, (lonlli 7, + €0l + ¥l o)

= || (Vn, &y o) |12,

(3.73)

donde a,;, = min{a,r, a c, dys}t.
Asi por el teorema de Lax-Milgram existe una unica solucién al problema (3.70). De esta

forma, se define el siguiente operador:

£hZHh—>Hh

(’wh,ﬂh,%) = ﬁh(wh,ﬁh, ¢h) = (uhaeo,h><)0h)v (3.74)

con (uy, 0.1, ¢n) solucion del problema (3.70). De esta forma, £;, constituiria la version
discreta del operador (3.38), de donde se sigue que, bajo un argumento similar, este esta
bien definido.

Ahora se define el siguiente conjunto

B = {(whanha¢h) c Hy /w7 <711, mnlle <2, lonllie < ?3}7 (3.75)

siguiendo el mismo procedimiento que para el caso continuo, se obtiene que
Ly(By) C By,.

Solamente, se necesita probar que L;, es Lipschitz continuo en By, es decir:

Lema 4. El/ operador L localmente lipschitz contintio en B, esto es

3Crip > 0/ |1Ln(wn, hy d1) — Li(@n, Ty 00| < Crrpll(Why s d1) — (@h, ny 01)|]. (3.76)

Demostracion. Al igual que en el caso continuo, se empieza tomando a (wy, n,, ¢5,) tal
que Ly (wp, nn, ¢on) = (wn, 0o, on) Y @ (Wi, M, é1), para el cual,

Ly (wp, 0, <$h) = (ahaé\o,m@h)'
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Tomando, ¥, = (up,bo.n, ¢n), U, = (ahﬁo,h,@h), Sn = (Wh, M, On) Y S, = (ﬂfh,ﬁh»ah),
entonces usando el hecho de que (uy, 0o, pn) ¥ (ah,%h,@h) son soluciones de (3.70),

obtenemos por la coercividad de <7,

[TAl? < Z0(Sh; Un — W) — h(wh; Uy, Uy, — Ty,)
R R R R (3.77)
+  (Wp; Vi, Uy — V) — Fp(Sh; U — Uy).
Asi, por un lado se tiene

’fQ{h('&\)h; Uy, Uy, — Uy) — ey (wp; U, Uy — )
o R R (3.78)
< Ce (1onllio + 1Zull10 ) 11 = Sal 2, = T

Ahora observe que

T (s 6n); wn — n) = F°((Tns n); un — n) = /QQ Bo(in — 1) + By (o — on)] - (wn — ).
De donde se deduce

T3 ((ny On)s wn — Un) — F° (7, é;h% up — ﬁh)’

< Conpllglloclien — @nllim (Bollmn — Anllre + Bollén — onllie) (3.79)

< Coop B1llscISh = Sull |05 — Wy,
donde S el mismo que se definid en el caso continio. Ademas veamos que

|€ (w), — W, 011, 0o, — 50,h)| < 6%||91,hH1,QHSh — Sulll 1), — Wy (3.80)

De esta forma, juntando (3.79), (3.80), tenemos

Fn(Sp; ¥, — {I}h) - <0fh(§h; vy, — ‘T/h)‘

< ‘95((%, On); wh — Gn) — F (T, dn); wn — ﬁh)‘

- (3.81)
+ ‘Cg(wh — W, 014, 0o — 90,h)‘
< (CellBrallva + Cuon B lglac ) 1155 = Sill 191 — T
Luego, juntando (3.77), (3.78) y (3.81), se obtiene
G |00 = Bl < (Gl + Co 8 lgllc) 18— Bl W~
+ Co (IBonllie+ 1Zullie) 1Sh = Sull 19, — T
(3.82)

— (G (1ol + 10+ 1814]1.0)

+Cons B lgll ) 11Sn = Sl 194 — Tl
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Finalmente de (3.82), obtenemos que

19 = @all < @5t (Co (Wonllie + 1Bullse + 11allie) + Coos Bllgllc ) 11Sh = Sl
(3.83)

Observe que dado que [|0y 10 < 72, [|PrllLe < 73 [[61plle < C o020,
se tiene que la constante Lipschitz
Crip = 622 (CN‘{» <||§07h||179 + | Pnllia + ||01,h||179> + Cloy B Hg||oo>, depende Unicamente de

la data del problema y de constantes h-independientes. O

De aqui, usando el teorema punto fijo de Brouwer enunciado en (Brezis and Brézis,
2011), como :

Sea B un subconjunto no vacio y compacto de un espacio normado de dimension finita,

y sea L un mapeo continto de B en si mismo. Entonces, L tiene un punto fijo en B.

Se tiene el siguiente teorema que garantiza la existencia de las soluciones de (3.58).
Teorema 5. Existe al menos un (uy,, 050, ¢n) € By, solucién de (3.58) para algun h < hs.

Demostraciéon. De igual forma que el caso continuo, cualquier punto fijo de £, es
solucion del problema (3.58). La existencia de dicho punto fijo en B,, se sigue de la
aplicacién del Lema 4 y la aplicacion del teorema de punto fijo de Brouwer, de donde se

tiene que existe al menos una solucién del problema (3.58) O
Similarmente se obtiene el siguiente resultado para la unicidad de soluciones:

Teorema 6. Si/a data es lo suficientemente pequefia de modo que Crip < 1 entonces la

solucién a (3.58) es unica.
Demostracion. La demostracion es totalmente analoga al caso continuo. ]

Finalmente, se procedera a analizar la convergencia del método numérico.
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3.3.3 Analisis de convergencia

En esta seccion se establecera una cota para la diferencia de la solucion contintia con la
solucion discreta, con el fin de establecer los ordenes de convergencia. Asi, se empieza
tomando (u, p, 0, ¢) solucién de (3.27) y (up, pr, O, ©1) solucién de (3.45).

Considere a I8P como el operador de interpolacion BDM de [H**1(Q)]¢ en V;, y para

k > 0 consideramos las proyecciones dadas por

Pyt L) — Oy
Py H'(Q) — Hy,
PELHYQ) = H,

De acuerdo a (Quarteroni and Valli, 2008) estos operadores satisfacen las siguientes

propiedades

o= T (@), < C 1M [l

12 =P D) |0 < C P8 lIPllk0

(3.84)
10 = PrrO)], o < C R [10llkr10
le=Pt@)|. < Crlliele.
para u, p, 0y ¢ lo suficientemente regular.
Ahora, si denotamos por
ew i=u—up, &, =u—1Muw), x, =T1BMuy) -y,
ey =p—pn, & =Py '), x,=P; (p)—pn
(3.85)
eg =00, & :=0-— Pi}f,l(e)a Xo = }?,1(9) — O
€p =Y — Pn, £<p =y - 75}?,1(90)7 Xy = 73}’?1(90) — Ph
entonces
€u :€u+x'u7 ep :€p+Xp7 €0 :€9+X07 650 :£<p+X4p' (386)
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Usando la desigualdad de Cauchy Schwarz, la desigualdad inversa de (1.16) junto con

las estimaciones (3.84), se tiene

leullzzs < l€ullom + Ixullom < CRulliire + Clixulhm

leollo < €ollia + Ixollie < CR* 10k + X0
(3.87)

leglle < N1l + Ixole < CRMlIollkie + lIxglhe

leplloe < [1€,lloe + IX,lloe < CRlIplke + X, lo0

De esta forma, estimar los errores e, €,, €y Y e, se reduce a estimar los errores discretos

Xus Xps Xo Y X,- Para ello primeramente enunciamos el siguiente teorema:

Teorema 7. Suponga que u. € [H* 1] N[HL Q)] NX y (p,0, ) € LA(Q) x H(Q) x H(Q)
es solucion de (3.27), entonces se cumple que
A (eu,vn) + B (vn,e,) = F((eo,e,)vn),
t@S<€’¢L7Qh) - 07
(3.88)
AT (eq,&n) + C(u;0,8) — C(un; 0p, &) = 0
A (eg,n) + €(w;0,0n) — €(un; on,0n) = 0,

para todo (v, qn, &n, ) € Vi, x Qp x Hy, X H,, donde

«75‘:5((6%%)3%):/9[59€9+@a€¢]'0h
Q

Demostracion. Observe que procediendo por integracion por partes, se tiene que

cualquier solucion exacta (u, p, 0, ¢) del problema (3.27) satisface
5 (uw,vy,) + B° (v, p) — F5((0,0);v,) =0 Yo, € Vy, (3.89)
y asimismo se satisface que
B (u,qn) = 0,
A(0,&) + C(u;0,6,) = 0 (3.90)

(o, hn) + Cluyo,n) = F(Uy),
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para todo (qn,&n,vn) € Qn x Hp X f[h. Luego, considerando la solucion discreta

(wn, pr, On, on) € Vi x Qp x Hy, X ﬁh al problema (3.45), entonces se cumple
A (up,vp) + B (vppn) = F5((On, ¢n);vn),

‘@S(uth]l) - 0)

(3.91)
’Q{T(ehufh) + (g(’u’ha eha fh) - 07
A (o thn) + C(wn;on,¥n) = F(Uy).
Finalmente, juntando (3.89) con (3.90) y restando (3.91), se obtiene (3.88). O

Teorema 8. Suponga que se cumplen las hipétesis de los teoremas 3y 5y sean (u, p, 0, ¢)
Y (wp, pn, O, p1n) Soluciones a los problemas (3.27) y (3.45), respectivamente. Suponga
ademas que 0 € H*(Q), ¢ € H*(Q), p € H¥Q), uw € [H*']" N [H}(Q)]? N X para
k>1, yque

Qs
2 .

ég (a;}T ro + oz;;C 7"3) < (3.92)
Entonces, existe una constante C' > 0, independiente de h, tal que

lw—wplliz + 16— Oullio+ lo — enllie < CRF (|ullisro + 1010 + [[ollkt0)
Ip = pull < CBY (Jullisro + 10ler1.0 + [[@llkero + [[Pllee)
(3.93)

Demostraciéon. Para la primera estimacion, considerando que X,; C X, entonces a

partir del teorema 7, se obtienen las relaciones

A (e, vn) =F((eg, e,): ), (3.94)
AT (€9, &) + € (u;0,8,) — C(wp; b, &) =0 (3.95)
A (ep, n) + C(w;0,0n) — € (wn; on, tn) =0, (3.96)

para todo (v, g, &n, tn) € X, x Q X Hy x H,.

A partir de la ecuacion (3.94), se tiene que

A (X vn) = F5((eg, €0);01) — A5 (&, v0). (3.97)
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Tomando v, = x,, € X}, entonces se deduce

F5((

Ag(XuJXu) - 697690);Xu) - AS(&u?Xu)

De aqui, usando la propiedades (3.51), se obtiene
Goslxulliz, < CsoBligllon (leslle + legllie) Ixullim + Co €ullimllxullim
De donde se sigue que

s Xullim < CsanBllgloo (Ixslle + Ixalha) + Ki(€. &), (3.98)

siendo
Ki(£9.€,) = Cor ll€ulli7 + Csob Bllgllos (1ol + 11€,1) -

Similarmente usando (3.95), se sigue
A7 (e9,En) + C(w;0,6,) — C(wn; 0h, &) + C(un; 0,6,) — € (un; 0,6,) = 0.
De aqui, se deduce
AT (e9,En) + Clew; 0,6n) + € (un; €9, ) =0
Luego haciendo &, = x,, Se observa que
A1 (Xg, X9) = =€ (un; €9, Xg) — €eu; 0, x9) — 7" (&9, &)

De esta forma, usando las estimaciones (3.48), (3.49), (3.55) y (3.59) junto con el teorema

2, se tiene
2 =~ ~
ayr |xpllTa < Co(r1€ollie + 2 llewllr7) Xl L0
Asi pues,
Ixollne < Ka(&p, &) + o C ol X7 (3.99)
donde

Ky(€, &) = o Cul(71 1€l + 72 [|€ull7)

Nuevamente, considerando la ecuacién (3.96), se tiene

A (ep ) + €lew; 0, 0n) + € (un;ep, ) = 0.
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Siguiendo el mismo razonamiento anterior se deduce

X, e < K3(€,.€,) + o e Coe 13l Xull1 73 (3.100)

con
K3(€,,€,) = a b Co (71 1€ ]l + 73 |€ullim)-

De aqui, juntando (3.98), (3.100) y (3.99), se obtiene:

&WSHXUHLT}L < 6Sob6 HgHOyQ (K2<€0?€u) + K3<€4p7£u))

+ K1(€5,€,) + Colazers+agors)Xulliz.:
Despejando, se deduce
(Qw — Cylahra+ae 713)) IXulli7 < Csob B llgllog (Ka(€p, €4) + Ka(€,,€4)) + Ki(€y,E,),
con lo cual al usar (3.92), se tiene
IXulliz < 28% Cson Bllglloe (Ka(€s,€u) + Ks(é,.€4)) +2a,% Ki(€9,€,)  (3.101)
De esta forma, de (3.99) y (3.100) se obtiene

Ixolhe < azk Cora (2655 Csm 8 lglloa (Ka€p €4) + Kal€,.€4))

(3.102)
+ 20 % Kl(éevégp)) + K2(&y,€4),
de la misma manera,
Ix. e < a2k Cors (2% Coop Bllglloq (Ka(€g, &) + Ks(£,,E,)
elll o/C ( oS ( 0 @ ) (3.103)

1205 Ki(€4.€,)) + K3(€,,€,).
Finalmente, reemplazando (3.101), (3.102) y (3.103) en las primeras tres ecuaciones de
(3.87), se obtiene la primera desigualdad de (3.93).
Por su parte, para la segunda estimaciéon de error, considerando la condicion inf-sup
(3.54), junto con (3.53), se tiene

~ B (vy,, ~ B (v, ~ B (v, —
Ix,lloe < B7' sup #(on X,) < 87" sup Z (o, &,) + 3" sup B (on, —¢y)
wnev Rl wnev |OnllLT, wev  lvnllg,
vy #0 v #0 v #0
- ~ B (vy, —e
< TGy e lon + 5 sup 2 0m=c)
onev lvnllg,
’U}L#O
(3.104)
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Ahora, para el segundo sumando de la expresién anterior, a partir del teorema 7 se obtiene
que

B (vn, —ey) = 5 (ew,v1) — T ((e9,€4);01),

Tomando valor absoluto junto con la desigualdad de Cauchy-Schwarz

|2 (vn, —€)| < O lleullez vallim + Cso Bllgllog (leallie + llegllie) lvnlln (3.105)

De esta forma, combinando (3.104) con (3.105), se sigue

Ix,lloe < 87 (@s’HEPHO,ﬂ + Cu llewller, + Csob B llgllog (lesllia + H%Hm)) (3.106)

Y asi reemplazado la ecuacién (3.106), en la ultima ecuacion de (3.87) se obtiene la

segunda desigualdad dada en (3.93), lo cual finaliza la demostracion. O

Este ultimo resultado prueba finalmente que el método converge con un orden O(h*)
respecto al parametro de discretizacion k.

Con la finalidad de ilustrar el desempeno del método de Galerkin construido en el
capitulo anterior, para las soluciones aproximadas del sistema termo-bioconvéctivo (3.1)
asi como confirmar los radios de convergencia (3.93), demostrados en el teorema (8).
Se implementara un caso de estudio tedrico para el cual se construiran soluciones
exactas manufacturadas, considerando las condiciones de frontera de Dirichlet para la
velocidad y temperatura. Ademas, se consideraran la condicién fisica de masa total
sobre la concentracién. Una vez se tengas soluciones exactas manufacturadas, se
testeara el método de elementos finitos propuesto, para lo cual se calculara el error y

tasas de convergencia.

3.4 Implementacién computacional

La implementacion computacional, se llevo a cabo usando el software FreeFem++. Se
implementara un método de Picard, como estrategia de punto fijo, sobre una familia de
triangulaciones 7; sobre el dominio. La implementacion de esté método permitira
obtener los errores experimentales y tasas de convergencia para el campo de

velocidades, presién, temperatura y concentracién. Este proceso de punto fijo finaliza
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cuando el error relativo entre dos iteraciones consecutivas es menor que una tolerancia

dada. Mas precisamente, se debe cumplir

|coeff™ ™" — coeff”||,»
|coeff” |2

< tol

donde tol es la tolerancia para la convergencia y || - ||, es la norma euclidiana estandar ¢>
en R" siendo NNV el nimero total de grados de libertad definidos por la familia de elementos
finitos V', Hy, H, y Q;, especificados en la seccion 3.3.

La implementacion computacional para velocidad w, presion p, temperatura 6 y
concentracion ¢, se ha llevado a cabo en espacios discretos BDM;, Py(7;), P1(75) ¥y
P, (7,) respectivamente. Aqui, BDM,; representa el espacio de elementos finitos
Brezzi-Douglas-Marini de orden 1 y Py(7,), Pi(7,) representan los espacios de
funciones polinomiales a trozos de primer y segundo orden, respectivamente. Para
todos los experimentos, se considerara el parametro de penalizacion ay = 5.

Los errores y tasas de convergencia se calcularan de la siguiente forma:

e(w) = [[u—wunlliz, e0):=[0—0bullia () :=Ile—enlio e :=Ip—rplhe

r() = log(e(u)/e(u’)) H(6) = log(e(6) /e(6"))
- log(h/W) = log(h/lY)
_ log(e(p)/e(¢")) _ log(e(p)/e(r))
"= gy TP logln/iy

donde h y h' representan el tamafio de dos mallas consecutivas con sus respectivos
errores ey €.

En este caso, se trabajara con el dominio 2 = (0, 1)? de frontera I' y constantes fisicas
p=1p=1r=1U =1, fp = 0250, 8, = 0.250, kg = 1, K, = 1 y masa promedio
m = 0.625.

Adicionalmente, se manufacturaron las siguientes soluciones;
« El campo de velocidad

sen?(rz)sen?(ry)cos(my)
u(z,y) =

1
—gsen(Qm)seni‘(wy)
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Se puede vericar que este campo satisface

diviu)=0 en Q y wu=0 sobrel.

« El campo de presion
p(l’,y) = .fIZ'4 - y47
el cual satisface que

1
@ /p(:p,y)dxdy =0.
Q

o Latemperatura

1
O(z,y) =y + Zsen(wy)cos(wx),

la cual es una funcion positiva para todo (z,y) € QUT.

« La concentracion
1 1
p(x,y) = 5 + ssen(rr)cos(my)sen(n(x + y).
la cual es una funcién positiva para todo (z,y) € QUT'. Ademas

1
@/4p(x,y)dxdy =m=1.
Q

En las figuras (3.1), (3.2) y (3.3) se ilustran la velocidad, temperatura, concentracién y
presion exactas.

Para la velocidad
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Velocity

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.1. Grafica de la velocidad

Mass

Temperature

=
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=

00 02 04 06 08 10

(a) Concentracion (b) Temperatura

Figura 3.2. Graficos de contorno de las funciones test para la concentraciéon y temperatura
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Pressure

00 02 04 06 08 10

Figura 3.3. Grafica de contorno de la presion

La siguiente tabla representa los resultados obtenidos para los errores y tasas de
convergencia definidos previamente, con una tolerancia para la iteracion de Picard de

tol = le — 6 y 5 refinamientos de malla:

Aproximaciones por método de elementos finitos

N h e(w) | r(a) | e@) | 1) | el) | r(p)
1538 | 0.1179 | 0.5543 | 0.9599 | 0.0724 | 0.9945 | 0.2795 | 0.9431

2690 | 0.0883 | 0.4205 | 0.9863 | 0.0544 | 0.9970 | 0.2131 | 0.9694

5954 | 0.0589 | 0.2819 | 0.9978 | 0.0363 | 0.9985 | 0.1438 | 0.9841

10498 | 0.0441 | 0.2116 | 1.0013 | 0.0272 | 0.9992 | 0.1084 | 0.9916

0.0182 0.0725

Tabla 3.1. Registro de convergencia para el modelo termobio-convéctivo con el método

23426 | 0.0295 | 0.1410

H-div conforme propuesto y orden de aproximacién k. = 1
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e(p) r(p) ldiv(up) || | iter
0.3449 | 0.7750 | 1.4996e-07 4

0.2759 | 0.8711 | 1.3643e-07 4

0.1938 | 0.9304 | 1.2342e-07 4

0.1483 | 0.9626 | 1.1657e-07 4

0.1004 1.1011e-07 4

Tabla 3.2. Registro de convergencia para el modelo termobio-convéctivo con el método

H-div conforme propuesto y orden de aproximacién k. = 1

Para las simulaciones numéricas, primero se discretiza el dominio €2 en un malla triangular

Boundary/Edge and 2D Mesh

1

08

0.6

>

04

02

0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 3.4. Triangulaciéon del dominio (2 en la malla 7,

De aqui, se obtuvo la aproximacién numérica de las variables, y sus graficas se muestran
en las figuras (3.5), (3.6), (3.7) y (3.8).
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Velocity

(a) Campo vectorial de la velocidad

Concentration

(a) Grafica de la concentracién 3D

Vec Value

(b) Grafica de contorno

Figura 3.5. Grafica de las soluciones numéricas para la velocidad

Temperature

0.8
06
04
02

Temperature Graphic

A
AR
NG
\
ARG,

—0.6

0.5
I:0.4
—0.3

0.2
0.1

3.8e-01
0.35

0.3
©0.25
—02 |up
0.15
0.1
0.05
1.36-06

1 1.0e+00
0.9
0.8
0.7

On

2.3e-33

(b) Grafica de contorno para la

(a) Grafica de la temperatura 3D temperatura
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Figura 3.6. Grafica de las soluciones numéricas para la temperatura

3.7e-01

‘ [m
-1.9e-01

(b) Grafica de contorno para

concentracion

Figura 3.7. Grafica de las soluciones numéricas para la concentracion
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presure

(a) Grafica de la concentracién 3D

Presure

Grafica
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Figura 3.8. Grafica de las soluciones numéricas para la concentracion

la

Adicionalmente, se obtuvieron las graficas sobre el decrecimiento del error de

aproximacioén, asi como la tasa de convergencia en relacién al tamafio de malla &

B

Graficas de tendencia del error
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Figura 3.9. Graficas de la tendencia del error con respecto al parametro

47



Graficas tasas de convergencia Graficas tasas de convergencia
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(a) Grafica de las tasas de convergencia (b) Grafica de las tasas de convergencia

para las variables de interés para la temperatura y la concentracion

Figura 3.10. Graficas de las tasas de convergencia con respecto al parametro h

Las aproximaciones obtenidas de forma visual, tienen mucha similitud a las exactas,
como se puede constatar contrastando las figuras (3.5), (3.6), (3.7) y (3.8) con (3.1),
(3.2b), (3.2a) y (3.3) respectivamente. Por otra parte, las tablas (3.1) y (3.2) confirman
los resultados tedricos obtenidos en el analisis de error, realizado en secciones
anteriores. En estas tablas, se puede constatar que las tasas de convergencia para las
incégnitas de interés son de orden O (h) en la norma | - ||;.o como se esperaba a partir
de la eleccién del parametro £k = 1 y de los espacios de polinomios implementados,
adicionalmente para la temperatura y concentraciéon en la norma | - |0 Se obtuvo un
orden de aproximacién de O(h?). Finalmente, una revision de la figura (3.9) muestra el
decrecimiento del error conforme se disminuye el parametro i, el mismo que es lineal, lo
cual, es resultado de los ordenes de aproximacion. Asimismo, para la norma en || - ||o.q
se obtuvo que las tasas de convergencia conforme disminuye & tienden a 2, como se

observa en la figura (3.10).
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CAPITULO 4

4. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Conclusiones

Se implementd el nuevo método de elementos finitos H-div conforme para la simulacion
numérica del problema de flujo termo-bioconvectivo Darcy-Brinkman, con la propiedad
de ser conservativo en masa. Ademas, el método numeérico propuesto produce
aproximaciones de orden O (h) para las variables de interés. Asimismo, los resultados
numéricos muestran que se preservan las propiedades de divergencia nula, lo cual
indica que el método numérico propuesto es en definitiva, conservativo en masa.

Se construyd una formulacion continua, sobre espacios de Hilbert apropiados, la cual
fue analizada desde el punto de vista de su buen planteamiento. En particular se
demostrd la existencia de soluciones sin restricciones sobre la data del problema, lo
cual desde el punto de vista tedrico es bueno y se diferencia de los trabajos sobre el
fendmeno estudiado en los que si se impone una restriccion sobre la data.

Por otro lado, bajo la suposicion de una data lo suficientemente pequefia se demostro la
unicidad de las solucion, lo cual es tedrica y fisicamente aceptable.

Se comprobd que el esquema numérico de elementos finitos construido estaba bien
planteado. Para lo cual, se introdujeron términos de penalizacion estandar en el
operador asociado a la velocidad, debido a que para las ecuaciones del fluido se
plantea un esquema numérico no conforme. De esta manera, se probd que el método
discreto estaba bien planteado y que ademas es convergente para cualquier familia de
subespacios de elementos finitos siempre y cuando se satisfaga la condicion inf-sup
discreta.

Finalmente, se presentd un ejemplo numérico en dos dimensiones para validar lo predicho
por la teoria. En esa misma linea, los resultados obtenidos ilustraran que el método

de elementos finitos H-div conforme construido para el fendmeno termo-bioconvectivo



estudiado, es confiable.

Como trabajo futuro, se puede considera el modelo generalizado, que involucra el
planteamiento de un método totalmente discontinuo, es decir, planteando el mismo
enfoque no conforme de la velocidad, a la temperatura y concentracion.
Consecuentemente, para esta posible generalizacion la formulacion variacional
correspondiente preserva la misma estructura que la formulacién variacional propuesta
en el presente proyecto. Un modelo de este tipo, tendria muchas aplicaciones, como
ejemplo se tiene a la microbiologia aplicada, puesto que varios fendmenos relacionados
con la hidrodinamica de microorganismos se modelan tipicamente en términos de
ecuaciones diferenciales parciales acoplados que involucran un sistema tipo
Navier-Stokes. Es asi que, en esta linea cientifica, el presente método numeérico
contribuye con el analisis y la simulacion numérica de flujos termo-bioconvectivos y

fenédmenos afines.

Recomendaciones

Para futuras aplicaciones, se deben tener en cuenta las condiciones de frontera que se
han supuesto en el presente modelo, puesto que un cambio de las mismas puede
conllevar a un analisis completamente diferente al planteado en este proyecto.
Asimismo, los espacios de elementos finitos a considerarse en la construccién del método
numeérico parte de las ecuaciones del fluido, los cuales deben satisfacer la condicién inf-
sup y preservar las propiedades del modelo continuo.

Es importante tener en cuenta que, los posibles esquemas numéricos que estudien
fendmenos como los estudiados en este proyecto o afines, garanticen su estabilidad,
consistencia y convergencia sin restricciones sobre la data del propio modelo fisico,
puesto que este es uno de los aspectos que determina en gran medida la confiabilidad y
utilidad a nivel industrial del método numérico que se desee proponer.

Finalmente, podria resultar interesante el planteamiento de un esquema numérico
empleando métodos espectrales, puesto que este ofrece mas flexibilidad sobre la
eleccion del grado de los polinomios, para la obtencion de mejores tasas de

convergencia, lo cual conllevaria mejor analisis.
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