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Ecuaciones Diferenciales — Il Parcial

Resumen de problemas resueltos de Ecuaciones Diferenciales

IT Parcial

i

ii.

iii.

iv.

vi.

vii.

viii.

Resolucién de ecuaciones diferenciales alrededor de puntos singulares:
» Método de Frobenius

Transformada de Laplace:
> Teoremas
» Transformada de Laplace de algunas funciones
» Transformada inversa de Laplace

Resolucion de ecuaciones diferenciales mediante la transformada de
Laplace:

» Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

» Ecuaciones diferenciales de coeficientes variables

» Ecuaciones integro diferenciales

Resolucion de sistemas de Ecuaciones diferenciales:
» Método de Eliminacion
» Meétodo de los operadores diferenciales
» Método de Laplace
» Método de los valores y vectores propios.

Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales de segundo orden:
> Aplicaciones de Sistema: Masa - Resorte - Amortiguador
» Aplicaciones de circuitos eléctricos

Series de Fourier
» Definicion de la serie de Fourier
> Serie de Fourier de una funcién par e impar
> Convergencia de una serie de Fourier
> Extensiones pares o impares periddicas de una serie de Fourier

Problema de la ecuacion del calor
Anexos:
» Problemas propuestos

» Tabla de transformadas de Laplace de ciertas funciones
» Tabla de transformadas inversas de Laplace de ciertas funciones
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Ecuaciones Diferenciales — Il Parcial

Método de Frobenius

1. Determine la solucion general de la ecuacion diferencial:
vy + 2y +ay =0, mediante series de potencias de x. Utilice la raiz de mayor valor de la ecuacién
indicial asociada a la ecuacion diferencial dada para establecer la primera solucién, ésta como una
funcion elemental; y, luego utilice alglin procedimiento conocido para definir la segunda soluciéon
linealmente independiente e igualmente exprésela como una funcién elemental.

Asumiendo la solucion alrededor del punto x; = 0, se tiene que verificar que clase de punto es, en este
caso P(x) = x, entonces P(x;) = 0, por lo tanto x; =0 es un punto singular.
Lugo se Verlﬁca sies smgular regular.

i) lim, - = lim, _glx) ==

= pa(existe)

_"-*IZ"

e ||.1

o B

(x — XpJ77

i) lim,._. L = lim gl x,l-— = ) = gy(existe)

Los dos limites existen, por lo tanto x; es un punto singular regular.
La férmula de la ecuacion indicial indica:
rlr=1)+p,r+q,=0
r{r—1)+2r=20
r{r— 1+ 2) = 0, se obtiene que: 7(r + 1) = 0

Las raices de la ecuacion indicial son: ; = 0,y 1, = —1.
Asumiendo la solucién como:

==

v = E a,x"", ag # 0

n=0

Obteniendo la 1ra y 2da derivada:

vi= Z a,(n+r)x"" 71 ¥y = i a,(n+r)n+r— 1]1""'_"_:

n=0 n=0
Reemplazando y,y’,y’’ en la ecuacion diferencial xy' + 2v'+ xv = 0 se obtiene:
Z a,(n+rin+r— 1" —EZ a,(n+r)x™ 1 :ﬁ.‘Z a,x"7" =10
n=Q o n=0

Introduciendo los coeficientes de cada sumatoria:

=)

Z ﬂn(n _Tj (n -—r — l)_')_'n_!._i - Z 2{‘[“ (ﬂ— zjn_"._i e Z (',[?!_')_"v!_'r—i =q
n=0 n=0

n=0

Se iguala las potencias de todas las sumatorias, en esta caso a # = r — 1, haciendo un
cambio de parametro en alguna en la tercera sumatoria.
—l=n+1
Sin=0,entonces m= 2
n=rm—2
Luegom=mn
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La nueva ecuacion queda asi:

2=

ZH (n+r)(n+ ?“—1)1“""1—225[ (rm+7r)x™ —Zun_:x”‘-"‘izg

n=f

Se iguala los subindices de cada sumatoria al mayor de todas, en este caso a n = 2. Luego se
desarrollan dos términos en la primera y segunda sumatoria
ag(r)(r — )"+ a, (r + 1) (r)x" + 2a,(r)x™" 1 + 2{11 (r +1)x"

—2& (n+r)(n+r— 1)1 Zﬂa“[n—ﬂl" r1
_Zﬂn_:xn—r—i =0

Se agrupan los coeficientes de cada sumatoria en una sola sumatoria:
ag(P)r— " P+ a, (r + 1) () x” + 20, (7)™ 4+ 2a, (r + 1)x7

+ Z[a“(n— riln+r—1)+2a,(n+r)+a, ] 1 =0

Igualmente los coeficientes de =" ™%, v x":

Parax"™%, setiene: a,(r)(r—1)+ 2a,(r) =0

Como ag # 0, se obtiene (r) (r — 1) + 2(r) = 0, que es la misma ecuacion indicial anterior.
Para x”, setiene: a,(r+ 1)(v)+ 2a,(r+1)=10

En este caso a, si puede ser igual a cero. a; = 0

La ecuacioén de recurrencia es:

a,n+rin+r—1)+2a,n+r)+a,_,=0

Despejando el valor de a,, , se obtiene la férmula de recurrencia general:
Qa, _»
= n=l . Wnz=2
o (n+rintr—1)+2(n+r) "

Reemplazando la raiz mayor r; = @, se obtiene la formula de recurrencia particular para la
primera solucion:

T TG D 2w, M T T ey T
n=2 - Ay = — o =_ﬁ

- [22{[3) 3!
n=3 — a3=—(3)(4j,;aem a, = 0, entonces ;=10
n=4 - a, = — 4 _ 4o _%

EERSIOBROIOICCO R
e R OTC I
n=6 - Q. = — s _ _ o __ e

: ©)(7)  (2E@WEE@ 7
S N OTC I
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Ecuaciones Diferenciales — Il Parcial

Entonces la primera solucion es, para el varlo de r=0:

o

. — n o " 1 2 Bl et B Bl T L
vy = Z a,x" = [a, + a,x + a,x a0 +a, " +axC+a 0 +a,x ]
n=n

Reemplazando los coeficientes en la solucion
==

a a, . a 1 1, 1
n 0z 04 0 ) 4
v, = E -:‘I_,!?-."'—[-:I,:_——:h."——:a."——l'e—"']_-1'12.;.[l——ﬁ.“——x'——ﬁ:e—'“

3! 51 7! 3! 51 7!
n=0
vy = a M entonces v, = ()" = 51 w
¥1 ] — (2n +1)! , 1 - (2n+ 1)! — (2n+ 1)!

v, = x 1Sen(x)

Por lo tanto v-, lo podemos encontrar de la siguiente forma:

- | plxddx - J=dx
s o= o [ =1 e % :
vo=w [ G dx=x""Sen(x) Jf;*s;.:q:(x_'- dx

-

= x 18en(x 1—1. _ x = x 1Sen(x 1 se” (x) dx
vz = x7Sen(s) | e dx = x7Sen(x) | Csc? () d
v. = x " 1Sen(x)[—ctg(x)] = —x"1Cos (x)

La solucion general: v=Cx Sen(x) + €, os(x)
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2) Resuelva:

2
. x2Q+(x2—3x)Q+3y=0, alrededor dex, =0
? dx ‘

p(x)=x’ = p(x,)=0, essingular

x2icn (n+r)n+r—1x7 + (xz _3")§Cn (n+ 7)™ +3§Cnx’”" =0
n=0 n=0

n=0

i C,(n+rfn+r—1x""+ iCn (n+ 7" - 32.0 C,(n+r)x"" + 3§ C,x"" =0
n=0 n=0 n=0

n=0
i [(n +r-— 3)(n +p— 1)]C”x"” +§ C, (n " r)xn+r+1 ~0
n=0 =
i[(” +7r— 3)(n +7r— 1)]C"x”” +§ C., (n +r— l)x"” =0
n=0

n=1

n=1

[(r=3)r = 1)]Cyx" + i[[(n +r=3)n+r-1)C,+(n+r-1)C, X" =0
[(r—3)(r—1)]C0 =O—>(r—3)(r—1)=0—>L=3> rn =1 r—r, =entero

(jn—] /) zz 1

[(n+r—3)(n+r—1)]C"+(n+r—1)C , =0>C, =- ;
n+r—3

n—

r1=3—>Cn=—C”"1;n21 r=1-C, =-——"1
n n—2

; n>1 no esta definida paran =2

la primera solucion sera utilizando r, =3

n=1-C, :_&:_@
T
n=2->¢C, =—Q:&
22
C C 2 3 B
n:3_)C3:_?2_ 7(!) jyl(X)_COXS|:1_f' %_% } yl(x):C0x3e
e—jp(x)dx 7J17;dx - .
J’z(x)Zyl_[ 12 dx=x3e"‘j T dxzx%"‘jvdx =x36”‘j?dx
+ 1) ,.n3 -1 +o0 (1) 13
yz(X)—xSe"InZ(;( l)n!x dx=xSexj£x3 x4+ +nz3:( 1)n!x ]d
=xe™ —ﬁ+x71-|—1nix.|_+z.o(_1)4’1_2
2 2 = aln-2)
-2 oo (1Y 412
2( ):&‘F e - x (1)
2 p n!(n—2)
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3) Resuelva la siguiente ecuacién difrencial alrededor del punto *0 ~ 0

d 2y dy
2 _ +0Bx=1)24+y=
. (x x) 5 (3x—1) y=1

p(x)=x" = p(x,)=0, essingular

<x2 - x)io Cn (I’l + r)(n +r— 1)x)1+r_2 + (3x - l)i Cn (n + r)x””‘l + i Cnxn+r -0
n=0 n=0 n=0

Cn(n+r)(n+r—1)x"”—iOC”(n+r)(n+r )"”1+3ZCnn+r " Z.O (n+r ””1+ZCx

2
n=0 =0 pars e )
i[("+”)(”+”—1)+3(n+r +1 _z n+r n nﬂfl -0

n=0 n=0

i[(n+r)(n+r—l)+3(n+r +1 —z n+r+1 C . x"" =0

n=0

_ [r2 ]COX’ + i[[(n +r\n+r=1)+3n+r)+1]C,~(n+r+1) CMLW ~0
n=0

Il =0 n=n =0
[(n+r)(n+r—l)+ 3(n+r)+1]Cn

[(n+r)(n+r—l)+3(n+r)+1]C"—(n+r+1) Cu—C.= > ; n=0
(n+r+1)
n=0->C_=C; nz0
la primera solucion serd utilizando r, =0
n=1->C =C,
n=2->C,=Cy
n=3->C;=C, :>y1(x)=C0x0[1+x+x2+x3+...].'. yl(x)zCO%
=0 - X
()_ e_J.pmdxd 1 re zfldxd 1 X_I(X—l)fzd _ d ()—C Inx
Y2l _yl'[ y12 x_l—xj x’e™ x_l—xj 1) _l—x'[; XY= IE
(=)
Yy (0) =y —— ey X
1-x  ’l-x
! Inx
Y, () =uy, +uy, >W = 1_1 1 = 1 = l
’ nx x(x—l)2

‘(x—l) (x—l)2 - x(x—l)‘

j[llnx jx(x—l)zdx = Ilnxdx =—x+xlnx

—X

Ig(x)yzd _ I(x —

jg(x)yld I(x _xj[l_lxjx(xq)zdx:—jldx:—x

1 Inx X
y (x):ulyl+u2yz=(—x+xlnx —X =
! 1-x l-x x-1
Y(x) =k, 1 Tk, lnx+ X
1-x 1-x x-1
-7 -
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Ecuaciones Diferenciales — Il Parcial

Transformada de Laplace

Halle:
o Lite® +61° —3sen(4r)+2cos(21)]

Por la propiedad de linealidad tenemos que:
L{te™ + 61> = 3sen(4t)+ 2 cos(21)]

Lide™ + 61> —3sen(4t)+ 2cos(2t)} = Lite™ |+ Li6r* |+ Li= 3sen(4t)}+ L{2 cos(2t))
= 4L{e™ |+ 6L{ |- 3L{sen(4t)}+ 2L{cos(2¢)}

1 3! 4 s
+

=4 +6——-3— +2

s—5 S s*+16 s +4
4 +ﬁ 12 2s

- +
s=5 s* s*+16 s*+4

Halle
. L{(t + 2)2 e +e cosh(2t)}

Por la propiedad de linealidad tenemos que:
L{(t +2)e +e™ cosh(2t)}
L{(t +2) e +e cosh(zt)}z L{(t +2) e }+ L{e™ cosh(2¢)]
= L{(t2 +4¢+ 4)et }+ L{e“” cosh(2t)}
= L{e' |+ Lipte' |+ Lide' |+ L{e ™ cosh(21)}
= L{tzet }+ 4L{tet }+ 4L {et }+ L{e“” cosh(2t)}
Aplicando el primer teorema de la traslacion:
L{tzet }+ 4L{tet }+ 4L {e’ }+ L{e“” Cosh(2t)}
Lie' b+ aLte' }+ aLfe' }+ Lie™ cosh(2)} = . 3!1)3 +4 6 _11)2 4 1_ G +S4+)24_ ;
_ 55* +295° +9s5% — 215 +20
- (s—1)(s+2)s+6)
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Demuestre:
e Demuestre el primer teorema de la traslacion

Si L{f(e)} = F( ) entonces L{ ”’f(t)}: F(s—a)

Tenemos : L J dt =

[}

—ét at

\.\,../

Entonces : L{

e ()t > si s=s—a

e f(t)dt = F(S)= F(s—a)

Il
Sl 8§ O 8 O'—;S

Halle:
. L{senh3 (2t)cos(t)}

Por la propiedad de linealidad tenemos que:
L{senh3 (2¢)cos(t )}
2t -2t

L{senh3(2t)cos(t)}L{(e = J cos(l)}

= %L{(e& —3e* +3e —e™ )Cos(t)}

= %[L {e"’ cos(t)}+ L{— 3e* cos(t)}+ L{3e‘2t cos(t)}+ L{— e ™ cos(t)}]
= %[L{e& cos(l)}— 3L{e2’ cos(t)}+ 3L{ei2’ cos(t)}— L{eié’ cos(t)}]

Aplicando el primer teorema de la traslacion:

é[L {e6’ cos(t)}— 3L{e2’ cos(t)}+ 3L{e*2’ cos(t)}— L{e*‘” cos(t)}]
1 s—6 _3 s=2 43 s+2  s+6

8 (s—6)+1 (s=2)+1 (s+2)+1 (s+6) +1

48(s* — 4657 +185)
(s2 —12s+37Xs2 —4s+5Xs2 +4s+5Xs2 +l2s+37)

-9.
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e Encuentre la transformada de la primera derivada de f(t)

Si L{f(t)} = F(s), entonces L{f (¢)} = sF(s)— £(0)

Y P

Tenemos : L{f (¢)} = .[e"”f'(t)dt = ;gngoje"“’f'(t)dt

0 0

Integrando por partes : u=e™" —> du=-se”'dt

dv=f'(t)dt »>v=f(r)
lim Pe"”f'(t)dt = lim| f(t)e™ s + s]’ie‘”f(t)dt}

P—o P—o0
0 0

=lim| e f(P)- £(0)+s

P—o

S ey Ny

e‘”f(t)dt}

0

= sfe ot~ 70)+ ime " ()

0

pero })im et f (P) =0 asumiendo que f (t) es de orden exponencial

=sF(s)- f(0)

e Encuentre la transformada de la funcion tf(t)

Si L{f ()} = F(s), entonces Lif (¢)} = —%F(s)

Tenemos : L{f(t)} = Ie’”f(t)dt = F(s)

0
Derivando ambos lados de la igualdad tenemos :

d di
EF(S):g}[e f(t)ar

G
— | = —st d
Oase 1)t

= T—te‘s’f(t)dt

o0

=—[ e [ (o)t

0

> Ll ()= F(5)

S

-10 -
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o |Lit’ cos(at);

Por la propiedad de la derivada de la transformada tenemos que:

L{t2 cos(at)}

L4 cos(ar)) = (-1)° j_zzF(s)
S

_i( s j
ds*\s* +a’

_d a’—s’
 ds (s2+a2)2

-11 -
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Halle:

Usando la propiedad de la transformada de la derivada

{=47)

Ji

Sif(t): sen(\/;), entonces f'(t) = ﬂ\/\_/—_) ademas f(0)=0
L{f'(0)f=sF(s)- £ (0)

L{%\/}/—;)} = sL{sen(Vz )

L{%_;/—;)} = 25 Lisen(Vz )

Encuentro la transformada de sen(\/; )

Por serie de potencias sabemos que sen(\/; ) = i—(_ 1) t’
=0

= (2n+1)
N )
Sen( )—\/; 3 51 p +..=t —§+§—?+....
R AR
S% 3's/ S'S/ 7!s%

Sl }(%ZS)Z(%ZS);

2%

2! 3!
A7
ZS%
1
L{M}:z \/?e‘”:\/[_e“s
\/; ZSA sé

-12 -
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e Encuentre la transformada de la integral de f(t)

S

Si L{f(t)} = F(s), entonces L{j.f(u)du} _ F(S)

Si g(t) = f(u)du entonces g'(t) = f(t) y g(0) =0

S SN

Entonces sabemos que :

Lig'(t); = sLiglt)} - 2(0)

L{f(t)}=sL{£f(u)du}

Despejando tenemos que :

L{If(u)du} _ L{J:(l)} _ FES)

e Encuentre la transformada f(t)/t

Si L{f(t)} = F(s), entonces L{@} = TF(u)du
=LY

Si glt pt entonces f(t) =t g(t)

Entonces sabemos que :

L{f (0} =Lt g}
L{f(1)}= ——L{g(r)}

Integrando ambos lados tenemos que :

Ligm}= jf du—ff )

L{th} = j f(u)du

-13 -
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Halle:

. {e‘“tj— “sen 39)49}
{e‘”zj— “sen 30}19}

Por el primer teorema de la traslacion tenemos que :
Ll gl0)}= G(s—4)

Debo encontrar G(s) que es L{tj%e_wsen@&’)d@},
0

por el teorema de la derivada de la transformada sabemos que :
Lt (o) ==L H(s)
ds

M (s)
s

Encuentro H(s) = L{J‘%ewsen(?ﬂ)dﬁ} = , ST M (s) = L{%e‘wsen(%’)}
0

De donde hallamos M(s) = L( xg)j = J.X(u)du

X(u)= L{e‘49sen(30)} que por el primer teorema de traslacion es :

X(u)= L{e’49sen(36’)} = 3 = 3
T oox (s + 4]
= ——arctan
.2 3

(w+4?+9  u®+8u+25

M(S)ZL(X;H)j J.X(u)d —j;du:arctan(ugétj

u- +8u+25

H(s) = M(s) _1 Z—arctan(s+ 4)
s s\ 2 3
(s+4
arctan

B _d|1fx s+4)\| 7 3 _ 3 ]
G(S)_L{lh(t)}_ dsL( are tn( 3 jﬂ_2sz+s(s2+85+25) s?

{e‘”tj —esen 39)49} G(s—4)=—"—+ 3 _arCtan@j

2As—4) (s—4)(s—4) +8(s—4)+25) (s-4)

-14 -
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e Demuestre el segundo teorema de la traslacion

Si L{f(¢)} = F(s), entonces L{(t - a)f(t —a)} = e F(s)

Tenemos : Liu(t - a)f (¢ - a)} = Te_”,u(t -a)f(t—a)dt

Entonces : L{u(t - a)f (¢ —a)} = Te‘s’f(t —a)dt

Sit=u+a—>u=t-aydt=du
Cuandot=a >u=0 yt=0 —>u=00

L~ a)fle-a)} = [ pluk

00

Liu(t-a)f(t-a)i=e [e flu)du = e F(s)

0

| -
e Encuentre la transformada f(¢) = ¢ 2n<t<2n+l 0,1,2.3,....
i 0 2n+l<t<2n+2
12
1 4 \
03 A
0F A
04 - )
02 - W
0 T\-\W T
0 1 P 3 4 5 6 7

f(t): e_é[,uo(l)—,ul(t)ﬂuz(t)—,u3(t)+,u4(t)—,u5(t)....]

1
Por el primer teorema de la traslacion tenemos que L{f(t)} = G(s + Ej

G(5) = Liptg (6) = 11, (6)+ g5 (6) = g () + pa, ()= pas 2)..}

s —2. —3s _4g
es e s 639 e s

G(s):l— + - + - =
S S S S S

1l 1Y 1) 1 e’
G(S)__Z[_e_s) T 1 _S(€S+1)

8 n=0 ST+ —
.
s+
L= s+ - N
s+—|e 7?2 +1
[s+3)e

-15 -
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Ecuaciones Diferenciales — Il Parcial

. L{Sen(t o, (1) + %(%) 50)}

4

st 0+ 22 )

4

L{sen(t),uﬁ (1) + %(3050)} = L{sen(l),u” (t)} + L{%@t) 5(t)}

4 4

Para la primera transformada utilizo el segundo teorema de la traslacion :

L{ f(t —%jy” (t)} - e_%SF(s)

Pero debo desplazar la funcion que multiplica al escalon :

S o) o5
T L e R

2 ‘ZS[L+ ! }ie-is[s_“}

s+l s7+1] 2
Para la segunda transformada utilizo la funcion impulso :

L{@d’)} = hl“# S

L{Sen(l),u” )+ %@5@)} = Qe%s [S—H} +3

. 2 s +1

-16 -
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¢ Encuentre la transformada de la siguiente grafica

15

1 4

=sen)

Tenemos que encontrar la transformada de una funcién periodica:
sen(t) O<t<rm
glr)= {

extendida periodicamente con periodo 2r
0 T<t<2rmw
Lig(t)f=

27

Je‘”g(z‘)dt

0

1 _ e—27ZS

Lig(t)} = lfzm .Te”sen(t)dt

I-e
Integro por partes : u=e™* —du=-se™
dv = sen(t)dt — v = —cos(t)
Ie’s’sen(t)dt =—cos(t)e™ — SJ. e™ cos(t)dt

Integro por partes : u=e*" — du=-se™

dv = cos(t)dt — v = sen(t)
J.e’s’sen(t)dt =—cos(t)e™ — s(e'”sen(t) + sj e's’sen(t)dt)
(sz + I)Ie’”sen(t)dt = e (~ s sen(t) — cos(t))

e (~ s sen(t) — cos(r))

J.e’s’sen(t)dt =

s*+1
Reemplazando :
1 e™ (~ s sen(t) — cos(t)) ’
L —
{g(t)} 1—e" { s7+1 .
1 I+e™ 1
L = =
{g(z‘)} 1—e" { s*+1 } (l—e_”Y XSZ +1)

-17 -
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e Demuestre el teorema de la convolucion

Si L’ {F(S)} =f@)yL’ {G(s)} = g(t), entonces L{F(S)G(S)} = Jf(u)g(t —u)du = f(t)*g(¢t)

L{ [ ragt- u)du} = F(5)G(s)
donde F(s) = L{f(t)}, G(s)= L{g(t)}por lo que :

L{jf(u)g(t —u)du} = ]Ee_”{ jf(u)g(t —u)du}dt = T je_'”f(u)g(t —u)du dt = }41{20 S,

u=0 =0 u=0

donde S,, = J. je‘”f(u)g(t—u)du dt

t=0 u=0

La region en el plano en donde se llevara a cabo la integracion es:

t-u=v

0 M 0 M

Luego de hacer el cambio t-u=v la region cambia, por lo que el integral se transforma en:

du dv

Sy = [[e gt —uwdudi = [ e‘s(“”)f(u)g(v)‘—g((z’i))

Donde el Jacobiano de la transformacion es :

ou o
Jza(”at)zﬁu 8\/:1 0=1
Au,v) |0 O] I 1
ou Ov

M M-v
De donde SM = J. J.e_s(“‘*"’)f(u)g(v)du dv
v=0 u=0
—s(u+v) <M
Definamos otra funcion K(u,v) = € f)g(v) u+vs
0 u+v>M

M M . .
Sy, = I J.K(u,v)du dv ,entonces Al;m S, = J' IK(u,v)du dv
v=0 u=0 A

0

= T [t fu)gydu dv = {[0“’ e f(u)du}{[: e g(v)dv}: F(s)G(s)

v=0 u=0

- 18 -
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Halle:

)
i)

Usando el integral de convolucion tenemos que :

L—‘{ e ! 2)} ~ cosar)* L sentar)

2+c12)(82 +a

L‘{ e 1 }= Jeos(an) 2@ =) 4,

Pra?)(s?+a?)] 4 a

t

0
t t

= % J. cos(au )[sen(al)cos(au) - cos(at)sen(au)]du

= lsen(azt) cos” (au)du — lcos(at)J. sen(au)cos(au )du

a a 0

2

a

4q a

a

-19 -
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_ lsen(m)} (—1 + 005(2““)jdu L cosfar) Se”‘(j“”) du
% . sen(2at)j ~ lcos(m)(
. sen(at)cos(at)j 1 Cos(al{senz(at)j

0

1- cos(2at)j
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2a
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Resolucion de ecuaciones diferenciales mediante las transformada de
Laplace

Encuentre la solucion de la siguiente ecuacion diferencial:

o [ V'"H4y"+5y'+2y =10cos(t), ¥(0)=3'(0)=0 "(0)=3

Aplicando la transformada de Laplace
L{y"+4L{y"}+5L{y'}+ 2L{y}=10L{cos(r)}

Encuentro las transformadas necesarias :

L= ()= 52 (0) = (0) -y (0) = ¥ () -3

L{y"}=52Y(s) - sp(0) — »'(0) = 7Y ()
L{y'}=sY(s) = y(0) = sY(s)
Liy}=Y(s)

L{cos( )}

241
Re emplazando las transformadas :

(s3Y(s) —3)+ 4(s2Y(s))+ 5(s¥(5))+2Y(s) = 102L1
ST+

(s3 +45? +5s+2)}’(s)—3 =

+1
2
(s+1P(s+ 2y () = 2210+
sT+1
Y(s)= 3°410s+3 A4 B C  Ds+E
(s2+1 s+1P(s+2) s+2 s+l (s+1? 5741

—3s? +10s+3=A(s+1)2(s2 +1)+B(s+1)(s2 +1 s+2)+C(s2 +1fs+2)+(Ds+E)s+1)(s+2)

35 +10s+3=(A+B+D)s? +(24+3B+C+4D+E)s’ +(24+3B+2C+5D+4E)s’ +(24+3B+C+2D + 5E)s + (A + 2B+ 2C + 2E)
Tenemos el siguiente sistema de ecuaciones :

A+B+D=0

24A+3B+C+4D+E=0

24+3B+2C+5D+4E =3

24+3B+C+2D+5E=10

A+2B+2C+2E=3

Dedonde A=-1,B=2,C=-2,D=-1,E=2

Y=L 2 2 =542
s+2 s+l (s-rl)2 s2+1
_ 1 -1 2 2 —-s+2
n=Ly(s)=1" — +
() O} {s+2 s+l (s+1)7 s2+1}

Y(t)=—e 2 +2e7 =2t —cos(t) + 2sen(t)

-20 -
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Encuentre la solucidn de la siguiente ecuacién diferencial:

—4t+87 0<t<2rx
, »(0)=2,5(0)=0

2
o dy+4y=h(t), dondeh(t)z{ 0 "
st >2m

dt?

Aplicando la transforma da de Laplace

Ly} +4Livi=L{n(0)}

Encuentro las transforma das necesarias :

L{y"}z s?Y (5)—sy(0)— y'(0) = s°Y (s) - 2s

L{y}=Y(s)

L)} = Lo (6) = pta () )= 4+ 87 )} = L{(tg ()= 41 + 87 )} 4+ 41412y, (0 )i = 270)}

L) =5+ s e

Re emplazando :

s2Y(s) =25 +4Y(s) = _—24 + 37 4o iz
S S

s
3
(s2 + 4)Y(s) = W—i— e " iz
s

s
253 +8ms—4

, 4
Y(s)= +e "
(s) szis2+4i szis2+4i

Encuentro fracciones parciales :
W25 48z -4 A4 B Cs+D
szis2+4i s st st +4

25+ 875 — 4 = As(s? +4)+ B(s? +4)+ (Cs + D)5
257 + 875 —4=(4+C)s’ +(B+D)s*> +(44)s +(4B)
A+C=2
B+D=0
44=8x
4B=-4
Re solviendo el sistema tenemos que : A=2n,B=-1,C=2-2x,D =1
. 4 =£+£+ Cs+D

Szisz+4i s st st+4
4= As(s2 + 4)+ B(s2 + 4)+ (Cs + D)s2
4=(4+C)s*+(B+D)s* +(44)s +(4B)
A+C=0
B+D=0
44=0
4B=4

Re solviendo el sistema tenemos que : A=0,B=1,C=0,D =-1
y(s)=2—”—i+—(2‘2”)”1+e-2”s(L_ ! j
s

52 st +4 s st+4

y(t)=2m—t+(2- 27 )cos(2t) + %(Zth ﬂzﬂ(f){(t _ 27[)_@}

221 -
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e Determinar la solucion del siguiente problema de valor inicial:

r0 0=

vt vt = fle) +80t—2rk; w0l =0 A Y0l =1 AfE) =31, m=
L0t

Moon

t=m
t= 2w

i1 1

T

. o I3 . . . .

Primero se expresa f'i¢! en términos de funciones escalones de la siguiente manera:
g 3 n - -

futl =uig —ml — u(t — 2m)

Se reemplaza f(t! en la ecuacién diferencial y se procede a resolverla usando transformadas de Laplace:

y'()+y(t) =ult —m) —u(t—2m) +&(t — 2m)
LIv" ()] + Llv(t)] = £lult — )] — Llu(t —2m)] + L[6(t — 27)]

) —In%
[S2Y(S) —Sy(0) — ¥y (O] + [¥(5)] = ES _£ — e
E.—.‘TS E,—E.‘rS
[S°V(5) — 1]+ [¥(5)] = ——— o275
E.—.'TS E,—E.TS

4 = — 1 p-ins
(st +DY(s) =TT — 4o 1
Despejando Y(S):

—s E,—E.'TS E,—E.TS 1

Y(s)= _ + —

S(S2+1) S(52+1) (S2+1) (S2+1)

Encontrando la soluciéon mediante transformada inversa de Laplace:

y(t) =L {m] — Lt [ml +

eE | el )

-1 J_
i) il = Sen(t)
i) L1 [:'5: : ]=5€n t—2m)ult —27)

ek L1 Lﬁ] = J Senlu)du = —[cos (u)]; =1 —cos (1)

—nT
= o n )

5(52+1)

iii) Entonces £ 1 [ :| = [1 —cos(t — 2m)Jult — 2m)

iv) L1 [5:5_:"_1 ] =[1 - coslt — m)]u(t —m)

y(t)=[1— cos(t — m)]ult— m)
—[1—cos(t—2m) u(t— 2n) — Sen(t — 2mult— 2m7) — Sen(t)

-2
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Encuentre la solucion de la siguiente ecuacion integro - diferencial:

o |[yeye-wdu=2y0 +%— )
0

Aplicando la transforma da de Laplace

3

L{jy(u)y(z - u)du} =2L{y(1)}+ L{% } - L{5(e)}
Encouentro las transforma das necesarias :
L{fy(u)y(t - u)du} = L{y0)* y(0)j=1Y*(s)
L{yom}= Y (s)

:
o] e

L{s(t)}=1

Re emplazando :

Yz(s):2Y(s)+i4—1
S

Yz(s)—2Y(s)+(S4 4_1}:0
S

4
2+ 4_4(‘9 :lj 24 ,4S4—4s4+4
S - 4
_ S

2 2

Ya(s)=
Yl(s):1+i2—>yl(t)=5(t)+t
PERNRA LT At P

Yy(s)=1- 5 5y, () = 5() 1
S =00t

-23-

Roberto Cabrera V.



Ecuaciones Diferenciales — Il Parcial

Encuentre la solucion de la siguiente ecuacion diferencial de coeficientes variables:
o t"+(1-2t)y'2y=0, »(0)=1,1'(0)=2|
Aplicando la transforma da de Laplace

Liy"}+ L{l-20)y'}-2L{y}=0

Encuentro las transforma das necesarias :

Lo == == [ () -0 - Y O] -5 () - 257 (5) 1

L{0-20}= L= 22} = (67 (6) - )+ 2L 57 () - ()
L{(1-2t)y't = (sY () = 1)+ 2(Y (s) + sY'(5)) = 257" (s) + (s + 2)V (5) — 1
L{y}=Y(s)
Re emplazando
(- 527'(s) = 257 (5) + 1)+ (257" (5) + (s + 2)Y (5) = 1) 2¥ () = O
— s’ +25)Y'(s)+(—2s+s+2—2)Y(s)=O
—S(S - Z)Y'(S) —-sY(s)=0
- s(s - 2)Y'(s) =sY(s)
Y'(s) s
Y(s) B —s(s—2)
J- Y'(s) _ _J' ds
Y(s) Y (s-2)
In(¥(s))=~In(s - 2)+ In(K)

Y(s)= SN y(t) = Ke*'
s—2 —

y(0)=Ke?V =15 K =1

t

y(t) = e’

-24 -
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Encuentre la solucion de la siguiente ecuacion diferencial de coeficientes variables:

o y'—(t+2)y+3y=r-1
Aplicando la transforma da de Laplace
Liy"}=L{e+2)y'}+3L{y}= Lt} - L{1}
Encuentro las transforma das necesarias :

Lo == 4 )= =L [ () =)=y O] 57 '(5) - 257 ()

L+ 2} = Ly} 2L = =SBV ()= 5O+ 2067 ()= 3(0)
L{{t+2)y'}=2(sY (s) =k, )= (Y (5) + sY'(5)) = —=sY"(s) + (25 = 1)V (5) — 2k,
Livi=Y(s)

1 1 1-
[T BRI

Re emplazando :

(£ 527 (5) = 257 (5) 4 oy )= (= 57 (5) + (25~ )Y (s) — 24, )+ 3¥ (s) = -3
S

1-s

2
N

(5?4 s)(s)+ (25— 25+ 143 (s)+ (K, + 2k, )=

—s(s=1)Y'(s)=4(s = 1)V (s) = ﬂ

s
1+s+3ks

s(s 1)

2 3
u(s)z ekdé _ e21n(s) _ (s)2

u(s)Y(s) = j u(s)[_ltzs—jk)lsz]ds
FY(s)= j(”s—fg”]ds =j(s +3h— jds

szY(s) = n(s)+ 3k, ln(s - 1)+ ky = ln(s(s - 1)3k' )+ k,

1Pk
Y(s) = ﬂs(ss—l))ﬂs‘— () =LY (s)}

N Ky B B
) Infs(s —1)™ -1 3k, ) 1 -1
L S2 =L 1H(S(S—1) )— =L {F(S)G(S)}:f(t)*g(t)

_ g 3k1 o i B ] Bl +1)s -1
LS A N e
tf(t)_{ 1{(3"1 H Bl +1)> f() = M

) s

Y'(s)+— Y( s) =

2= L‘l{ i=

l u
y(t)zj%lte—ﬂ)*t+k2t—> y(z)zjiy‘le—”)(z—u)fzu kot
u
0

-25-
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Método de eliminacion

1) Usando el método de eliminacion, resuelva el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales:

2x+y'—x—y=e" (1)
X'+y'+2x +y =e' (2)

Restando: (1)-(2);

Se obtiene:
x'-3x-2y=e’ —¢€'

Despejando y:
4 2 2 2
Reemplazando yen (1):

(X 3x e e ) x' 3x e' e L
2XH = ——+——— | = x| =——+———|=e
2 2 2 2 2 2 2 2

,x"3x et e x'" 3x e et
= 2X4+———4+—+——-X—"—+———+—=¢
2 2 2 2 2 2 2 2
= 24220 = x4x=0
2 2

= six=e"

= e"[r’+1]=0
= r’+1=0

= 1,=7%

= x=C,cost+C,sent

x' 3x e' e
= y=o— =

2 2 2 2
x'=—-C,sent +C, cost

t —t
=y =—&sent+&cost—§(c1 cost+C2sent)+e——e—
2 2 2 2

t -t
y=[—&—&jsent+[&—£jcost+e——e—
2 2 2 2 2 2

Ky K,
et eft t -t
= =ksent+k,cost+———; Pero
y=K; 2
2 2

=senht

Soluciodn:

{x =C, cost+C,sent

y =k;sent +k, cost +senht
- 26 -
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2) Utilice el método de eliminacion para encontrar la solucion general del sistema lineal
dado, donde x’, y’, z" denotan diferenciacion con respecto a t.

£=2x—3y @
dt

dy

“oy=2

dt yoex @

De la primera ecuacion despejamos y;

1 1 dx

o p=t(2x)—
y=402%) =4

~ =, X
Y=3%73;

Reemplazando y en la segunda ecuacion:

d ve
b _2 . X
e 3 3
2, x7 2 x’
= - xX-—=—x-—-2x
3 3 3 3

Multiplicando la ecuacion por 3;

=2x-x"=2x-x"—-6x
=>x"-3x—4x=0

Obtenemos una ecuacion diferencial de coeficientes constantes:
Resolviendo la ecuacion 3 con x=¢";

=>e" r2—3r—4]=0

Ecuacion Caracteristica

=r’—-3r—-4=0
(r—4)(r+1)=0
=>r,=4,r,=-1
=>x,=e",x,=e"'
‘

= x=c,e’ +c,e”’;

Ahora encontremos y:

3 3
x=Ce" +C,e”
x'=4Ce" - C,e™

-7 -
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= Reemplazando x, y X’ en y:

=y :g[Cle‘” +C2e_’]—%[4Cle4’ —Cze_t]

y= —%Cle‘” +C,e”!

* Encuentre la solucion particular del problema anterior dado:
x (0)=8,y (0)=3
Del ejercicio anterior:

x=Ce" +C,e™

y= —%Cle‘” +C,e”’

Como x (0)=8, entonces:
8= C,+C; @

Como y (0)=3, entonces:

3:—§C1+C2 @

Con @ y @ se obtiene un sistema de 2 ecuaciones con dos incognitas; resolviendo el
sistema se obtiene:

C2:5, C1:3
= La solucién particular es: x=3e" +5¢”"
y=-2e" +5e”
208 -

Roberto Cabrera V.



Ecuaciones Diferenciales — Il Parcial

Método de los operadores diferenciales

1) Usando el método de las operaciones diferenciales resuelva el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales:

(D* —4D +4)x, +(D* +2D)x, =t
(D? —2D)x, +(D* +4D +4)x, =e'

(D-2)*x, +D(D+2)x, =t
D(D-2)x, +(D+2)*x, =e'
Encontrando x,(t)usando la regla de Kramer se obtiene que:

t D(D+2)
e (D+2)
(D-2)> D(D+2)
D(D-2) (D+2)
()= (D+2)1+2t—e') _2-e'+2+4t-2e' _4+4t-3e'
" (D? -4)(D?*-4-D?) —4(D*-4) —4(D*-4)
(=23

—4(D*-4)
—4(D* - 4)x,(t) =4 +4t-3e’;

~ (D +2)2t—D(D +2)e" B (D+2)[(D +2)t—De']
" (D-2)*(D+2)>-D(D+2)D(D-2) (D+2)(D-2)|(D+2)(D-2)-D?]

X, (t) =

(D* —4)x1(t)=—1—t+2et;

x,"(t)—4x, (t) = —1—t+%et,‘
Encontrando la solucién hom ogénea:
x,"(t)-4x,(t)=0;

x,(t)=e";

e”[r2 —4]: 0;

r’—4=0; I, =12;

X, (1) =Ce* +C,e™;

Encontrando la solucién particular x ;:
X, =a+bt+ce’;

X', =b+ce’;

Xpl

=ce;
" 3 t M
Reemplazando en x," (1) —4x,(t) =-1—-t + 1 e', seobtiene :

ce' —4(a+bt+ce*):—1—t+§e‘;

—4a—4bt—3ce' :—1—t+2e‘;

-29.
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Ahora se procede a encontrar la solucion x,(t), usando la regla de Kramer :
(D-2)* t

%, (1) = D(D-2) e :(D—Z)Ze*—D(D—Z)t:(D—z)[(D—Z)e*—Dt]:(D—Z)(e*—zef_1)

(D-2)> D(D+2) -4(D* - 4) —-4(D? -4) - 4(D* - 4)
D(D-2) (D+2)
t)_(D—z)(—e*—1)_—e*+2et+2_ el +2
="y prog T —apio4) —4p’-a)

—4(D* - 4)x,(t)=e" +2;

r,=1%2;
2t -2t ,
X, (t)=Cie” +Ce™™;
Encontrando la solucion particular :

_ t,
Xy =a+be’;

X', =be';
X'y, =be’;
et 1
Reemplazando x,, en x,'"'(t)—4x,(t) :—7 —5:
t
bet—4(a+bet):—e——l;
4 2
t
—3bet—4a:—e——i;
4 2
12 8
N
® 8 12’
x,(t)=C,e* +C e‘2t+1+i'
2 1 2 8 12/
La solucién es:
1 1 1
x (t)=C.e* +Ce'+=-+—t——e';
(t)=C, > tat 1
2 2 e'
x,(t)=Ce* +Ce™ +—+—;
(1) =C, 2 T
-30 -
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2.-) Usando el método de los operadores diferenciales resuelva el sistema:

(D-3)(x;)+(D+2)(x,)=4cost (2)

{(D +2)(x;)+(D-1)(x,)=-sent (1)

Multiplico 1 por (D-3) A 2 por (D+2)
(D+2)(D-3)x; + (D-1)(D-3)x, = (D-3)(-sent)

(D+2)(D-3)x, + (D+2)°x, = (D +2)(4cot)

(D? —4D +3)x, —(D? + 4D + 4)x, = — cos t + 3sent + tsent — 8 cos t
(8D -1)x, = 7sent—9cost
~8x, — X, =7sent—9cost

8x, +x, =9cost —7sent;

8x, +x, =0;
t,
X, =e";
x,'=re";
8r+1=0;
r= L
- T
8
1
——t
x,=Ce 8 ;

x, = Acost + Bsent;

X,'=—Asent + Bcost;

8x, +x, =0;

8(— Asent + Bcost)+ A cost + Bsent = 0;

(—8A +B)sent + (8B + A)cost = 9cost — 7sent;
-8A+B=-7;

{SB +A=9;

Resolviendo el sistema:

A=1, B-=1,

La solucion particular es :

X,, = cost +sent;

1
—t
x, =Ce ¥ +cost+sent;

-31 -
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Ahora procedemos a encontrar x, del sistema de ecuaciones:
(D+2)(x;)+(D-1)(x,)=—sent (1)

{(D -3)(x;)+(D+2)(x,)=4cost (2)

X, 42X, +x,'-x, = —sent; (1)

X;'-3x; +X,'+2x, =4 cost (2)

Restando (1) y (2), se obtiene :

5x, —3x, = —sent — 4 cost;

x, =3x, —sent —4 cost;

_L
X, = 3(Ce 8 +cost+sent |—sent—4cost;

1
x, =3Ce 8 _ cost + 2sent;
La solucion del sistema es :
_1
x, =3Ce 8 —cost+2sent;
_1
x, =Ce ® +cost+sent;

-32-
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Método de Laplace

1) Utilice el método de las transformadas de Laplace para resolver el problema de valor
inicial dado. Aqui x’, y’, etc. denotan diferenciacion con respecto a t.
{x’—3x’+2 y=sent; x(0)=0; @

4x—y'-y=cost; y(0)=0; ®
Aplicando transformada de Laplace a las dos ecuaciones:

7 w]-3 v x]42 o [y]=  [sent]

v ax]- o [y]- 7 [y]= 7 [cost]
53(5) = x(0) =3x(5) + 23(5) = 5~z @ (4)(5 = 3)(5) ~83(5) ==
S ~
BOVOVODOZGT 0 a3 - (- e =5
(—4) (s =3)x(s)+2y(s)= =)
=3 gxs) = (s + D) =
sT+1
Sumo @ y @, entonces se obtiene:
B3+ D) =S
s”+1
1 _(s=4)(s+D)
[s 2s+5]y(s) Tl
(s° =35—-4) As+ B Cs+D
= Y(s)=—— 2 ~7 2 2
(s"—2s5+5)(s"+1) s°=2s+5 s +1
s?=3s-4  (A+C)(s")+(B+D-2C)s’+(A-2D +5C)s +(B+5D)

= =
(s =25 +5)(s” +1) (s =25 +5)(s> +1)

A+C=0
B+D-2C=1 Resolviendo el sist '
= A 2Di5C— 3 esolviendo el sistema:
B+5D=-+4
n o1 1 7
10 2 10 10
= S)=—
y(s) s?—-2s+5 s?+1
_33.
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1 11 11 7

—=——5 S+
2 100,10 10
s—1)2+4] s2+1

y(s) = l(

o1 s o Mos 71
2 [(s-1)+4] 10 |[(s-1)*+4| 10 s*+1 10 s*+1

y(s)

2 11 (s-1+1) 11 s 7 1

1
S)=—- - 4+ —- + —-
¥ 4 [s—17+4] 10 [s-1)°+4] 10 s’+1 10 s’ +1

(s)—l. 2 _E. (5—1) _E. 2 +£. 5 +1. 1
y 4 |(s—1)2+4| 10 |(s—1)2+4| 20 |[(s-1)>+4| 10 s*+1 10 s*+1

= Aplicando transformada inversa de Laplace a y(s):
L' [y()]= 0

yy=trr| 2 Mg 6D My 2 +11L4[ ~ }+7L-1[ 1 }
4 (s-1)*+4]] 10 (s-1)*+4]| 20 (s-1)*+4]|] 10 [s*+1] 10 [s*+1

1 ., 11 11 11 7
t)=—e 'sen(2t)——e " cos(2t)- —e sen(2t)+-—cos(t)+—sen(t
y(0) = e 'sen(2t) - e " cos(2t) e 'sen(2t) + - cos(t) + —-sen(t)
y(t) = —%etsen(Zt)—%et cos(2t)+ %cos(t)+ %sen(t)
De la ecuacion 4x-y’-y=cos(t); podemos encontrar x(t):

X(t) = y'+ y-;cos(t)

y'(t) = —%[e‘t cos(2t)—e ‘sen(2t)] - %[—Ze“sen(Zt) —e " cos(2t)] - %sen(t) + % cos(t)

y _1 e cos(2t) + §e“se1r1(2’c) _u sen(t) + a cos(t)
4 5 8 40 40

yO —ie’tsen(Zt) L cos(2t)+ Ecos.(t) + lsen(t)
4 40 40 40 40

La solucién:

3 11 1 7
t)=——e " cos(2t)+—e 'sen(2t)— —sen(t) + —cosl(t
X(t) =~ et cos(2t) + o e sen(2t) << sen(t) + = cos(t)

3 . 11 11 7
t)=——e 'sen(2t)——e " cos(2t)+ —cos(t)+ —sen(t
(1) =~ —-esen(2t) e " cos(2t) + 1 cos(t)+ - sen(t)
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2) Resolver | con las condiciones X(0)=0, X’(0)=0, Y(0)=0, Y’(0)=0.

{x”+y'+3x —15e |

Y'-4X'43Y =15t |

Aplicando la transformada de Laplace a ambas ecuaciones:
£[X'+y'—x]=£ [15e‘t]
£[y"—4x‘—y] = £[15t]

[X(5) - 5x(0) X @)+ [5¥(8) - y(O)]-X(6) =
[(¥(5) ~5y(0) -y (O)]-4X(8) - xO)]-Y(8) = 2
[2X(s)]+ [sY(S)]- X(S) = 1T51
(Y@ 4lsx(s))- Y() -
(6~ 1X() +5Y(8) = 2
—4sX(S) + (s> =1)¥(s) 15
Aplicando la regla de Kramer :
15
—_— S
s+1
15 (e 15(~1) 155 15(s-1)s+1) 15 15(-1) 15 15(s*—s)-15
X(S) = s” __s+1 s* _ s+1 s _ _ s
(s2-1) s (s>~ 1f +4s? st+2s"+1 (s> +1f (s?+1f
—4s (s2 -1

15(s> -s)-15  15(s>-s-1) A Bs+C  Ds+E
X(©)= 1o Sl Ot gy A BerC L D

s(s +1Xs +1) s(s +1Xs +1) s (524-1)2 (s +1)
Expresando X(s) como la suma de fracciones parciales se obtiene que los valores de los coeficientes son :
A=-1, B=2, C=-1, D=], E=0
Por lo tanto X(s) lo expresamos como :
X(5)=15 —L+ 2571, S

S (52+1)2 (s +1)

Obteniendo x(t) aplicando transformada de Laplace inversa a X(S) :

—1 2s—-1 S -1 2s—-1 S
x(1)=15£" — 15£"[}+15£" — +15£"{ };
{ s (s +1)2 g2 +1} S (52+1)2 isz+1i

£ _1} =-1;
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) cos(t—u)du = It[sen(t)-l—sen(Zu—t)}du _ {usen(u) COS(Zu—t)}t

(sent*cost) = jotsen(u

0 2 2 4 .
(sent * cost) = {tsen(t) _cos(t) 04 cos(—’c)}t _ tsent
2 4 4 |, 27

s " tsent
X! (52 +1)2 = (sent*cost)= 5
X! (52 11)2 =£ &mim} = (sent *sent) = _Ltsen(u)sen(t— u)du :J-Ot{cos(Zu —2t) _Cos(t)}du;
;{1_ 1 ] _{sen(Zu—t) B ucos’c}t _sen(t) tcost sen(-t) sent—tcost

| (s2+1) | 4 2 |, 4 2 4 2
x,_ 1 ] _sent—tcost

(s2+1) 2

[ 2s-1 | tsent sent—tcost sent tcost
X! =2 - =tsent———+

(s2+1) [ 2 } [ 2 } 2 2

xCl‘)z15£’1[_—1}+15£”{(225—_12}+15£{ s }

S S +1) isz+1i

sent tcos t} +15[cost]

x(t)=-15+ 15[tsent 5 +

x(t) =-15+15tsent —7.5sent + 7.5t cost + 15cos t

Ahora encontremos y(t) usando una ecuacion del sistema:
X'+Y'+3X =15e™

t

y'=15e™ —x"-3x;

x =—-15+15tsent —7.5sent + 7.5t cost + 15 cost;

x'=15tcost + 15sent —7.5cost —7.5tsent + 7.5 cost — 15sent;
x'=15tcost —7.5tsent;

x"'=-15tsent + 15cost — 7.5t cost —7.5sent;

y'= 15e™" + 15tsent —15cost + 7.5t cos t + 7.5sent — 3(— 15 + 15tsent —7.5sent + 7.5t cost + 15 cos t);
y'= 15e~" —30tsent — 15t cost — 60 cost + 30sent;

y= (lee't —30tsent —15tcost — 60 cost + 30sent)

y= —15e™" + 30t cost —30sent — 15tsent — 15cos t — 60sent —30cost + C;
y(0) =0, entonces C = 45;
La solucion es :

x(t) = -15+15tsent —7.5sent + 7.5t cost + 15cos t
y(t) = —15e™" + 30t cos t — 15tsent — 90sent — 45 cos t + 45;
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Método de los valores y vectores propios

1) Resuelva por el método de los valores y vectores propios el siguiente sistema:
X'=—4x+y+z

V'=x+5y—-z
Z'=y-3z
X' -4 1 1 }\x
yvi=l{1l 5 -1|y
z' 0 1 -3z
-4 1 1
4=l 1 5 -1 det(A-AD)=0
0 1 -3
—4-x 1 1
detA-Al)=| 1  5-1 -1 [=(-4-1[G-1)(3-1)+1]-1[(-3-1)-1]=0
1 -3-x

A+4)(A=-5)(A+3)=0

/10:;41 0 X 10z 10
y+z=0 y=-z y|=| -z |=>|-1
1 9 -1|y|=|0 B
X+9y—Z:0 X—IOZ y4 Z 1
01 1)z 0
10
v, =|-1
1
A=5
-9 1 1 0 X z 1
_ =8
10 —1]y|=]0 {_”82‘0 L OO y|=|82|=|81
x—z=0 X=z
0 1 -8z 0 z z 1
1
v, =8
1
A=-3
-1 1 1 0 0 X z 1
18 —1|y|=|0 {_“y”_ S IEY
x—z=0
0 1 0\z 0 z z 1
-37-
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1
v, =0
1
x(t) = c,v,e™ +c,v,e™ +cve™
10 1 1
x(t)e,| —1le™ +c,| 8| +c,| 0 e
1 1 1
2) Resolver el sistema
-3 0 2
X=1 -1 0[X
-2 -1 0
—3-4 0 2
1 -1-12 0 |=0
—2 -1 -2
(SB-DAA+D]+2[-1-2(1+1)]=0
—(A+3)AD)A+D)+2(-3-24)=0
— 2 =42 -31-6-41=0
A +42 +71+6=0
A =2 A, =—1++/2i Ay =-1-+/2i

Se procede a encontrar el vector propio asociado al siguiente valor:
*A =2

-1 0 200 -1 0 210 -1 0 200
1 I 00|~ 0 1 2|0~ 0 1 2/0
-2 -1 2/0 0 -1 -=-2/0 0 0 0[0
y=-2z
x=2z
2
v, =|-2

1

Se procede a encontrar el vector propio asociado al siguiente valor A, =-1- V2i:

2442 0 2 0) (6 0 2(-2-v2D)p) (6 0 2(-2-+2i)[0
1 W21 0 |oj=| 1 Y2 0 Dl=|1 3 0 0l
—2 -1 1+42i)0) (-2 -1 1442 0] |5 _3 1442 |0
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6x = (4 + 22i)z;
3y = (— 1+ x/Ei)z;
z € Re ales.
Entonces:

2 J2i
X=|—+—|z;
3 3

1 /2i
y=|——=+— |z,
3 3

7z € Reales.

Entonces podemos concluir que el vector propio complejo asociado a este valor de
Ay =-1-+/2i es:

<
1l
N < X
1l
|
| =
_+_
=
N
N—
N

Podemos usar un vector propio que tenga la forma de v, si z=3:
x) [ (@++2i)) (2) (V2
v=ly|=|1+42i)|=| 1]+ V2§,
z 3 3 0
v

a b
Entonces procedemos a encontrar la primera solucion l.i. con 4, =-2:

2
x, =e ' =2
1

Ahora procedemos a encontrar la segunda y tercera solucion L.i. con Ay =—1— J2i, tiene la

siguiente forma A = o+ Pi, por lo tanto las otras dos soluciones son:
X, = e“tsen(Bt)(5)+ e Cos(Bt)(l_));
x, =e" Cos(Bt)(a)— e“tsen(Bt)(l_));
2 V2 2 V2

x,=e" cos(—\/ﬁ -1 —e“sen(—\/ﬁ V2 :e‘tcos(\/ﬂ -1 +e“sen(\/§ V2
3 0 3 0
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2 V2 2 V2
X5 = e’tsen(—\/2—t —1|+e! cos(—\/Z—t J2 | = —e’tsen(\/Z—t —1|+e! cos(\/Z—t J2 |;
3 0 3 0

Por lo tanto la solucion general es:

x=C;x; +C,x, +C5x5;

2 2 V2 2 V2
x=Ce?| =2 [+C |e™" COS(\/E -1 +e_tsen(\/ﬁ V2 [+ C, —e"tsen(\/ﬁ -1 |+e™ cos(\/ﬁ V2 [;
1 3 0 3 0
2
_ 40 -
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Avplicaciones de Sistema: Masa - Resorte - Amortiguador

1) Una masa de 1 kilogramo sujeta a un resorte con una constante k = 9 m/seg
se suelta del reposo 1 metro debajo de la posicion de equilibrio del sistema masa-
resorte, y empieza a vibrar. Después de n/2 segundos, la masa es golpeada hacia

arriba por un martillo que ejerce un impulso de 3 newtons.

a) Determine una funcion que defina la posicion ’y’’ de la masa en cualquier instante
‘7t77

b) Halle la posicion de 1a masa en los tiempos t=7 /4 segundos y t=1 segundos.

J s g .
d d
md—g+ Cd_il_'-Ky :f(t)

I
{y

Hy(

P
masa g
1 metro

Como no hay amortiguador C=0;
Ent=1m / 2 segundos hay un impulso hacia arriba de 3 Newtons, por lo tanto hay una perturbacion

T
f (t) = —35(’[ - Ej , el signo negativo se debe a que tomamos el eje de referencia positivo hacia abajo.

La ecuacién diferencial que representa al sistema es:
2

d7y n
+9Ky =-39| t—— |;
dt? Y ( 2)

Para resolver esta ecuacion diferencial aplicamos la transformada de Laplace a ambos lados de la ecuacion:

x{jj . 9y} =X {— 5o ‘%ﬂ;

$2Y(s) ~sy(0) - '(0)+ 9y(s) = -3e 2

La posicion inicial del sistema es y(0)=1 metro, y la velocidad inicial es y’(0)=0:

s2y(s)—s+9y(s)=—-3e 2 ;

(s2 +9)y(s) = s—Se%s;

T
-=s

s—3e’ s 3e 2
- - 7
s°+9  s’+9 s?+9

3e_gs S 3e_gs
H=g'| > - % e ;
y(®) s°+9 s*+9 {52+9} s°+9

n
—s

y(s)=

T T
t)=cos3t—sen3| t—— [ul t—— |;
y(t) = cos3t—sen ( ju( ]
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a)
cos 3t; t< r
2
y(t)= i i
cos 3t — sen?{t - —j t>—
2 2
b)

y(n/4)=cos(3n/4) = —%m,

y(m) = cos(3m) —sen3(n—n /2) =-1—-(-1) =0m
2) Un sistema vibratorio compuesto de un resorte de constante k=4N/m, un

amortiguador de c = 6Ns/m, tiene adherido una bola metalica de 20 Newton de peso.

Determine la forma en que vibra la masa si inicialmente esta en la posicion de equilibrio
y sin velocidad inicial, y si desde el tiempo t = 0 actia una fuerza perturbadora definida
asi:

_ [100t; tel0,2)
- |400-100t; te(2,4]

La ecuacion diferencial que representa al sistema es:

2

y, . dy
+c—+Ky =f{(t
Mgt TRy =10
Asumiendo que la gravedad es 10m /s”:
W 20 _2Kq.
g " 10
d’y

2
dt?

+6—j +4v = f(t);
1t y =£(t)

Antes de resolver la ecuacion diferencial aplicando la transformada de Laplace, se recomienda expresar la
funcion f(t) en términos de de funciones escalones multiplicadas por las funciones que se encuentran en cada
uno de los intervalos mostrados en la regla de correspondencia:

£(t) =100tu(t) — 100tu(t — 2) + (400 — 100t )u(t — 2) — (400 — 100t Ju(t — 4);

£(t) =100tu(t) — 100(t Ju(t — 2) + (400)u(t — 2) — 100tu(t — 2) — (400)u(t — 4) + 100tu(t — 4);

£(t) = 100tu(t) — 200(t)ju(t — 2) + (400)u(t — 2) — (400)u(t — 4) + 100tu(t — 4);

f(t) =100tu(t) — 200(t — 2 + 2)u(t — 2) + (400)u(t — 2) — (400)u(t — 4) + 100(t — 4 + 4)u(t — 4);

£(t) = 100tu(t) — 200(t — 2)u(t — 2) — 400u(t — 2)+(400)u(t—2)—(400)u(t—4)+100(t—4)u(t—4)+400u(t—4);
f(t) =100tu(t) — 200(t — 2)u(t — 2) + 100(t — 4 )u(t — 4);

La ecuacion diferencial queda expresada de la siguiente forma:

=Y, 62—}; + 4y =100tu(t) — 200(t - 2)u(t — 2) + 100(t — 4)u(t — 4);
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Ahora se puede proceder a resolver la ecuacion diferencial mediante la transformada de Laplace:

x{ 4y 6 jy +4 } = Z[100tu(t) — 200(t - 2)u(t — 2) + 100(t — 4 )u(t — 4);

%{F+3j—i]+2y} = Z[50tu(t) - 100(t — 2)u(t—2)+50(t — 4)u(t —4);

La posicioén inicial del sistema es y(0)=0 metro, y la velocidad inicial es y’(0)=0:

50 100 ,. 50 _,.
[s>y(s) - sy(0) - y'(0) + 3sy(s) — 3y(0) + 2y(s) e 2y 20 ot

S
$?y(5) +3sy(5) + 2y(s) = 23— e @e-‘“;
S

S S
y(s)[s? +3s+2 =@_1§ 2 +i_9e_4s;
(s) = 50 B 100 o2 50 e,
Y S2(S2+3S+2) 32(32+3S+2) S2(Sz+3s+2)
o B0 W00 S0
! s*(s+2)s+1) s*(s+2)(s+1) s2(s+2)(s+1)
Yi(s) Ya(s) Vo)

1 50
yi(t) =& [sz(s+2)(s+1)}

Para encontrar y, (t) , se procede a usar el teorema de la integral de la transformada de Laplace:

o 50 B tu
Sl%{m}—f@),entonces%_{ (s+2 s+1:| '([‘!.f 0)dodu

cfiibel <[t st 45
s

Resolviendo el sistema de ecuaciones, se obtiene:
B =501, A =-50;

L 50 7 .05 50 ] oo moa
%{(s+2)(s+l)}_%{(s+1) (s+z)}5°e 0

Entonces:

tu tu
%{ (S+2)s+1} '!'.[f de:J)‘JO‘(Soe_e_50_ze)d9du?
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t t
[-50e 7 +252°] du = [[-50e™* + 2572 ~(~50+25)] du = [[- 50 + 252 + 25 du;
0 0

[-50e " + 252 + 25)du = [50e ™ = 12.5¢ 2" + 25u |, =[50e ™ —12.5¢ > + 25t — (50— 12.5)}

[-50e " +252" + 25]du = 50e ™t ~12.5¢ ' +25t—37.5;

O+ O ey O C—y

Por lo tanto:

20 |_50et_125¢% +25t-375;
s*(s+2)(s+1)

y, (t) =50e ™ —12.5¢ > + 25t —37.5;

1 100 25 | _ 1 50 -2s
YZ(t):xLZ(Hz)(sn)e }2% LZ(S+2)(S+1)€ }

50
=22 —— e [=2(50e ¥ —12.5e 22 1 25(t - 2)—37.5 Ju(t - 2);
y2() Lz(s+2)(s+1) } ( (t-2)-375)u(t-2)
50
=& —— e |=(50e " —12.5e 2% 1 25(t —4)-37.5 ju(t —4);
ys(t) Lz(s+2)(s+1) } ( (t-4)-375)u(t-4)

Ahora y(t) es:

y(t) =y (t) +y,(t) +y5(t);
y(t)=50e ™ —12.5¢  + 25t —37.5+2((50e ) —12.5¢2("2) 4 25(t - 2)-37.5 )u(t - 2))
+((50e "1 12,524 1.25(t — 4) - 37.5 Ju(t - 4));

Se puede representar y(t) en como una funcion con regla de correspondencia:

50e™t —12.5e " +25t-37.5 0<t<2;
y(t)=150e " (1+2¢?)-12.5e 2 (1 +2¢* )+ 75t —212.5 2<t<4;
50e ™t (1+2e% +e*)-12.5e 2 (1 +2e* +e® )+ 100t — 350; t>4;
-44 -
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3) Una masa de 5kg se sujeta a un resorte suspendido del techo y ocasiona que el resorte se
estire 2 metros al llegar al reposo en equilibrio. Se eleva luego la masa 1 metro sobre el punto
de equilibrio y se le aplica una velocidad dirigida hacia arriba de 1/3 m/seg. Determine:

a) La ecuacion del movimiento armonico simple de la masa.

b) La posicion del objeto en t = r segundos

y i § s Y

i)
D

I'['
DALD,

|

l

I

-

.
I
)

i

masa

Se estira

dzy

r’
LaYa h

|

i

2 metros

dt? dt

0

t”” Posicion inicial m-—+ C d_y + K - f

Como no hay amortiguador C=0, ademas no existe fuerza perturbadora que se aplique al sistema por lo tanto
f(t)=0, la posicion inicial de la masa es 1 metro sobre la posicion de equilibrio por lo tanto si tomamos el eje de
referencia positivo hacia arriba la posicion inicial de la masa sera 1 metro. Y la velocidad es 1/3 m/seg.

La ecuacion diferencial que representa al sistema es:

dzy

5
dt?

+ky =0;

Se debe encontrar el valor de k:

Como la masa es 5kg y si se asume la gravedad 10m/ segz, el peso sera de 50 Newton, al sujetar el resorte la

masa se estira 2 metros, lo que me indica de manera implicita la constante del resorte que se la puede calcular

mediante:

F = kAl , donde F es el peso del objeto y Al la longitud del estiramiento. Despejando k se obtiene k=25N/m.

Para resolver esta ecuacion diferencial aplicamos la transformada de Laplace a ambos lados de la ecuacion:

2
%[5% + 25}/} =X[0];

55°Y(s) - 5sy(0)—5y'(0) +25y(s) = 0;
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La posicion inicial del sistema es y(0)=1 metro, y la velocidad inicial es y’(0)=1/3:
Reemplazando las condiciones se obtiene:

5s%y(s) —5s —%-ﬁ- 25y(s)=0;

(5% +25)y(s) = 55 +§

S 1
YO = 5] 3 +5)
w-slgesgial<lozal <l
(sz+5) 3(sz+5) s>+5 3ls*+5

y(t) = cos5t + %senS(t)

b)

La posicion del objeto en TT / 4 segundos es:

y(zj = Cos 5(2) L senS(Ej
4 4) 15 4

(Ejz_ﬁ_iﬂz_ﬂ(“ij: ﬁ(mj__@

Y4 2 152 2 "2 \15 15

2
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Aplicaciones de Circuitos Eléctricos

1) Un circuito LRC con R=12 ohmios, L=1, C=0.01 faradios se conecta a una bateria
que transmite un voltaje de 20 voltios. Si el interruptor esta inicialmente apagado y se lo
enciende después de 10 segundos, permaneciendo conectada por un lapso de 20
segundos y luego desconectada definitivamente. Si inicialmente no hay carga en el
condensador y la corriente inicial es cero, determine:

a) La carga acumulada en el condensador en los tiempos t=5s, y t=20s.

b) La intensidad de corriente que atraviesa el circuito en los tiempos t=8s, y t=40s.

»
»

12 ohms

1 &1 L1
—— 0.04F 1H

20 1L

200

v

10 30 t -

LQ”+RQ‘+%Q = &(¢)=20u(t-10)-20u(t-30)

f[LQ"]M[RQ']M%Q] ~ f[e(t)]

s20(s) +1250(s) +100Q(s) = 2O{M}
N

e—lOs e—30s
(s? +125 +100)0(s) = 20{ - }
S S

e—lOs e—30s
0(s)=20 > -—
s(s”+125+100) s(s” +12s+100)
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A Bs+C
—+

- = As? +12A4s +1004+ Bs* + Cs =1
s s +12s+100

/00 s+12
/OO(S +12s+100j

_l s 1/ s+6 _ 6 08| 1/ s+6 _ 6
Q(S)_s{e (A (s+6)* +64 (s+6)2+64j ¢ (A (s +6)° +64 (s+6)2+64ﬂ

o) =7'[0(s)]

1{(1 —e (19 cos 8(t—10) - %e6(t10)sen8(t - 10))U10 (t)}

Q) =<

—~ %(1 —e %7 cos8(t—30) - %e6(t3°)sen8(t —~ 30))U30 (t)

Cuando t=5s

005)=0 Condensador descargado

Cuando t=20s

o) = % — Ve cos8(t—10) - %e-ﬁ“-“’)sensg -10)
0(20) = 1 y e cos80 - ie‘60se1180
5 /3 20

L0110y 2 e (—
0(20) = Ve (-0.110) S5 (-0993)

0(20) = 2.08x107 coulombs
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2) Un circuito LRC con R=150 ohmios, L=1 Henrio, C=0.0002 faradios en t=0 se le
aplica un voltaje que crece linealmente de 0 a 100 voltios, durante 10 segundos, para
luego cesar por tiempo indefinido. Si inicialmente no hay carga en el condensador y la
corriente inicial es cero, determine:

a) La carga en cualquier instante de tiempo

b) La corriente del circuito en t=20s.

R=150r 0(0)=0
L=1H Q'(0)=0
C=2x10"F
A YO
100
0 10 t

LO"+RQ'+1/CQO=V(t)

0"+1500"+ 50000 =10¢( 1, (£) — 11, (¢))

O"+1500'+50000 =10t 44, (¢) =10t 42, (1) + 10022, (£) = 1001, (¢ )
)_

Q"+1500'+ 50000 =10z, (t 10(t—10),u10 (z‘)—lOO,a10 (t)
Encontrando la transformada:

s°0(s)-s0(0)-0'(0)+150s O(s)-150 Q(O)+5000Q(S):£_106;'°S 100e™™
S

N N

10 1, 10 40,100
— —€ ——e -
S2 S2 Ky
(5+50)(s +100)Q(s) = 0 — 1os 10 -0 100
S

(s* +1505+5000)Q(s) =

S

(s) = 10 10277 100e 1%
¢ C s3(s+50)(s+100) s¥(s+50)(s+100) s(s+50)(s+ 100)
A=1/500
10 A B C D B =-3/50000
. = ==+—+ + =
s (s+50)(s+100) s© s s+50 s+100 C=1/12500
D =-1/50000
1A LUCTON A= l.'"lIE"D
i 100 _ 4, 5 ¢ Lasowucro B=_1/25

s(s+50)(s#100) 5 S§+50  S§+100 a
€ =1/50
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1 1 T
Q) = o[- T+ - |
500000 S S§ S4+50 S+100

g 10% [m@ 3 4 1 ]

50000l 52 S S+50 S+100

E,—'iC-S

|:l 2 1 ]
50 Lls 5450 =4+100

1 .
= 100+ — 3 + 4 50t _ o100t
) =500 ! © e
— 5@@@.;;.[1@‘]& —10) — 3 + 475007100 _ o100t ], e
1 - . . .
_ E [l _ EE—.:I_':-L:'—‘IE-_- . E_ic.c.l‘:-_il:.c."]ii..lc_ (I‘:]
Q1)
25000 [100t — 3 + 42750 — o 7100F] + 21
1 _ . . . .
— [lﬂﬂf — 31+ 4e —50t __ E—‘.I.I:-E-:-] _ [1{)0(1‘ _ l'::';l — 3+ 4E_E|:.|~:-_1|:._. _ E—'l':'c"-.:'_'l[:'.']
50000 50000
_;'_G 1 — EE,—EE-{:—‘U:-_'- e E—1|:-|:-|j:—1|:-_'-] ct =10
20000 [100t — 3 + 473" —71%] < 10
Q[r) = 23000 [mm L4750 _ 4, =500r=10) o—100t o E,-1|:-|:-.::—1|:-_'-]
_ﬁ[l _ EE—EE-(:'—‘lE-_'- e E—‘lE-I:—(:-—‘LE-_'-] : r = 10
Q(20segundos)=0
(0= 20
ot
20000 [100 — 2002739 + 100e719%] + = 10
1 - S —1{oor 1007 s—10"
ll(i') = SIDGI:]ID [_ED'DE' =50 EGGE—:E-._.—'II}_ + 100e 100 100e 1000 ¢ 1|:_']

_E[lGGE_EE-I::-_iﬁ:I _ lGGE—'lI:-I:- I::'—'.ll:'_"] ; t= 10

i(20segundos)=0
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Series

De Fourier

Contenido:

+ Definicidon de la serie de Fourier

# Serie de Fourier de una funcién par.

+ Serie de Fourier de una funcién impar.

4 Convergencia de una serie de Fourier.

+ Extensiones pares e impares periédicas de una serie de
Fourier
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Serie de Fourier de una funcion f(x)

Definicion: Sea f una funcidén continua por segmentos en el intervalo de [—p,p] la serie de
Fourier de f es la serie trigonométrica:

a, <\ nuzx nuzx
f(x)= EY + Z{an cos(TJ + bnsen(TH

n=1
Donde:
1%
a, =— | f(x)dx
j
-p
1%
a, =— | f(x) cos(Ede
b p
-p
1 f
b,=—|f (x)sen(Ede
D p

-P

VvneN, n-=1,2,3,...,n.

Series de Fourier cuando f(x) es par
Si la funcion f(x) es una funcion par se dice que:

a, =2 [ fix)ax
p 0

a, = E‘[f(x)cos(ﬂjdx
p) p

b, =0;

n

vneN, n-=1,2,3,....,n.

f(x)= % + i{an cos(%ﬂ

n=1

Series de Fourier cuando f(x) es impar
Si la funcidn f(x) es una funcion impar se dice que:
a,=0
a, =0

b, = EJ.f(x)sen[ﬂ)dx;
P p

vneN, n-=12,3,...,n.

f(x)= i [bnsen(%ﬂ
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1, -1<x<0 )
1) Exprese la funcion f definida por f(x) = como un desarrollo en series de
X, 0<x<l1
Fourier.
fi(x) = %o Z [an cos[ﬂj + bnser{ﬂﬂ
2 n=1 p p
p=1

P
a, = ljf(X)dX -1 : 1
p

-P

1

a, = J‘f(x)dx = j‘dx+j‘xdx: [X]: +%[X2E;

-1

= a—3
’ 0 A
2

N | =
N | W

a, =1+

P

a =1 I f(x) cos(@jdx
pJ p

1 0 1

a = J-f (x) cos(nnx)dx = J.cos(nnx)dx + J. X cos(nnx)dx
-1 -1 0

u=x = du=dx,

dv=cos(nnx)dx = v= sen(nnx)

nn
_ 0 11

2, = sen(mcx)} . {x sen(nnx)} ~ J‘ sen(nmx) .
. |, nm |, nn
r 1 1

a = 0- sen(—nn)} . [sen(nn) —O} . [cos(znr;x)}
i nn nn o n’n® |
[ sen(nm) sen(nm) cos(nm) 1

a, = } + [ } + l: 2 2 2 2
| nn nm n’n®  n’n

sen(nt)=0, VneN, n=1.23,..n.
cos(nn) =(-1)", VvneN, n=1,23,...,n.
D" 1 1 n
a = - = -1)"-1
: { Sl -]

n’n®>  n’r’
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p
b, = 1 jf (x)sen[ﬂjdx
p % p

b, = jf (x)sen(mrx)dx = jsen(mrx)dx + ‘[xsen(nnx)dx

-1 0
u=x = du=dx,

dv=sen(nnx)dx = v= _ cos(nmx)
nmw

r 0 1 1

b =— M} B [X cos(nnx)} N J‘ cos(nzx) .
nmw -1 nmn 0 0 nmw

| 1 _cos(-nm) | _[ cos(nr) sen(nmx) |
= a -0+ 2_2

RV nmn nmn n-r o
b, = — 1 cos(nn)} ~ [cos(nn)} N {senz(nzn) B 0}

_ﬂTE nrw nmw nrw

sen(nt)=0, VneN, n=1,23,..,n.
cos(nn) =(-1)", VneN, n=1,23....,n.

bl
nn
f(x)= % + “Z; [# [(—1)n - 1]c0s(mcx)— n_ln sen(nnx)}

Convergencia de una Serie de Fourier

Teorema: Si f(x) y f'(x) son funciones continuas por segmentos en el intervalo (— p,p),
entonces la serie de Fourier de f(x) en dicho intervalo converge hacia f(a) en un punto de
continuidad, mientras que en un punto de discontinuidad a converge a:
f(a’)+f(a"

%, donde :

f(a") =Limf(x) TN A A

X—a~ [ SR SR A S

f(a") = Limf(x)

Ejemplo: L O T O P P R A R e
x+1, 0<x<mw Ty 2 B
f(x)= RV«
x—-1, -m<x<0 s

En la grafica se observa que en x=0 hay un punto de discontinuidad por lo tanto el valor a que converge la serie
de Fourier en x=0 es:

fa)+fa) -1+1
2 2
f(a )= Limf(x)=-1

X—a

f(a*)=Limf(x)=1

=0, donde:
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Extension periodica de la funcion f(x)

Sea f(x) una funcion continua por segmentos en (-p,p). Entonces la Serie de Fourier de f es:

fi(x) = % + i [an cos(n;;x] + b"sen(nzxﬂ

n=1
[TA 1)

Donde se define la frecuencia angular de las funciones coseno y seno como “w”, entonces:

w =ﬂ, donde w =2xf,
p

= 2xf = n_n, despejando  f:
p

_m_n , encontrando 1_ T, = 2p
2np 2p f n
Entonces nT, =2p=T.

Por lo tanto la funcioén f puede extenderse a una funcion periddica con periodo = 2p, de
manera talque

Flx)= Z”: [an cos("ﬂx] . bnsen(m)] ,y donde f(x+2p)=f(x), xeR.
2 P P

n=1

, Sies

Donde la serie converge a f(x) si es que f es continua en x y converge a %

que f es discontinua en x.
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2) Encuentre los coeficientes de la serie de Fourier: a) sélo en términos de senos de la
funcion f(x), b) luego sélo en términos de cosenos.

1-x, 0<x<l1
f(x)=
0, I1<x<2

Ca

a) En términos de senos.

Antes de comenzar el desarrollo de este problema se recomienda graficar la funcion f(x)
Como se observa en la grafica esta no es funcion impar ni par, por lo tanto para obtener el
desarrollo en series de Fourier s6lo en términos de senos de esta funcion se debe proceder a
hacer una extension periddica impar de f(x).

£ — f(x), 0<x<p
)= -f(-x), -p<x<0

, donde T =2p

Como se observa en la grafica ahora el periodo de la funcion es T=2p, donde p = 2, por lo
tanto el periodo T es 4.

Ahora si la funcidn f(x) es una funcidon impar se cumple las siguientes condiciones:

a,=0
a, =0

p
b, = 2J‘f(x)sen(nﬂx)dx;
P p
VvneN, n=1,2,3,..,n.

f(x) = i[bnsen(?ﬂ

Encontrando los coeficientes:
- 56 -
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2
0
2 "4 '
=b, =—— (1—x)cos(ﬁj - sen(E ;
nmn 2 ), T 2 )],

nm n’n 2
2 4 nmn

=b, =—-———sen —
nc nmw 2

Como es impar ,entonces: a =0, y a,=

- Sl S oml )
-3 re{3 JlF)
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b) En términos de cosenos:
Igualmente que en el caso anterior para obtener la serie de Fourier s6lo en terminos de

cosenos de f(x), la funcion debe ser una funcion par, si no lo es se debe hacer una extension
periodica de forma par. Es decir:

, donde T=2p

fx) = {f(x), 0<x<p

f(-x), -p<x<0

Como se observa en la grafica ahora el periodo de
tanto el periodo T es 4.

Ahora si la funcion f(x) es una funcion impar se cumple las siguientes condiciones:
p
2
a, == [ f1x)ax
p 0

p
a, = ij(x)cos[mjdx
P p
b, =0;
vneN, n-=12,3,....,n.

a, ¥\ nmx
fix)= > + Z{an cos[pﬂ

n=1

Encontrando los coeficientes a,,a,:

p
a, :%J‘f(x)dx
Py

2 1

a, = J-f(x)dx =a, = I(l —x)dx + j-O.dx

1 2 1 1 1
a, :J-(l—x)dx:{x—g } :{1_5_04_0}:5
0 0

1
aOZE
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a, =§J‘f(x)cos(nrgjdx
a, —jf(x)cos( > jdx I(l x)cos( jdx+J‘0 cos( 7;dex
a, = J-(l x)cos( 5 jdx

0
u=1-x, = du=-dx;

4 [ (nnﬂ
=a,=——|1-cos| —
nm 2

Como ahora f(x) es una funcion par, entonces b, =0

La serie de fourier de f(x) en términos de cosenos es :

f(x)= %0 + Zan cos[np%xj

n=1
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EJERCICIO DE LA ECUACION DEL CALOR DE UNA VARILLA

Una varilla de longitud L coincide con el eje X en el intervalo [0, L], tal que la
temperatura en los extremos de la varilla se mantiene a 0°C en cualquier instante y la
temperatura inicial de toda la varilla esta dada por f(x) = x(L — x). Determina la
temperatura u(x, t), de la varilla, conociendo que el modelo matematico de este
problema viene dado por:

Ou_ du L A t>0
— == < x= >
FPRFY ~ :
u(0,t) = u(L,t) = 0, t=0
u(x,0)=x(L—x) Zx =L

Para resolver esta ecuacion en derivadas parciales se procede a usar el método de separacion
de variables, se asume la solucion de la siguiente manera:

ulx,t) =X(x)T(t)

Se obtiene las correspondientes derivadas de la ecuacion, usando la solucion que se asume.
du

Pt X(x)T' (8
aE.u
o = X" (T

Reemplazando en la ecuacion en derivadas parciales se obtiene:
EX"(x)T(t) = X(x)T'(t)
Separando a un lado de la ecuacion todo lo que depende de la variable “x”, y al otro lado lo

de ‘Gy9’.

X'(x) TU(E)

X(x) kT(t)

Se obtiene dos ecuaciones diferenciales:
X"(x) .

X(x)

X'(x) = AX(x)

X'x)—AX(x) =0

La solucién para esta ecuacion se asume como X(x) = e™:

Se obtiene: > — 4 =0

Como el valor de 4 es una constante, entonces se analiza de la siguiente forma:
Para d > 0

r? = A, por lo tanto las raices son: r,, = +/A

Por lo tanto, para este caso la solucion es: X(x) = Ae*** + Be ¥4
Luego se obtiene los valores de A y B, usando los valores de frontera 1¢(0,t) = u(L,#) = 0:
u(0,t) =0, entonces X(0)=0
u(L,t) =0, entonces X(L)=0
X()=4A+EB=10
X(L)=Ae"* + e =0
Se forma un sistema homogéneo de ecuaciones donde A=B=0, por lo tanto, la solucion queda
la trivial:
X(x)=0, entonces u(xt)=0T(t)=10
Para A= 0
r* = 0, por lo tanto las raices son: r,, =0
Por lo tanto, para este caso la solucidén es: X(x) = A + Ex
Luego se obtiene los valores de A y B, usando los valores de frontera 1¢(0,t) = u(L,#) = 0:
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u 'D,i‘fll =10, entonces X E'i =0
u(L,t) =0, entonces X(L)=0
X(0)=4=10
X(L)=A+BL=0
Se forma un sistema homogéneo de ecuaciones donde A=B=0, por lo tanto, la solucidon queda
la trivial:
X(x)= 0, entonces u(xt)=0T(t)=0
Para A <= 0, para indicar que A es un valor negativo se pondra el singo menos dentro del
radical.
r? = 4, por lo tanto las raices son: r,, = +—4i
Por lo tanto, para este caso la solucion es: X(x) = Acos{y—A)x+ Bsen(y—1)x
Luego se obtiene los valores de A y B, usando los valores de frontera w(0,¢) = u{L,£) = 0:
u(0,t) =0, entonces X(0)=0
u(L,t) =0, entonces X(L)=0
X(0)=A4=0
X (L) = Acos(N—A)L + Bsen(v—A)L = 0
Se forma un sistema homogéneo de ecuaciones donde A =0, pero queda Bsen(y/—A)L =0,
donde el valor de B no puede ser cero para que no quede la solucion trivial por lo tanto lo que
si puede suceder es que sen(y/—A)L =0
Donde (v —4)L =nm, ¥nz=1, luego sedespeja (vV—24):
— W T
(V=4) = - oque es lo mismo A= —(
Ahora X(x) es:

X(x) = Bsen [?] x, WYnzl

ij:J Tn=1

Luego se obtiene la solucion para la segunda ecuacion diferencial que esta en funcion de t:
T'(¢)

= A, se puede expresar como: T'(t)= AkT(t]

kT(t)
T'(t)— AKT(t) =0
Seasume T(t) =e™, entonces v— ik =20
Ty 2 (AR,
r=Aik = — [—] k, con estola solucién es: T(t) =Ce VT ke

Como u(x,t) = X(x)T(t), entonces:

1T (BT
u(xt) =4, 59%[[T] x] e T/F, wnz1

Expresando en sumatoria:
==

I

ulxt) = Z A, sen [(?) x] E‘LT.-Z Lt

\ E
n=1

Ahora se usa la condicion inicial 1 (x, 0) = x (L —x):

v(L—x)= Z A, sen [[rrl—n\] 1‘]

.

m=1

Donde:
L
" T

A, = %! x(L —x)sen [(T] x] dx

v}
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Se procede a integrar por parteS°

J‘ x(L — x)sen [[ij] 1‘] dx —J (xL —x%)sen [[ﬂf] 1‘] dx
Iff, =xL—x", entonces d’u: =(L—2x)dx

g = sen [[?] 1‘] fdie, entoncesy = —i oS [[?] 1‘]
J‘ (xL— x*)sen [(?] x] dx = — L(%;l:j oS [(?] 1‘] + J %cag [(?] :a_'] dx

; , 1 Lx® —xL* 7 "(L* —2Lx 7
J (xL — x*)sen [(?\] x] dx = M:::-35 [[rrl—T\] 1‘] + J ucag [[mf
Otra vez por partes:

u = (L*— 2Lx), entonces du= —2Ldx

dv = i cos [[E] x] dax, entonces v = L sen [[E] 1-]
nw ~ L/ J [r?,'r]

J‘ (xL — x?)sen [(?ﬂ\] x] dx

nw

J (xL—x~ jﬂf'rr,
0

N 213
J (xL — x%)sen [(T] x] dx = EESE [1 — CGS[nT]]
2| 2L°
A, =E[[nn’)3 [l— cag[n;r]]l
417

() [l — cag[n;r]]
La solucién es:

-

o 2

ulxt) =;%[1 —CGS('HJT:I]SE'R[[;?:] x] o hT) e
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Transformada de Laplace de ciertas funciones

1),

3).

1),

6).

8).

2). £{1"}(s)

£{1}(s) = &
£{i}s) =

&

ﬂl
= il

£{e)(s) = 25,

L{senkt}(s) = —gﬁg ,

L{coskt}(s) = =g

£{senhkt}(s) = zt ,

&

. £{coshkt}(s) = == .

gi—k

£t e} (s) = =2

= Toma) T

s =0,

5

5

;]

.5 = 0,k constante,

s>0, n=12,...

paras > a

= (]

s = |k

> |k

,n=12...

Transformada inversa de Laplace de ciertas funciones

;l-
LY .-{'_1{—_

senhkty £77 {

}:ﬁ'.m' s>=0
b4

H1.

818 =0

sen kit

1
£71 =
{H? + ﬁ""!} k
st 5 >0
1 - senh kt
.-'2 = ,L'E - .!.

r1:|'|‘,_(.r.r

1
L ”{:_1 {{ }n-s—‘l
8 —a
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Problemas propuestos

1.-) Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales alrededor del punto Xo = 0.
Determine si es posible la funcion a la que converge la primera solucion, y luego halle
por cualquier método la segunda solucion linealmente independiente.

a) xy'"-y'+4x’y = 0;

b) 4x’y"'-4xy'+(3 - 4x*)y = 0;
¢) x(x-1)y"+3y' -2y =0;

d) x(x-1)y"-(1-3x)y'+y =0;
e) x(x—-1)y"-3y+2y =0;

) x*y"—x(4 - x)y'+(6 - 2x)y = 0;
g) xy'+2y-xy =0

h) x*y"+4xy'+(x* +2)y =0

2.-) Halle:

a)

X[10sen2sen5t]; Z[acos?(21)}
z[e + 17} Z[cosh? 4t}
Z|(sent - cost)? | %[t3/2e_3t],'
XZ[3 cosh 5t — 4senhb5t;] X [2e3tsen4t],'
(e ~3)] l(t+2re]

lI)’)ara las siguientes funciones encuentre Z[f'(t)]:
t’e " cost;

5t’°senh2t;

2(t—1)* cost;

t’sen2t

-2t 4
e

5sen2t cos 3t;

¢) Para las siguientes funciones encuentre &[f'(t)]:
6 cos3tsen2t;

5sen2tcos2t;

10senh5t cosh 3t;

2e 'sen’(2t);
(3cost —sen2t)?;
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d) Halle:

P j(uz_meu)du},- -

>

(cos? 3u)du}

gt & M" x'j(uzsenhu)du}
A j (Sefl‘“ )du}; ]
¢) Halle:

Z[t(3sen2t —2 cos2t)];
Z[t(cos? )]

LlE(E )] sift)=esent;
Z[t*(senht)]

t 2
X {tj-(serifu jdu} ;
e
0

f) Halle:

—at —bt
e —e
X } ;

[ cosat—cos bt}
i t
P [ senh3t }

Fd

7

4

L t

.J’C[St’1 Ccos 2tsen2t];
_senzt

t2

7

g) Halle:

et cos 3(t— m)u(t— )l %:sert12t 5@)};

Zle*'t.senh (t)u(t-2)} [ (D
F £ =S st-1);
t e u(t - 1)], t-1

e
X[sen (t)u(t—n)]; (34 (t2 —3)8(t)}
Fd

(t> = 3)u(t-5)} | 2 +2t45
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3.-) Grafique las siguientes funciones y halle sus transformadas de Laplace:

t—1, 0<t<5
0; 5<t<10 5; 0<t<3
=115  10<t<15 bt 10;  3<t<6
0; t>15 -20; 6<t<9
5sent; 0<t<m 0; t>9
0; n<t<2mo
8(t) = -5sent; 2u<t<3no
0, t>3no

4.) Encuentre el periodo de las siguientes graficas y halle la transformada de Laplace de
cada una de ellas:

a) _
flt)
VL
/ _ : : : ; : .t
b 260 36 4b Hb Bb Th
b)
f(t)
IV\ /7 \
: : - ; : t>t
N
C)
flt)
IJVW\/\
: : . : : : . : . #
-1 J 1 2 3 4 5 6 T 8
-1
d)
St
N
: : : : . : -t
J T P 3 4
~1
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5.-) Encuentre las transformadas inversas de Laplace de las siguientes funciones:

sz+9.
F(S)=

4 7

»n

1 .
]
2s? -4
FO)=r 1)(s—2)(s - 3)
5s* —15s —11
FO) = i )s 2y
1

Oy

7

T2 4+3s542

-67 -

Roberto Cabrera V.

-2s
FS)=———
(5) s> -2s+5

Fo o StL
©) (52 +2s+ 2)2

F(s) =1n(s+2j;

s+1

F(s) = 1111(5 +2j

S s+1

F(s) = 11n(ﬂ}

s (s?+Db?

s+2
K(s)= s*(s+3)’

= —1 .
(s+2)s—1)"

F(s) =

F(s)

(2 +4)
1 .
(52 + 1)3 '

3s®-3s? —40s+ 36
F(S)= . 5 ;
(5*-4)

-2s

F(s) =

4se

E(S) = ;
() (s —6s+25)

F(S) =arcot(s +1);

s+1 )
F(S) = h{—(s 1y j

E(S) =1n(S2 +9],-

s?+1

3 2

F(S) = ;
(5) s2(s2 —2s+5)
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6.-) Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales utilizando la transformada de
Laplace:

a) y'-7y'+10y =9cost+7sent; y(0)=5, y'(0)=-4

b) y''+5y'=2te'; y(0)=-1, y'(0)=9

c) y''+y =3sen2t—3(sen2t)u(t—2n); y(0)=1, y'(0)=-2
d) y''+4y =4u(t-n)+e*8(t-2n); y(0)=y'(0)=0.

e) ty'"+2ty'+ty=0; y(0)=1, y'(n)=0;

f) y'-ty'ty =1, y(0)=1, y'(0)=2

g) ty'-2y'+ty=2; y(0)=1, y'(0)=0;

h) y'(t)+y(t)- j.y(e)sen(t —-0)do =—sent; y(0)=1
i) yt)+ j-y(e)(t -0)°do=t>+3;

j) y'(t)- 2J.y(9)et’°d9 =t; ¥(0) = 2;

7.-) En los siguientes problemas utilice el método de eliminacion para encontrar la
solucion general del sistema lineal dado, donde x’, y’, z’ denotan diferenciacion con
respecto a t.

) x'=3y, a) {x': 3x—2y+sent;
y'=2x-y; y'=4x—-y—cost;

b X'+y’—X — 5[ e) {X”-FSX — 4_)/ = 0,
X'+y'+y =1; —x+y'"+2y=0;

8.-) En los siguientes problemas utilice el método de los operadores diferenciales para
encontrar la solucion general del sistema lineal dado:

(D? 4D +4)x+(D?> +2D)y = t;
{( —2D+ (D2 +4D +4)y = e';
(D+2)x+(D-1)y = -sent;
{(D 3)x+(D+2)y =4cost;

{(DZ +2K-y=0;

dadad : x(0) =1, x'(0)=2

~x+(D?+2)y =0; y@ =2 20)=x )=y 0)=0

9.-) En los siguientes problemas utilice el método de la transformada de Laplace para
encontrar la solucion general del sistema lineal dado:

t tz'=(t-1)e™";
A S B

t

y'=z'-2y + 2z = sent;
y-z=e;

y 2y =0 y(0) = 5'(0) = 3(0) =0 b){

—-3y'"+3z''=te™" —3cost; y(0)=-1.4'(0) =2
c
ty''—z'=sent; 300)=4.3"(0)=0:
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10.-) En los siguientes problemas utilice el método de los valores y vectores propios
para encontrar la solucion general del sistema lineal dado:

1 -2 2 1
a) X'=|-2 1 2X, X()=0
2 21 2
2x'+3x + S5y = 0;
{2y‘—5x -3y =0;

wv-[® T xw-[Y
OX=l, N @=L

APLICACIONES DE ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN

1) Una masa de 100 gramos esta sujeta a un resorte de acero de longitud natural igual a 50 cm. El
resorte se alarga cuando se le agrega esta masa. Si la masa se pone en movimiento con una
velocidad de 10cm/s, determine el movimiento subsiguiente. (Desprecie la resistencia del aire)

2) Un circuito mecanico vibratorio compuesto de un resorte de constante K=4 N/m. Un
amortiguador de constante e=6 Ns/m, tiene adherido una bola metalica de 20 N de peso.

Determine la forma en que vibra la masa si inicialmente esta en la posicion de equilibrio y sin
velocidad inicial, y si desde el tiempo t=0 acttia sobre una fuerza perturbadora periédica definida
asi:

_ {100’(; tef0,2) O —tt-4)

400-100t te[2,4)

3) Un resorte se estira 50cm con una fuerza de 2 Newton. El resorte en referencia forma parte de un
sistema m-c-k el cual tiene una masa de 1 Kg, y un amortiguador con una constante ¢ = 4N.m/s. Si
la masa es puesta en movimiento desde su posicion de equilibrio y sin velocidad inicial con una
fuerza perturbadora de 20 Newton que acttia los primeros 5 segundos y luego cesa durante 5
segundos, y luego crece linealmente hasta 10 Newton durante 10 segundos, para nuevamente cesar
definitivamente. Determine la forma en que vibra la masa.

a) (Cual es la posicion de la masa a los 2 segundos y a los 8 segundos?

4) Un inductor de 0.5 henrios es conectado en serie con una resistencia de 6 ohmios y un
condensador de 0.02 faradios. Inicialmente el condensador no tiene carga. Si el sistema es
perturbado por una fuerza electromotriz de 12 voltios en el intervalo de tiempo.
2< t < 8 (seg), y luego por un voltaje instantaneo de 24 voltios en el instante t= 15 seg, determine:

a) La carga acumulada en el capacitor en el tiempo t= 6 seg.

b) Laintensidad de corriente que atraviesa el circuito en el tiempo t= 10 seg.
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