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1. (10 PunTtos) Justificando su respuesta, establezca si la proposicion dada es
VERDADERA 0 FALSA.

(a) (5 Puntos) Dada la funcién por tramos f: R — R definida asi:

4—x, x=2
f) = { X, x<2
Entonces:
4
[reax=7
f(x)dx = >
1
Solucidn:

Se aplica la propiedad aditiva de las integrales definidas:

4 2 4 ENE A\
jf(x)dx=jxdx+j(4—x)dx= <7> +<4x—7>
1 1 . 2 1 3 ; 2
—<2—2>+((16—8)—(8—2))—2+2—2
-~ La proposicion es VERDADERA.
Rubrica:
Capacidades Desempefio
deseadas
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe como Indica que Aplicala Aplicala Proporciona
aplicar la la propiedad propiedad una
propiedad proposiciéon | aditiva, pero aditiva, pero demostracion
aditivade la es falsa o no integra sélo integra claray
integral no realiza | correctamente | correctamente concluye que
definida. proceso término uno de los la proposicidn
alguno. alguno. términos. es verdadera.
0 1-2 3-4 5

Elaborado por @gbaqueri Pagina 1 de 12



(b) (5PunTOS) lim

(ex -1 —x) 1
x-0\ sen?(x) / 2

Aplicando el TEOREMA DE SUSTITUCION y el TEOREMA PRINCIPAL:

lim(e*—1-x)=e°-1-0=0
x—-0

J}i_r)no(sen2 (x) = (J}i_r)no(sen(x)))2 =02=0

0
Se observa que existe una indeterminacion del tipo 6 , por lo que se puede aplicar

el TEOREMA DE L'HOPITAL:

[e* —1—x] e*—0-1

e*—1

lim —————— =]
+20 [sen?(0)]’ aY.

x-0 2sen(x)cos(x) = 0% sen(2x)

Se puede aplicar nuevamente el TEOREMA DE L'HOPITAL, ya que al sustituir los limites

del numerador y del denominador son iguales a cero:

e*—0 1

[e* — 1]

lim ————— = i =
* o0 [sen(2x)] £ 20 cos(2x)-2 1-2

Entonces:

Y (ex—l—x>_1
£ sen?(x) /2

-~ La proposicion es VERDADERA.

Rubrica:
Capacidades "
Desempeio
deseadas
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
conoce sobre Indica que | Identifica el tipo | Identifica el tipo | Identifica el tipo
calculo de la de de de
limites, el proposicion | indeterminacidn | indeterminacidn, | indeterminacion
teorema de es falsa o y aplica bien el aplica bien el y calcula
L’Hopital, la no realiza teorema de teorema de correctamente
regla de la proceso L’'Hopital; pero, | L'Hopital, luego, el limite.
cadena;y, alguno. o no sabe la o aplica
derivadas de regla de la propiedades de
funciones cadena, o, limites e
trigonométricas, derivar una identidades, o
linealesy funcion lineal, sigue aplicando
exponenciales. exponencial o el teorema de
trigonométrica. L’Hopital.
0 1-2 3-4 5
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2.

(10 PunToSs) Bosqueje en un plano cartesiano la grafica de la funcion f: R » R
gue es continua en todo su dominio y cumple con las siguientes condiciones:

(i) vE>036>0vVvxedomf
(ii) vE>036>0vxedomf
(i) vE>036>0vxedomf[(|x| <d8) = (If(x)—2|<¥&)]

(iv) v6>036>0Vvxedomf[(|x—2|<6)=>(f(x)+4]|<¥)]
(v) VE>03aN>0vxedomf[(x<-N)= (If(x)—3|<¥é)]
(vi) f'(x)<0,six € (—x,2)U(3,+x).

(vii) f'(x) > 0,six € (2 3).

(viii) f'(2) no existe.

(ix) f/3)=0

(x) f'(x)<0,vxedomf—{2}

(Ix =1 <8) = (If(x)]| <]
(Ix=3| <8 = (If(x)]| <]

[— — p— —

Solucidn:
Interpretando las condiciones dadas, dado que f es continua:

() limf@)=F@) =0
i lm G =F3)=0
iy Jim fG) = f(0) =2
(v) Jim fCG)=f(2)=-4
(v) xlilllmf(x) =3 & y=3esunaasintota horizontal.

(vi) f es estrictamente decreciente en (—o0,2) U (3, +0).
(vii)  f es estrictamente creciente en (2, 3).
(viii)  x = 2 es un punto critico singular.

(ix) x = 3 esun punto critico estacionario.

(x) f es céncava hacia abajo,Vx € dom f — {2}.

Una gréfica que cumple con todas las caracteristicas anotadas para f, es:

(v)

71 (iii)

(x) 1\”

(i), (ix

2

(iv), (viii)
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Rubrica:

Capacidades o
Desempeio
deseadas
El estudiante sabe Inicial En desarrollo | Desarrollado | Excelente
la definicidn Logra Asocia entre | Asocia entre | Utiliza en
formal de limite, el asociar tres y seis de siete y forma
criterio de la solamente las nueve de las | correcta las
primera derivada dos de las condiciones | condiciones diez
para determinar condiciones | dadas para dadas para | condiciones
un punto dadas para | bosquejarla | bosquejarla | dadas para
estacionario o bosquejar la grafica. grafica. bosquejar
singular y los grafica. la grafica de
intervalos de la funcion.
monotonia, y el
criterio de la
segunda derivada
para determinar
los intervalos de
concavidad. 1-2 3-6 7-9 10

3. (10 Puntos) Obtenga las siguientes antiderivadas:

2x3 +x2+2x—-1
-1 dx

(a) (5 PunTtos) f(

Solucidn:

j 2x3+2x+
x*—1

x? -1 D = 2x(x2+1) x:—T 4
x* — 1) *= .[ ((Xz/l"r)(xz -1) * (x% + 1)(&%)) *

Se aplica la TECNICA DE INTEGRACION POR SUSTITUCION:
u=x%2-1 - du=2xdx

Las integrales que se obtienen son inmediatas:

du 1
= j_+j > dx = In|u| + arc tan(x) + C
u x“+1
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41

j 2x3 + x> +2x—-1
x

)dx=ln|x2—1|+arctan(x)+6; CER

Rubrica:
Capacidades Desempefio
deseadas
El estudiante Inicial En desarrollo | Desarrollado Excelente
aplicala No logra Aplica la Aplica Aplica
propiedad de identificar propiedad de linealidad e linealidad e
linealidad, la la técnica | linealidad pero | integra bien integra
técnica de de no integra utilizando un | correctamente
integracion integracion | correctamente | cambio de los dos
por que debe los dos variable, términos del
sustitucidony aplicar. términos del pero no integrando y
la integrando. incluye la considera la
antiderivada constante C. constante C
de funciones enla
racionales. antiderivada.
0 1 2-4 5

Observacion.- Se puede aplicar la TECNICA DE INTEGRACION POR DESCOMPOSICION EN
FRACCCIONES PARCIALES y se obtendra la misma respuesta.

(b) (5 PunTOS)

dx

f

Se aplicara la TECNICA DE INTEGRACION POR PARTES:

u = In(x) dv = —dx
x
1 1
du=;dx U=—§
In(x) 1 1 n(x) 1 1
=T +§f—4d" ~ S *t3("30) €
In(x) In(x) 1
j o dx——3x3 _ﬁ C: CeR
l 1
j n(f) dx———3<ln(x)+—)+6, CER
x 3
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4.

Rubrica:

Capacidades
deseadas

El estudiante
aplica la técnica
de integracion
por partes,
conoce la
derivada de
funciones
logaritmicasy la
antiderivada de
funciones
racionales.

Desempeiio
Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
No logra Aplica bienla | Aplica bienla Obtiene
identificar la técnica de técnica de correctamente
técnica de integracion integracion por la

integracion que

por partes,

partes, deriva

antiderivada

debe aplicar, pero se bien la funcion | de la funciény
tampoco sabe equivoca al logaritmica e considera la
la derivada de derivar la integra bienla | constante C.

una funcidén funcion funcion
logaritmica, ni logaritmica o racional; pero
la antiderivada integrar la se equivoca al
de una funcién funcién simplificar

racional. racional. términos.
0 1-2 3-4 5

(8 PunTOs) Calcule el area de la region R definida asi:

Solucidn:

; X €[1,+0)

Se grafican las curvas solamente en el primer cuadrante, ya que la regidn a integrar
se presenta en el mencionado cuadrante:

y

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1141
-1
El area A de la region puede ser calculada asi:
+o0 b
y j (1 X )d I j(l X )d
= —————|dx = lim ————)dx
x x24+1 b+ x x2+4+1

1

1
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b > +o0

b — +oo

=ln

1

b

b
1 1

lim —dx — = limj

1

lim In

X 2

b — +oo

b -

(7=

lim

1
b — +oo
[t

dx

x2+1

; b _ [ 1 2 b
im_ (nlxDIE =3 | lim (inlx? + 10)17]
1
. _ _ . 2 _
bllrgrlw<ln|b| ln(l)ll) 2|, im_(nlb? + 1] = inj2))]
lim (inlb| - = nlb® + 1] + = (in]2
lim nII—EnI + |+2(Tl| D)
1 1
lim (lnlbl—ln|b2+1|5)+ lim [n(2)2
b— +o b -+

+ lim ln(\/i)

+ oo

+ ln(\/i)

=i lim [11) + In(2)2 = in(1) + in(v2)

A =mn(V2) [u?]

Rubrica:
Capacidades "
Desempeio
deseadas
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
identifica una No logra Graficala Bosqueja bien Bosqueja bien
region en el identificar | regidn, perono | lagraficadela | la graficadela
plano cémo se define bien los region, sabe region, integra
cartesiano en graficala limites para la como integrar | correctamente
forma region o integral todas las todas las
analiticay no sabe definida, o no expresiones expresiones
grafica, con el | plantear el | plantea bien la que se que se
uso de darea como funcién que presentan, presentan,
integrales una debe pero o no evalua bien
definidas, integral | antiderivar, o no | aplica limites cada término,
sabe como se definida. sabe como para la integral aplica limites
calcula el area integrar todas impropia ono | para laintegral
de dicha las expresiones evalua bien impropiay
region, y que se algun término. presenta el
también cémo presentan. resultado
resolver una correcto en
integral unidades
impropia. cuadradas.
0-1 2-3 4-6 7-8
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5.

(4 PunTos) Definiendo una funcion adecuada y usando diferenciales, aproxime el
valor de 1/80.

Solucidn:
Sea la funcion:
f)=VYx=xY*; vx>0

Su derivada es:

1
fx) =g

Sabiendo que f(x + Ax) = f(x,) + f(x,) - Ax, considere entonces:

x, = 81 = 3*
Ax = -1
Xy + Ax = 80

f(80) = f(81—-1) .
fB1-1) =~ f(81) + f'(81) - (—1) ~ 3H)V* - 1(3*)-3/*

FBI-1)~3-2(3 ) ~3— e n 3 n a1
4 4(27) 108 108
Por lo tanto:
/50 ~ 323
108
Rubrica:
Capacidades Desempefio
deseadas
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe como No Plantea la Plantea la Plantea la
aproximar identifica | aproximacion, aproximacion, aproximacion,
valores con el lo que pero comete identifica bien identifica bien
uso de debe algun errorenla | los parametros | los parametros
diferencialesy | realizar. | identificacién de | de la diferencial, dela
conoce como los parametros deriva bien, diferencial,
derivar una de la diferencial pero no deriva bieny
funcién o no deriva bien. simplifica simplifica
potencia. correctamente. | correctamente.
0 1-2 3 4
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(8 PunTOsS) De los siguientes ejercicios, SELECCIONE SOLAMENTE UNO y resuélvalo.

(a) En la fabricacién y venta de x [unidades] de cierto bien, las funciones de
precio unitario p y costo total ¢, ambas en [$], vienen dadas por:

p(x) =6—-0.003x
c(x)=4+2.1x

Determine el nivel de produccion que generara una UTILIDAD TOTAL MAXIMA.
Solucidn:

Dada la fabricacion y venta de x [unidades] del bien, se define asi la funcidn de
utilidad total U:

Ux)=I1Ix)—C(x); Vx=0

Precio : Costo
, g Cantidad
Unitario vendida total

U = px) - ¥ —C@)

U(x) =(6—0.003x)x — (4 + 2.1x)
U(x) = 6x —0.003x% — 4 — 2.1x
U(x) = —0.003x%2 +39x — 4

Se deriva por primera vez la funcién objetivo de utilidad:
U'(x) = —0.006x + 3.9
Se iguala a cero esta primera derivada para determinar el punto critico estacionario:

~0.006x +3.9 =0
0.006x = 3.9
6 39

1000~ ~ 10

JEAIU
_ (39 1909

X

NI

Debe notarse que al tratarse de una funcidén cuadratica no existen puntos criticos
singulares en la grafica de la funcion objetivo. Mientras que el punto critico de
frontera x = 0 no genera utilidades.
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Se deriva por segunda vez y se evalua:

U"(x) =—-0.006
U"(650) <0 = Setratade un valor maximo.

Con la fabricacién y venta de 650 [unidades] del bien, se producird la UTILIDAD
ToTAL MAXIMA.

(b) Un observatorio debe tener la forma de un cilindro recto coronado por un
domo semiesférico. Se conoce que el domo semiesférico costara el doble por
[m?] que las paredes laterales cilindricas que cuestan $ 10 cada [m?].
Determine las DiIMENSIONES MAs EcondmicAas del observatorio, si se quiere que
tenga 4007 [m?] de volumen.

Solucidn:

Para lograr el objetivo planteado, se debe conseguir que el costo de elaboracion
para la superficie total del observatorio sea minimo:

Costo

Costo . .
Parte semiesférica

Parte cilindrica

C(T, h) = $ 1O(APared cill’ndrica) + $ 2O(ADomo semiesférico)

Dadas las longitudes del radio r del cilindro y de su altura h, y tomando en cuenta
gue el radio de la semiesfera es congruente con el radio del cilindro, la funcién
objetivo seria:

C(r,h) = 10(2nrh) + 20(2mr?)
C(r,h) = 20mrh + 40mr?

Ahora se debe plantear la funcidn objetivo en términos de una sola variable, para

la cual se utilizara la expresion del volumen del observatorio y obtener h en funcién
der:

2
V =#nr’h + §7tr3 = 400%

2
_ 400—§r3 400 2

h= r2 rz 3"
Reemplazando:
400 2
C(r) = 20nr (—2 — —r) + 40mr?
8000 7Tr 40 73T
c(r) = = 7% + 40mr?
8000r 80w
C(r) = + r?
T 3
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100 1
Cr) = 80n(—+ o7 )

Se deriva por primera vez la funcién objetivo de costo:

100 2
€'(r) = 80 (-~ +7)
T 3

Se iguala a cero esta primera derivada para determinar el punto critico estacionario:

100 2
—r—2+§r =0
2 100
37T 2
= 150
V150 [m]

Se deriva por segunda vez y se evalua:

200 2)
3

C"() =80m (5 +3
r

>0 = Setratade un valor minimo.

¢"(V150) = 80”(128 3)

El punto critico r = 0 es de frontera y singular al mismo tiempo, pero no contribuye
al analisis.

Con la longitud del radio r = VY150 [m], se determina la longitud de la altura h:

400 2,
h=(31—50)2—§ V150

_ (3)(400) — ()(¥150)(¥150)° 1200 —2(150) 900
3(¥150)° 3(¥150)°  3(¥150)°

_ 300 300 i/F 300 /150
(Vi50) (Viso) Viso 150

h = 23150 [m]
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Los valores determinados para r y h representan las dimensiones mas econdmicas
para el observatorio.

Rubrica:
Capacidades "
Desempeio
deseadas
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
reconoce un | Asigna variables Plantea y Plantea y Plantea y
problema de adecuadas y deriva bien deriva bien la deriva bien la
aplicacion de plantea la la funcién funcion funcion
maximos y funcion objetivo, objetivo, objetivo,
minimos en objetivo, pero pero tiene determina bien determina
donde puede | no logra asociar algun los puntos bien los
aplicar los los datos problema criticos, pero puntos
criterios de proporcionados para presenta algun criticos, y
laprimeray | onosabecémo | determinar inconveniente | concluye bien.
la segunda derivar. los puntos | en la evaluacion
derivada. criticos. del punto
critico
estacionario
para decidir.
0-1 2-4 5-7 8
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