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COMPROMISO DE HONOR QUE DEBE LLENAR PARA QUE SU EXAMEN SEA CALIFICADO

0, ot e e e e al firmar este
compromiso, reconozco que el presente examen esta disefiado para ser resuelto de manera individual, que NO puedo usar calculadora ni equipos
electronicos, que sdlo puedo usar lapiz o esferografico, que sélo puedo comunicarme con la persona responsable de la recepcion de esta evaluacion
y, cualquier instrumento de comunicacion que hubiere traido, debo apagarlo y depositarlo en la parte frontal del aula, junto con algtn otro material
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Firmo al pie del presente compromiso, como constancia de haber leido y aceptar la declaracion anterior.

"Como estudiante de la ESPOL me comprometo a combatir la mediocridad y actuar con honestidad, por eso no copio ni dejo copiar”.

FIRMA: NUMERO DE MATRICULA: PARALELO:

RESOLUCION Y CRITERIOS DE CALIFICACION

Tema 1 (6 Puntos: 1 punto cada literal)
Complete las siguientes frases.

a) Un ejemplo de una serie p divergente que no sea la serie arménica es -

b) El criterio del n-ésimo término para la divergencia establece que: si una serie infinita es convergente

entonces el limite cuando n - oo de su n-ésimo término tiende a cero.

c) Un ejemplo de una serie telescopica cuyo primer término sea igual a 2 es _

d) Un ejemplo de una ecuacién diferencial ordinaria de Bernoulli que no sea lineal es _

e) Dos iséclinas para la ecuacion (sen(x) — y)dx — dy = 0 son: sSen(@) =y =1 y sen(x) =y ==7.

Desarrollo:

P d T ,
La forma estandar es: % = sen(x) — y. Entonces las iséclinas estan dadas por: sen(x) —y = c,c € R.

f) Un ejemplo de una ecuacion diferencial ordinaria equidimensional de orden mayor a 2 es:

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)




Tema 2 (8 Puntos)
Determine si la serie ~1Dn - (Zn ;

si la convergencia es de tlpo absoluta o0 condicional.

es convergente o divergente. En el caso de ser convergente, indique

Desarrollo:

. . - , . .. - - . 400 n (2n+1) +00 2n+1
Analizando la respectiva serie de términos positivos se tiene la serie: };2 |(—1) nmtD| = 2= D

Utilizando el criterio de comparacion del limite para analizar esta serie, tal que comparamos con la serie
;s - 1 . .
armoénica Y%, ! la cual es divergente se tiene:

2n+1

lim n(n+1) lim 2n+1 -2
n—-oo ﬁ - n-oo n+1
Dado que el resultado de limite hallado es positivo y finito, entonces Y.+ zn—“ también es divergente.
Por lo tanto, atin no podemos afirmar que la serie Y2, (—1)" (Z(nig sea convergente o divergente. Para definir

esto, se debe analizar la serie con el criterio de las series alternantes. Sin embargo, en el caso de que la serie
alternante sea convergente, la convergencia seria de tipo condicional pero no absoluta.

. . 2 1
Analizando la serie ;& (—1)™ ( (nili con el criterio de las series alternantes:
2n+
Seaa, = et D) > (0 dado que n € N.
Se verifica si a,, > a, 4, desde algin nimero n = k fijo en adelante:

2n+1 2(n+1)+1

nn+1) - (n+1)(n+2)
2n+1 2n+3

n n+2
@Cn+1)(n+2)>n2n+3)
2n®2 +5n+2>2n%+3n
n>-1
Por lo tanto, a,, > a, Se satisface vn € N.
También se verifica que lim a,, = 0:

n—-oo
2n+1

lim a, = lim
nooc T n—>oon(n+1)

Entonces, la serie alternante es convergente.
Finalmente, se concluye que la serie alternante es condicionalmente convergente.

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)



Tema 3 (10 Puntos)

a) Usando la serie de Taylor centradaen x = 0 de g(x) = e*, obtenga la serie de potencias de f(x) = xe ",
b) Determine para qué valores de x la segunda derivada de la serie de potencias de f(x) del literal anterior
tiende al infinito.
c) Usando los resultados obtenidos en el literal b, determine el valor de suma de la serie numérica
400 n+1 2n(2n+1)
(-t 2D

Desarrollo del literal a:
n
Se conoce que la serie de Taylor centrada en x = 0 de g(x) = e* es: X%, ’;—,

La serie de potencias de f(x) = xe™" esta dada por:

fo=r5inCL L =3

(- 1)nx2n+1

Desarrollo del literal b:
+Oo (~1)nx2n+l
Se halla la segunda derivada de f(x) = Y& ———

n!
! w (DM 0 (—1)"(2n+1)x2"
f (X) = Dx (Z:—l OT) = 22:07
f(x) = (Z+°° M) yre (-D)™(2n+1)(2n)x2"1

n! n!

. . . , —D(2n+1)(2 2n-1
Si en la serie obtenida para f''(x) se reemplaza a x por un nimero real tal que a, = (C1"@n+1)@mx :
n!

entonces para aplicar el criterio del cociente absoluto, a fin de hallar el intervalo de convergencia de la serie,
se halla el siguiente limite:

(~1)" 1 (2(n+1)+1)(2(n+1))x2 M+ -1 (2n+3)(2n+2)x2n+1
; Ant+1| _ 14 (n+1)! Y (n+1)n! 2 (2n+3)(2n+2) | _
M =, 7 = Jim COM DT = lim e | = X im | G an
n! n!

Puesto que el limite es menor que 1, entonces la serie de f'' (x) converge para todos los reales.
Por lo tanto, no existen valores de x para los que la serie de potencias de f''(x) tienda al infinito.

Desarrollo del literal c:

fx) = xe ¥’

() =e™ +xe™ (—2x) = e™* — 2x2e™*

F(x) = e**(=2x) — 4xe ™" — 2x2e™**(—2x) = —6xe™*" + 4x3e~**
Entonces:

n 2n—1
F(x) = —6xe ™ + 4x3e™*" =Y+ (~D)"(2n+1)(2n)x

n!
Evaluando en x = 1 se tiene:
F(1) = —6et + e~ = Yo, CICEHDEY

n=1 ol

26_1 _ —6 +Z+oo (-1)™(2n+1)(2n)

n!

n= 1
6— 2071 = ¥t (—1)”(2:!+1)<2n)
261 — 6= — ¥t (—1)”(2:'+1)<2n)
21— 6 =yt GO En+DEN

n!
+oo (-1 (2n+1)(2n)
Z n!

Por lo tanto, el valor de suma de la serie numérica esigual a: 2e”1 — 6.
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Tema 4 (8 Puntos)

Sea h(x,y) = "3;;—22"3 explique por qué la ecuacion diferencial % = h(x,y) es de tipo homogénea. Luego,
utilizando la técnica de resolucion de las ecuaciones diferenciales homogéneas determine la solucion del
problema: z—z = h(x,y);y(1) = c donde c € [-3,-2].

Desarrollo:
Una forma de probar que Z—z = h(x,y) es una ecuacion homogénea es verificar que h(tx,ty) = h(x,y).

_@03+2(e0)3 334233 o3(xP+2y8) k3423
h(tx’ ty) - (tx) (£y)2 - t3xy2 - t3xy?2 - xy? - h(xr y)

Entonces la ecuacion es homogénea.

Para resolver la ecuacion homogénea se realiza el cambio de variable: v = % , con lo cual:

dy dv
= - —_ = -
- 5 - y =vx Ix v+xdx
Sustituyendo en la ecuacion se tiene:
dy _ x3+2y3
dx  xy?
-2
d
=) +20)
dx éc
1
VX =—+42v
S
Ix = 2 +v
dv _ 1+v3
dx  v2
v? _ ax
1+g3 -
d
[ dv=[=
1+U2 X
1, 3v dx
e =17

§1n|1 +v3| =Inlx|+k, keR
En términos de las variables originales se tiene:
3
11n|1+(2) |= Inlx| +k, k €R
3 X
Sustituyendo la condicién inicial y(1) = ¢ donde ¢ € [-3,-2]:
snlt+c =il +k - inll+c=k
Asi la solucion del problema de valor inicial es:
3
lin |1 + (Z) | = In|x]| +lln|1 + c3| donde ¢ € [-3,-2]
3 X 3

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)



Tema 5 (10 Puntos)

En un juego de tenis, la fuerza ejercida sobre la pelota con las cuerdas de una ragueta causa dos movimientos:

uno de traslacion que desplaza la pelota hacia adelante y otro de rotacion que hace girar la pelota sobre si

misma. Considere que en un juego de tenis la pelota ha sido golpeada de tal forma que la razén a la que cambia

su angulo de rotacién con respecto al tiempo es inversamente proporcional al mismo angulo. Si al momento

del golpe con la raqueta el angulo de rotacion de la pelota es de 0 radianes y 1 segundo después del golpe el

angulo es de 2.5 radianes:

a) ¢Cuantos radianes ha girado la pelota sobre si misma luego de 4 segundos de haber sido golpeada por la
raqueta?

b) Si la pelota rebota en el lado del oponente luego de haber girado 4 radianes desde el momento que es
golpeada por la raqueta, el oponente no devolvera la pelota correctamente. ;A partir del golpe con la
raqueta, en qué tiempo deberia rebotar la pelota para que esta situacion ocurra?

Desarrollo:
Sea ¢ (t): angulo de rotacion de la pelota de tenis a los t
segundos de haber sido impactada [radianes].

El modelo matematico esta dado por el problema de valor inicial:
@ _ L. _
dt—k(p ; 9(0) =0,

tal que k es una constante de proporcionalidad y ademas:

$(1) = 2.5

Resolviendo la ecuacion del problema de valor inicial se tiene:
2
%=k% > pdp=kdt > [¢pdp=[kdt > L =kt+c;ceR.

Sustituyendo ¢(0) = 0 se obtiene: 0 = c¢. Entonces: %2 = kt.

5\2
Sustituyendo ¢ (1) = g se obtiene: % =k - % = k. Entonces, %2 = % .
Asi, p(t) = S\/E [radianes].

Evaluando ¢(t) ent = 4: ¢p(4) = S\/Z =5.

Por lo tanto, a los 4 segundos de que la pelota haya sido golpeada por la raqueta, el angulo de rotacién
de la pelota sera de 5 radianes.

Igualando ¢ (t) a 4 radianes y despejando t: S\/? =4 - 4t =§ - t= %.
Se concluye que la pelota debe rebotar en el lado del oponente a los % segundos de haber sido golpeada
con la raqueta para que el oponente no devuelva la pelota correctamente.

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)



Tema 6 (8 Puntos)

Deduzca la ecuacion auxiliar de la ecuacion diferencial: Ay (x) — 4y'(x) + Cy(x) = 0. Luego, determine la
condicion que deben satisfacer las constantes A y C para que dicha ecuacién auxiliar tenga soluciones
complejas conjugadas. Bajo esta condicion, halle la solucion general de la ecuacion diferencial en términos de
AyC.

Desarrollo:
Para resolver una ecuacion de coeficientes constantes se plantea la solucion de la forma:
y(x) = e™ donde r es una constante fija que se debe determinar.
Derivando la solucidn planteada se obtiene:
y'(x) =re™ - y'"(x) =r%e™

Sustituyendo la solucidn planteada en la ecuacion diferencial:
AY"(X) — 4y (x) + Cy(x) =0 - Ar?e™ —4re™ +Ce™ =0 - e™(Ar? —4r+C) =0

Entonces la ecuacion auxiliar de la ecuacién diferencial es: Ar?2 — 4r + C = 0.

Las soluciones de dicha ecuacion auxiliar estan dadas por:

r= —b+Vb2-4ac 4+/16—4AC
2

, dondea=A4,b=—-4yc=C - r= ”
Asi, la condicién para que la ecuacion auxiliar tenga soluciones complejas conjugadas es:

16 —4AC< 0
Bajo esta condicidn, las soluciones de la ecuacién auxiliar son:
__ 4t/ -(4AC-16) ro= 24 YAC4,
- 24 TAT_ 4
“ N ——
a A

Entonces las soluciones linealmente independientes de la ecuacién diferencial son:
y1 = e%cos(Ax) ; y, = esen(1x)
y, = e(zx/“‘)cos( Aj_4 x) y Y2 = e(zx/A)sen( AZ_4 x)

Finalmente, la solucion general de la ecuacién diferencial estd dada por la combinacion lineal:
y(x) = c1y1(x) + ¢2y2(x); c1,c; ER
y(x) = c;e®*/Dcos (?x) + c,e@* /M sen (%x) ; €1, ER

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)



Tema 1 (para cada literal)

Capacidades a
evaluar

Nivel de aprendizaje

Completar

Inicial

Excelencia

conceptos o

Deja el espacio

vacio o completa de forma

Completa de forma correcta los conceptos o

proporcionar incorrecta. proporciona ejemplos validos, segin corresponda
ejemplos de los (se debe presentar una deduccién o justificacion
capitulos del de la respuesta donde el profesor considere
primer parcial. necesario).
Puntaje 0
Tema 2
Capacidades a Nivel de aprendizaje
evaluar
Determinar si una Inicial En desarrollo Desarrollado Excelencia
serie alternante es | Analiza la serie | Analiza la serie de Analiza la serie de Analiza la serie de
absolutamente de términos términos positivos términos positivos términos positivos
convergente, positivos correspondiente, correspondiente, correspondiente,

condicionalmente

correspondiente,

determina que esta

determina que esta

determina que esta

convergente o pero no serie es divergente y serie es divergente y serie es divergente,
divergente. determina que plantea las utilizando el criterio de | utilizando el criterio
es divergente. condiciones del las series alternantes de las series
criterio de las series determina que la serie | alternantes determina
alternantes, pero no dada es convergente, que la serie dada es
analiza correctamente | pero no concluye que | convergente y
la serie dada con el esta serie es concluye que esta serie
criterio de las series condicionalmente es condicionalmente
alternantes. convergente. convergente.
Puntaje [0,1] (1,4] 4,7 (7,8]
Tema3
Capacidades Nivel de aprendizaje
a evaluar
Determinar Inicial En desarrollo Desarrollado Excelencia
el valor de Determina la Determina la serie | Determina la serie de Determina la serie de
sumade una | serie de de potencias de potencias de f (x) que se | potencias de f(x) que se pide
serie potencias de f(x) que se pide pide en el literal a, halla | en el literal a, halla el conjunto
numerica a f(x) que se enel literala 'y el conjunto de valores de | de valores de x para los que su
partir de una | pide en el halla el conjunto x para los que su segunda derivada tiende al
serie de literal a, pero de valores de x segunda derivada tiende | infinito, obtiene la segunda
potencias. no halla el para los que su al infinito, obtiene la derivada de la funcion xe=*’,
conjunto de segunda derivada | segunda derivada de la determina el valor de x que se
valores de x tiende al infinito, | funcion xe=*", perono | debe evaluar tanto en esta
para los que su | pero no determina el valor de derivada como en su serie de
segunda determina el valor | suma que se pide en el potencias y determina el valor
derivada tiende | de suma que se literal c. de suma que se pide en el
al infinito. pide en el literal c. literal c.
Puntaje [0,3] (3, 6] (6, 8] (8, 10]
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Tema 4

Capacidades Nivel de aprendizaje
a evaluar
Resolver un Inicial En desarrollo Desarrollado Excelencia
problema de | Explicapor | Explica por qué la Explica por qué la ecuacion | Explica por qué la
valor inicial | qué la ecuacion diferencial | diferencial es de tipo ecuacion diferencial es de
asociado a ecuacion es de tipo homogénea, aplicando un tipo homogénea, aplicando
una ecuacion | diferencial es | homogénea y cambio de variable la un cambio de variable la
diferencial de tipo aplicando un cambio | transforma en separable y transforma en separable,
ordinaria de | homogénea, | de variable la resuelve esta ecuacion, pero | resuelve esta ecuacion y
ler orden pero no transforma en no evalla la condicion evalla la condicion inicial
homogénea. | resuelve esta | separable, pero no inicial para hallar la para hallar la solucion del
ecuacion. resuelve esta solucién del problema de problema de valor inicial
ecuacion. valor inicial dado. dado.
Puntaje [0,2] (2,4] (4,6] (6, 8]
Temas
Capacidades a Nivel de aprendizaje
evaluar
Interpretar las Inicial En desarrollo Desarrollado Excelencia
soluciones Define y Define y describe la | Define y describe la Define y describe la
obtenidas al describe la funcion incognita funcién incdgnita del funcién incdgnita del
resolver funcion del problema con problema con sus unidades, | problema con sus
problemas de incognita del | sus unidades, plantea el modelo unidades, plantea el
aplicacién problema plantea el modelo matematico que describe el | modelo matematico que
modelados con | con sus matematico que problema, resuelve la describe el problema,
problemas de unidades, describe el problema | ecuacion diferencial del resuelve la ecuacion
valor inicial pero no y resuelve la modelo, halla la constante | diferencial del modelo,
asociados a plantea el ecuacion diferencial | de integraciony la de halla la constante de
ecuaciones modelo del modelo, pero no | proporcionalidad, pero no | integraciony la de
diferenciales matematico | halla la constante de | halla la cantidad de proporcionalidad y halla
ordinarias de que describe | integracion ni lade | radianes ni el tiempo tanto la cantidad de
primer orden. el problema. | proporcionalidad. pedido. radianes como el tiempo
pedido.
Puntaje [0,1] (1,6] (6, 8] (8,10]
Temab
Capacidades a Nivel de aprendizaje
evaluar
Hallar la Inicial En desarrollo Desarrollado Excelencia
solucion Plantea la Plantea la forma de la Plantea la forma de la Plantea la forma de la
general de una | forma de la | solucién de la EDO, solucion de la EDO, solucién de la EDO,
ecuacion solucién de | deduce la respectiva deduce la respectiva deduce la respectiva
diferencial la EDO, ecuacion auxiliar y ecuacion auxiliar, halla ecuacion auxiliar, halla
ordinaria pero no halla sus soluciones en | sus soluciones en sus soluciones en
(EDQ) de deduce la términos de las términos de las términos de las constantes
segundo orden | respectiva | constantes Ay C, pero | constantes Ay C 'y Ay C, plantea la
de coeficientes | ecuacion no plantea la condicion | plantea la condicion para | condicién para que las
constantes. auxiliar. para que las soluciones | que las soluciones de soluciones de la ecuacion
de esta ecuacion esta ecuacion auxiliar auxiliar sean complejas
auxiliar sean complejas | sean complejas conjugadas y halla la
conjugadas ni halla la conjugadas, pero no solucion general de la
solucion general de la halla la solucién general | EDO.
EDO. de la EDO.
Puntaje [0,1] (1,4] (4,5] (5,8]
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