RUBRICA DE EXAMEN DE MEJORAMIENTO DE CALCULO VECTORIAL

Tema 1.A CONTINUIDAD y DIFERENCIABLIDAD

_ Ty si x>0 0
Py ={ ,
In(l+zy) si z<06éy<0

a) Analice la continuidad en los puntos (1,1) y (-1,0)
b) Determine, si existen las derivadas parciales en (0,0)
c) Es diferenciable en (0,0)?

Consideremos los recintos del plano en los que se divide el dominio de
definicion de la funcion fo(z, y) :

Di{(z,y) € RQ;':L‘ 00y >0} vy Do={(z,y) € ]sz':s <0ey <0}
El punto (1,1) estd en el interior del conjunto [y por tanto

Clim fo(r,y)=  lim  zy =1,

(z.y)—(1.1) (zy)—(1,1)
que coincide con el valor de la funcion en (1,1), por lo que fs(z,y) es
continua en (1, 1).

Para estudiar la continuidad de la funcién fo(z,y) en (—1,0), debemos
tener en cuenta que (—1,0) esta en la frontera que separa los recintos
Dy v Do, v por tanto, para caleular el limite de fa(x,y) en dicho punto
debemos calcular los limites siguientes:

lim folz,y) = lim 2y=0
(z,y) — (—1,0) (z,y)—(—1,0)
(x,y) € Ih
lim a(x,y) = lim In(l +2y)=In(l)=0
(z,y) — (—1,0) fa(2.9) (z,y)—(—1,0) [ v) (1)
(x,y) € Do

en consecuencia podemos afirmar que f5(2, y) es continua en (—1,0) pues

l'r.-y)ll}_l—l._m fa(z,y) fa(—=1,0)

b)

,0,0)=lim=-—==lmo=0 A {,(0,0)=im

h—0"

h0—0 In(L+h0) -0
h

f AQO):HQ_WT_ZHQOZO A f’AQO)zum

0h-0 In(L+0h)—0
h

=lim0=0
h—0
lim0=0
h—0



c) Las derivadas parciales

fxy)=1 vy
1+xy

la cual es continua ambos limites cuando (x,y) tienden a cero dan 0
es decir es continua en (0,0)

f,(x,y)=9 x
1+ xy

la cual es continua ambos limites cuando (x,y) tienden a cero dan 0
es decir es continua en (0,0)

Tenemos que las derivadas parciales son continuas en (0,0), por lo tanto f es
DIFERENCIABLE en (0,0)

Tema 1.B CONTINUIDAD y DIFERENCIABLIDAD

sen(r3y? _ |
flr,y) = (22 :_yg); si (z,y) # (0,0),
! si (z,y) = (0,0).

d) Analice la continuidad en los puntos (1,1) y (-1,0)
e) Determine, si existen las derivadas parciales en (0,0)
f) Es diferenciable en (0,0)?

a) (xly)= (111) yen ('110)
La funcidn es continua . utilizando algebra de funciones continuas debido a que el
numerador es compuesta de continuas y el denominador es un polinomio continuo y
distinto de cero en ambos casos.



b)

sen(h®0?)
_(h*+0?) .
f (0,0)=lim~——~— =[im0=0
h—0 h h—0
sen(0%h?) 0
f li (02 i 2)2 li
,(0,0)= lim = —— = im0=0
sen(h3k2)_0_ (© 0)(hj sen(h’k?)
2, 1,2\2 k 2, 1,2)\? 3.2 32
lim (h K ) =lim (h +k ) =lim sen(k 2 ~lim hk == No existe
(h,k)—(0,0) \/h2+k2 h—0 \/h2+k2 |Ho(hz+k2)E |Ho(hz_’_k2)E

2

usar k=mh queda L= m 5, sim=1, L:%, sim=0,L=0, el limite no existe.

1+m2
usando coordenadas polares

m sen(r®cos® §-r’sen’d) lim sen(r’cos® §-r’sen’d) i sen(r® cos® fsen’d) (° cos®
T o 5 750 r5(rd cos? Osend
N (r?cos® 0+ r’sen’6)? ( )

li 6sen’d) = (r° cos® Hsen’d)

r—0 >
(r*cos®0+ rzsen2¢9)2

depende de el angulo 6, si H-% ,L=#0

por lo tanto no es diferenciable.

Capacidades o
P Desempeiio literal a)
deseadas
Inicial En Desarrollo Desarrollado Excelente
No sabe El estudiante El estudiante El estudiante
. como aplicala halla calcula el limite
El estudiante debe P L
. plantear el | definicion de correctamente | y concluye de
ser capaz de analizar L .
- problema continuidad para | los limites en forma correcta
la continuidad de
. los puntos ambos puntos,
una funcidn escalar .
. . solicitados pero se
de varias variables .
equivoca al
concluir.
0 1-2 3-4 5
Capacidades S
P Desempeiio literal b)
deseadas
El estudiante debe Inicial En Desarrollo Desarrollado Excelente
ser capaz de analizar | No sabe El estudiante El estudiante El estudiante
la existencia de las cémo aplicala halla calculay
derivadas parciales definicidn de correctamente | determina la




en funciones plantear el | derivadas el limite de existencia de
escalares de varias problema parciales para ambas ambas
variables. ambas variables. | derivadas derivadas
parciales en el | parciales
punto (0,0),
pero se
equivoca al
concluir.
0 1-2 3-4 5
Capacidades o 1
P Desempeiio literal c)
deseadas
Inicial En Desarrollo Desarrollado Excelente
No sabe El estudiante El estudiante El estudiante
cémo aplicala halla calcula ambos
. lantear el | definicion de correctamente | limites
El estudiante debe P , N .o y
. problema diferenciabilidad | el limite concluye de
ser capaz de analizar
. L para el punto usando los forma correcta
la diferenciabilidad
- (0,0) valores
de una funcion i
) obtenidos en
escalar de varias .
. el literal
variables .
anterior, pero
se equivoca al
concluir.
0 1-2 3-4 5

Tema 2 ( REGLA DE LA CADENA Y/O IMPLICITA)

. Calcular el valor de

enelpuntou = 1,v =

g

udv
af  8f 9 ¥
Ay & Ay oxdy

enel puntox = 2,y = 1.

Sean x(u, v) = u + v, y(u, v) = wv?, g(u, v) = f (x(u, v),y(1, v)).

1, sabiendo que:

Solucién

dg  Of ox

du o Ou

o dy

af | af ,

- L = 4+ —

iy Ou

Ox




y de nuevo aplicando esta regla calculamos la segunda derivada,

dg O ox N Oy N ( O*f ox N O*f By ) 2 4 5 of
= - —_— —_— —_— '1__' ]Z‘_
vilu ax v Oydk v dxdy v v v dy
a2 i i a
=.{ m’._f+(__f + 2uv f)»”+21i
O+ Oy x Oxdly ay? dy
Sabemos que x(1, 1) = 2, y(1, 1) = 1, entonces,
s 02 0? 0?
28 4= n+22 o+ L@
hu Ox* Oy Oy
f f af .
(2,1)+2—=—(2,1).
fﬁ- ) Cdy 21)
o2 o .
Ademis por el teorema de Clairaut tenemos, I (2, - f (2, 1), por lo
Ovox H_rf?}'
g :
tanto obtenemos finalmente que, (1,1) = 8. L ]
vou
Capacidades Desempeiio literal
deseadas
Inicial En Desarrollo Desarrollado Excelente
No sabe Aplicalaregla | Aplicalareglade | El estudiante
cémo de la cadena la cadena para a%g
El estudiante debe plantear el hall ag a%g CaICUIaavau
ser capaz de aplicar | oroplema para Ia ' 5u haIIara 5, PErO | forma correcta
la regla de la cadena y evalua de se equivocaenla | yexpresala
de segundo orden forma evaluacion de respuesta de
para funciones de correcta los algun término de | formaclara
varias variables términos que | la expresion
componen la
expresion
0 1-6 7-12 13-15

Tema 2 IMPLICITA

Sea :
en una vecindad del punto (—2, 4) tal que u(—
de la funcién z respecto a x en el punto (—2, 4).

Solucién

= u(x, y) la funcién definida implicitamente por la

2,4) =

—3/2. Calcule la derivada




En primer lugar verificamos que la funcién z = u(x, y) existe. Sea f(x, y, z) = xy + 222> — 1.

Entonces f(—2, 4, —=3/2) =0 y aF _ A2 _ -
(2432 =22, L, =120

Por el teorema 4.3, la funcién z = u(x, y) existe tal que
+wxyxr—1=0

u(—2, 4y = —3/2.

=

OoF oF 7
—_— = —|— 2_ : —_— = 2: =
ox ! dz '
Obtenemos que
i) I A Vi 5
(4= -21"2 - -2
Ox 2z | oy a3 12

Hay otra opcién para encontrar el valor :ﬂ—‘: (—2, 4). Tomamos la derivada

de la igualdad (4.7) con respecto a la variable x:

L Ou .
y + 2 %u(x, v)— + 2 (x,y)x =0 (4.8)
. - (31 .
En esta igualdad sustituimos x = —2, y = 4 y u(—2, 4) = —3/2. Entonces
O .
442-4-(-3/2)— +2-(=3/2)"-(=2) =0,
dx
desde donde de nuevo obtenemos qusg—f_ (—2,4)= —5/12. L
Capacidades T
P Desempeiio literal

deseadas
El estudiante debe Inicial En Desarrollo Desarrollado Excelente
saber aplicar el No sabe Verifica las El estudiante El estudiante
teorema de la cémo condiciones determina la calcula &
funcién implicita, plantear el | de existencia expresion ‘para 0x

ificand bl de Ia funcid oz forma correcta

verificando que se problema e la funcién hallar -perose |y expresa la
presenten las implicita en el .o

. equivoca en el respuesta de
condiciones del punto dado. . .
mismo en el punto calculo de ésta. forma clara.

P 0 16 7-12 13-15

dado.




TEMA 3 Optimizacion( problema aplicado)

Se quiere encerrar un terreno de forma rectangular con uno de sus lados sobre
una carretera recta con una cuerda de 100 m de largo. El terreno estard demar-
cado por la carretera y los otros tres lados por la cuerda (v. figura 5.6). Hallar
las dimensiones del terreno de mayor drea que puede encerrarse de esta manera.

X

Carretera

Aplicando el método de multiplicadores de Lagrange tenemos:

= 1‘1 X = SD,
{Vf (x, y)= AVg (x, y). i =22 = ¢ y=25
gxy) =0, x + 2y = 100, A =25,

f (50, 25) = 1250.

Las dimensiones del terreno que puede encerrarse con una cuerda de
100 m son 50 m de largo por 25 m de ancho y tiene un drea de 1250 m®.
Supongamos ahora que la cuerda mide 101 m. Repitiendo el procedimiento

tenemos:
¢ 101
¥ = —— = 50,5
Vi y)=AVg(xy) . 101
g(xy) =0, x + 2y = 101, 4
101
L 4

f (50,5, 25, 25) = 1275.

Falta la hessiana




Al repetir el proceso con una cuerda de 99 m de longitud encerramos un
terreno de 4rea aproximada 1225 m?. Es decir, si la cuerda tiene un metro mas

0 un metro menos de largo podriamos encerrar un terreno con drea maxima
igual a 1225 = A m".

Capacidades
deseadas

Desempeiio literal

El estudiante debe
saber planteary
resolver problemas
de optimizacién de
funciones escalares
sujeta a restricciones

Inicial En Desarrollo Desarrollado Excelente
No sabe Identifica la Optimiza la El estudiante
cémo funcién funcién justifica
plantear el | objetivoy las Langraniana, adecuadamente
problema restricciones. resuelve el que en dicho

Plantea la sistema de punto se
funcién ecuaciones de alcanza el
Langraniana forma correcta Optimo
solicitado
0 1-6 7-12 13-15

Tema 3B

Determine los valores mdximos y minimos de f(x,y,z)=x+2y+3z

sobre la elipse dada como la interseccién del cilindro x* + y* =2 yel plano y + z=1

Solucion

Queremos maximizar y minimizar f(x, y, z) sujeta a g(x,y, 2)= x>+ y* = 2=0

y h{x,y,z)=y+z—1=0.Las ecuaciones de Lagrange c'orrespondientes son

(1)
(2)
(3)
(4)
(3)

1= 2Ax
2 =2y + u
3=p

24y =2=0

y+z—-1=0

De (1).x=1/(2A):de (2) y (3),y = —1/(2A). Asi, de (4), (1/(2A))* + (—1/(2A))> = 2,10 que
implica que A = :I:%+ Lasolucion A = % proporciona el punto critico (x, y, z)=(1,—1,2)

VA= — % da el punto critico {x, v, z) = (-1, 1,0). Concluimos que f(1.—1,2) =5 es el va-

lor maximo y f(—1,1,0) = 1 es el valor minimo.




Capacidades

Desempeiio literal

deseadas
Inicial En Desarrollo Desarrollado Excelente
No sabe Identifica la Optimiza la El estudiante
El estudiante debe cémo funcién funcién justifica
saber planteary plantear el | objetivoy las Langraniana, adecuadamente
resolver problemas problema restricciones. resuelve el que en dicho
de optimizacién de Plantea la sistema de punto se
funciones escalares funcién ecuaciones de alcanza el
sujeta a restricciones Langraniana forma correcta Optimo
solicitado
0 1-6 7-12 13-15
TEMA4 A
Aplicar el Teorema de Green para evaluar la integral de linea
/ 22y dz + zy’ dy
C
donde C' es la frontera de la regién limitada por las curvas y = 22,

y=8—;r2.

SOLUCION

l-"i T E‘l teorema 'Ill' {-_:l‘f."l'". 1J|111E‘111Uh l.':"l'rﬂljl‘

[ = [ {_r-".f,r dr + .r'yu dy) = / | :'!: — 27 dz dy.
Jo JJp

La region ) se describe como

:'\' en conseciencia

2 82 2816
I'= [ [ (y° — 27 )drdy = —.
J—2 Jpt i

RUBRICA

_2 ff_'_ T

P
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i
e

1/
v s




Capacidades
deseadas

Desempefio

El estudiante
sabe cémo
interpretary
aplicar el
teorema de
Green para el
calculo de
integrales de
linea.

Inicial

En desarrollo

Desarrollado

Excelente

No sabe cémo

Identifica la curva

|dentifica la curva

|dentifica la curva

plantear la cerraday la region cerrada, la regién cerrada, laregién
integral fje linea | plana limita por plana limita por dicha | plana limita por dicha
a traves del dicha curva pero curvay aplica curvay aplica
teorema de .

Green. aplica mal el correctamente el correctamente el
teorema de Green. teorema de Green teorema de Green

pero no resuelve la resolviendo la

integral. integral.
0 1-6 puntos 7 - 12 puntos 13 - 15 puntos

TEMA4.B

Calcular la integral de linea del campo F : B* — R? dado por

F(z,y,z) = (™ (zyz? + yz), xze*, e (22yz + ry))

a lo largo de la curva definida por:

SOLUCION

a(t)= (log(t2 —t+1),sen (gfts + 3t — Bt)) , %) :

un potencial escalar, es decir, f: R* = R tal que Vf = F:

of
oz
of
dy
of
9z

= % (zyz’ + y2)
= xze®®

= e (2%yz + zy)

3




entonces

aof
af
a9z

flr,y,z) = f:vzem dy = ryze™ + p(z, z).

Para determinar ¢ usamos las otras dos ecuaciones:

= " (zyz® 4+ yz) = ™ (yz + zy2°) +

Oy

oz

= "19{1": :;)

e** (2yz + zy) = % (zy + z2yz) + ©'(2) = (z) = cte.

Luego una funcion potencial es f(x,y,z) = ryze™. Finalmente, como

#(0) = (0,0,0), #(1) = (0,1,0),

[F-dng(o,m) — £(0,0,0) = 0.
SO

RUBRICA
Capacidades "
Desempeiio
deseadas
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe _ .
. . No sabe Calcula el Calcula el rotacional Calcula el rotacional
identificarla | i . . .
integral de identificar una | rotacional del del campo vectorialy | del campo vectorial y
un campo integral de campo vectorial y concluye que éste es concluye que éste es
vectorial y linea de un concluye que éste conservativo, obtiene | conservativo,
. campo es conservativo, la expresion correcta obtiene la expresidn
determina el ' ) _
trabajo que vectorial para | pero no obtienela | para una funcién correcta para una
le toma a el calculo del | expresion correcta | potencial, pero funcién potencial y
. trabajo que para una funcién comete errores en el finalmente realiza el
dicho campo . . . ) ) ) _
éste realizaa | potencial. calculo de la integral calculo de la integral
mover una ) , ,
. través de una de linea. de linea.
particula a lo ]
trayectoria.
largo de una

trayectoria.

1- 6 puntos

7 -12 puntos

13 - 15 puntos




TEMA S5 A Integral triple

Considérese la integral

dz dy dz.

1 V122 pl Ezz
= e
o Jo 21y V22 + 32

(a) Determinar los Iimites de integracion para poder escribir I de la forma

ezz
I:/m / / T dydade

(b) Calcular el valor de dicha integral mediante un cambio de variables
adecuado.

SOLUCION

la region de integracion descrita por

0<z<1l, 0<y<vV1i—-22, Va2+y2<z<1

1
=03 04 0.6 0.8

La integral sera .

1z (VT
———dydzrd=.
Lhh v



COIToO

0<h<—, 0<r<l,

o | =

La integral en coordenadas cilindricas sera

r <z

|/
o

L T
/ / / C—-r dz dr df.
Jo Jo Jr T

S|
[
/ ze* dz db.
0

v/ﬂ

/H e drdzdf.
Jo
1

El valor final de la integral es T (e — 1).

RUBRICA Parte (a)

4

Capacidades
deseadas

Desempefio

El estudiante

Inicial

En desarrollo

Desarrollado

Excelente

sabe aplicar - — — — — —
cambios en No sabe cémo | Identifica los limites | Identifica los limites Identifica los nuevos
ol orden de identificar los | de cada variable, de cada variable e limites de cada
: L, limites de cada | pero plantea mal identifica los nuevos variable y plantea la
integracion ) o C )
para variable para | los nuevos limites limites, pero no integral con el
integrales realizar un de integracion plantea la integral. cambio de orden de

: cambio de integracion.
triples.

orden de
integracion.
0 1 -8 puntos 9 - 15 puntos 16 - 20 puntos

RUBRICA Parte (b)
Capacidades Desempefio

deseadas P

Inicial

En desarrollo

Desarrollado

Excelente




El estudiante | No sabe Define un cambio Aplica correctamente Aplica

sabe definir definir un de variables el cambio de variables | correctamente el

cambios de cambio de adecuadoy calcula | paraintegrales triples | cambio de variables

variables variables el Jacobiano, pero ubicando bien la para integrales

adecuado adecuado para | no identifica bien la | regidn de integracién triples ubicando bien

para resolver la nueva region de pero comete errores la region de

integrales integral triple. | integracion. en el calculo de la integraciony

triples. integral. resuelve la integral.
0 1 - 8puntos 9 - 15 puntos 16 -20 puntos

Tema5B

SOLUCION

Determine el volumen de la region sdlida S, en el primer octante,
acotada por arriba por el paraboloide z = 4 — x* — y* y lateralmente por el cilindro
x? + y* = 2x, como se muestra en la figura 5,

En coordenadas cilindricas, el paraboloide es z = 4 — * y el cilindro es
r = 2 cos 6. La variable z va del plano xy al paraboloide, esto cs, desde 0 hasta 4 — % Lz
figura 6 muestra la “sombra™ del sélido en el plano xy; esta figura sugiere que para una

@ fija, r va de 0 a 2. Por 1iltimo, # toma valores de 0 a /2. Asi que,

Vv

1l

' w2 2eosh pd—rt
/[/ldV=[ f f rdzdrdo
! 0 0 0

w2 plcosh /2 1 2088
f f r(4 = r*ydrds = f {21‘2 — —r“] de
o Jo 0 4 1y
2

m
/ (8 cos® # — 4 cos* B) df
0




RUBRICA

Capacidades
deseadas

El estudiante
sabe cémo
determinar
el volumen
de un sélido
mediante
integrales
dobles o
integrales
triples.

Desempefio
Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
No puede Realiza un bosquejo | Realiza un bosquejo de | Realiza un bosquejo
hacer un de las superficies e las superficies e de las superficies e

bosquejo del
escenario para

identifica el sélido
alcuallevaa

identifica el solido,
realiza la proyecciony

identifica el solido,
realiza la proyeccion

identificar el | calcular el volumen, | plantea los limites de y plantea los limites
solido limitado | pero realiza mal la integracion usando de integracién
por las proyeccion y integrales dobles o usando integrales
superficies. comete errores en triples, pero comete dobles o triples.
los limites de errores al resolver la Finalmente resuelve
integracion. integral. la integral usando
algin método para
obtener el volumen
del sélido.
0 1 - 8 puntos 9 -15 puntos 16 - 20 puntos

TEMA 6A

Hallar el drea de las superficie:

De la superficie cilindrica 22 + 42 = ay limitada por la esfera de centro
(0,0,0) y radio a > 0,

SOLUCION




Para la descripeion de la porcion de cilindro que se nos pide (ver
Figura 52), esta claro que la proyeccion de la figura sobre el plano
XY corresponde a la circunferencia que genera el cilindro cuya
ecuacion en polares es r = asenf. De este modo llegamos a la
parametrizacion

®(z,0) = (asenflcosf,asen’ ), z), § € [0, 7], z € [0, a| cosf]

donde debido a la simetria solo hemos incorporado la parte de la
superficie para z > 0. La longitud del vector normal

n(z,#) = (asen(26), —acos(26),0)

¥

que es el integrando para calcular el area, es a. Por tanto

m  palcosd|
A=2f f adz df = 4a®.
0 0

RUBRICA
Capacidades Desempefio
deseadas P

El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe — — — —
. o No sabe Identificar la Identificar la superficie Identificar la
identificar y ] - o o o

, identificar la | superficie o la o la superficie superficie o la
sabe como T o e o
calcular el superficie, ni | superficie paramétrica para superficie
) dS para paramétrica para obtener dS, realiza la paramétrica para
area de una g ]

. resolver el obtener dS proyeccion para obtener dS, realiza la
porcién de . o’ D !
superficie problema de | correctamente, identificar la region y proyeccion para

' area de una pero realiza mal la plantea la integral identificar la regién,
superficie. proyeccion para pero comete errores al | plantea la integral y
plantear la regién resolverla. la resuelve
de integracion. correctamente
utilizando un método
adecuado.
0 1- 8 puntos 9 - 15 puntos 16 - 20 puntos




TEMA 6B

Hallar el area de las superficie:

Porcién de = = y* + =2 en el interior de 32 4+ 22 = 0.

La superficie corresponde a un paraboloide circular de eje X

limitado por un cilindro del mismo eje. Lo mas apropiado es usar
coordenadas cilindricas cambiando z por z, esto es

r(u,v) =v

2

y(u,v) = vsenu,
0<wv<3,

0<u<2m.

Asi, después de unos calculos sencillos, llegamos a que

2w 3
AZ/ f le+4v2dvdu=%(37\/3_?’—l).
0 0

z(u,v) = vcosu,

RUBRICA
Capacidades Desempefio
deseadas P

El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe — — — —
. o No sabe Identificar la Identificar la superficie Identificar la
identificar y ] - o o o

. identificar la | superficie o la o la superficie superficie o la
sabe como ficie. i i st et
caleular el superficie, ni | super I,CIe. paramétrica péra sup,er'lue
. dS para paramétrica para obtener dS, realiza la paramétrica para
area de una ’ ]

. resolver el obtener dS proyeccion para obtener dS, realiza la
porcién de _ o’ D !
superficie problema de | correctamente, identificar la region y proyeccion para

' area de una pero realiza mal la plantea la integral identificar la regién,
superficie. proyeccion para pero comete errores al | plantea la integral y
plantear la regién resolverla. la resuelve
de integracion. correctamente.
0 1- 8 puntos 9 - 16 puntos 15 - 20 puntos




