% o L Escuela Superior
Politécnica del Litoral

EXAMEN DE MEJORAMIENTO

FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICAS—Materia: CALCULO VARIAS
VARIABLES Docentes: Elvis Aponte-Rosa Maria Diaz -Nelson Cérdova Rosas— Fecha: 12 de
septiembre del 2022. Horario: 11:30 - 13:30

SOLUCION Y RUBRICAS

COMPROMISO DE HONOR

Yo, al firmar este compromiso, reconozco

que el presente examen esta disefiado para ser resuelto de manera individual, que puedo usar un lapiz o
esferografico; que solo puedo comunicarme con la persona responsable de la recepcion del examen; vy,
cualguier instrumento de comunicacidn que hubiere traido, debo apagarlo y depositarlo en la parte frontal
del aula, junto con algdn otro material gue se encuentre acompafiandolo. No debo, ademas, consultar libros,
notas, ni apuntes adicionales a las que se entreguen en esta evaluacidn. Los temas DEBO DESARROLLARLOS
de manera ordenada, en el espacio correspondiente en el cuadernillo de gjercicios.

Firmo como constancia de haber leido y aceptar la declaracion anterior y me comprometo a seguir
fielmente las instrucciones que se indican a continuacion.

Firma:

N® cédula:

"Como aspirante a ESPOL me comprometo a combatir la mediocridad y actuar con honestidad, por eso no
copio ni dejo copiar”
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PREGUNTA 1 (15 puntos)
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Utilizando integrales dobles determine el volumen del sélido delimitado por la superficie cdnica

z=,/x*+y? ,ylasuperficie z=11—x?—y?.

Solucién

La coordenada z se mueve entre /x? +y? <z < \1-x* —y?

El volumen deber ser expresado como:

V= J"[R[\/l—x2 —y? —\/x2 +y? }dA

Ahora, trabajamos la region de integracién R:

\/x2+y2 :\/1—x2—y2 —>x2+y2=%con z=\/§

Entonces

R:{(x,y);03x2+y2§%}

Pasando a Polares

V= IJR'[\/l—T—r}rdrdezfg”Jﬁ[\/l—T—r}rdrdQZ%U"’

Capacidades
deseadas

Desempeiio

El estudiante
sabe obtener la
integral doble
para calcular
volumenes
aplicando
cambios de
variable en
coordenadas
polares

Inicial

En desarrollo

Desarrollado

Excelente

El estudiante

El estudiante

El estudiante

El estudiante

atendiendo el plantea la aplica el cambio | resuelve la

enunciado se integral que da | de variable polar | integral en

da cuenta repuesta al estableciendo la | coordenadas

grafica la tema. Y nueva integral a | polares y emite

situacion reconoce R el resolver una conclusion
dominio de del tema
integracion

0-2 3-7 8-12 13-15
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PREGUNTA 2 (15 puntos)

xy{xj _yzj si (x,y)#(0,0)

0 si (x,y)=(0,0)

Sea f :R?* — R lafuncion definida por f(x,y) =

2

Verifique que (0 0).
Ox0y

33/

Solucién

Note que para (x, y) = (0,0)

X2 — y?
_( y)_GX[ [an

_ y(x +4x°y* —y*)
(x2+y2)2

Y en (0,0) tenemos —(0 0) =i Of(h,O);f(O,O):O
Luego
X' +4x7y? —y*
K= (XY
0 si (x,y)=(0,0)
Se sigue que

82 (00)—I 1—(0 h)——(OO)]

i
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Por otro lado

af _é XZ_yZ
E(X' y)= ay(xy(xz +y2D

—x(—x4 +4x°y? + y“)
o)

of
Y —(0,0)=0
8y( )

Luego
—x(—x4 +4X7y? + y“)
T (xy)= ")
oy (*+y?)
0 si (x,¥)=(0,0)

si (x,y)#(0,0)

Se sigue

o°f .1 of of
0,0) =lim=| —(h,0)——(0,0
(0,0) mg( (h.0)- 2 )j

oxey - hoh{ oy
—h(-h*
=Iim1 —( )2
h—0h (h2+02)
=1
2 2
Entonces vemos que of (0,0) # ot

dyox oxdy

(0,0) por lo tanto la funcion no es de clase C*(R?).
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Capacidades Desempefio

deseadas P
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe obtener las
funciones El estudiante no | El estudiante El estudiante El estudiante

. deriva plantea la plantea la calcula las
derivadas iy . ., ,
parciales y correctamente | funcion derivada | funcion derivada | segundas

parcial de x parcial de y derivadas en el
calcular las , , ,
segundas fuera del origen fuera del origen | origen y
derivadas y en el origen y en el origen dete;rlnltrlmel que
parciales en un son distintas
punto
0-2 3-7 8-12 13-15
PREGUNTA 3 (20 puntos)

Determine (justificando) los valores de « € R™ para los cuales la funcién

|x|” y?

fxy) =1 (¢ +y*)’

a) Es continua en (0,0)
b) Es diferenciable en (0,0)

Solucién

a) La funcion es continua en (0,0) si y solo si ( I)irr(10 0)f (x,y)=1(0,0)=0
X,y)—>(0,

esto es

RS %
(x,y)a(O,O)(XZ + y2 )0’

=0

Usando polares

0

r“r’|cos@|* sin’ @

lim
r—0 rZa
0 libre

o libre

si(x,y) = (0,0)

si(x,y)=(0,0)

= lim re2*|cos@|* sin’ @
r—
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= limr*>*|cos@|* sin’ @
r—0
o libre

=0

siysolosi 2—a>0estoes O<a<?2

b) Es diferenciable en (0,0)

Primero calculamos las derivadas parciales

q(ao):"mf(h,O)—f(o,O)
OX h—0 h
_jim1 (.0)
h—0 h
1 |h[]*0?

de manera similar

fOMN-F©00 _. fOh) . 1 0]h _
h

Ih|—>o' h h—0h (02+h2)‘”

of .
=(0,0) =lim
ay( ) =1im

luego, la funcidn es diferenciable si y solo si

i [fN=f0.0-£0.0(x-0)-f,0,0(y-0)
im =0

(x,y)—(0,0) /X2 n yz

a ,2
ol Xy

Esdecir lim ——= — =0
(x,y)—(0,0) /XZ + y2 (x,y)—)(O,O)(XZ + yz) [XZ + yz
En polares
_r’r?|cos@|” sin’0 . o .
lim | | = limr***?**|cos@|* sin’ @
r—0 (rza ) r r—0
6 libre 0 libre

= limr**|cos@|* sin®9 =0
r—0

9 libre

siysolosi 1-a>0estoes O<a<l.
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Capacidades
deseadas

Desempenio

El estudiante
comprende y
sabe aplicar el
concepto de
continuidad y
diferenciabilidad
a funciones de
varias variables

Inicial

En desarrollo

Desarrollado

Excelente

El estudiante
solo coloca la
definicion de
continuidad o

El estudiante
plantea la

continuidad y
encuentra las

El estudiante
plantea la
diferenciabilidad,
pero no llega

El estudiante
calcula los limites
y encuentra las
condiciones para

diferenciabilidad | condiciones correctamente al | la existencia de
para que la limite 0 no emite | Alpha para
funcion sea la conclusion continuidad y
continua correcta diferenciabilidad
0-2 3-10 11-15 16-20

PREGUNTA 4 (15 puntos)

Sea P una funcion de produccion dada por P = f (I,k) = 0.541° —0.02I° +1.89k* —0.09k* donde
| y k son las cantidades de mano de obra y capital, respectivamente, y P es la cantidad producida.

Encuentre los valores de | y k que maximizan P .

Solucion: Para encontrar los puntos criticos se resuelve el sistema P, =0y P, =«

Py =378k — 0274

Hay cuatro puntos eriticos: (0, 0), (0, 14), (18, 0) y (18, 14).

Py = 1.08] — 0.06/2
=0.06/(18 =N =0

I=01=18

=027k14 - k) =0

=0,k =14

Ahora se aplica la prueba de la segunda derivada a cada punto critico. Se tiene

P, =108 —0.12/

P, =

=378 — 0.54%

Py=0
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En (0, 0),

enpol

LK) = PyPy — [Pr]
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= (1.08 — 0.121)(3.78 — 0.54k)

D(0, 0y = 1L0B(3.78) = 0

Como D(0,0) = Oy P, = 1.08 = 0, existe un minimo relativo en (0, 0). En (0, 14),

D0, 14) = 1.O8(=3.78) = 0

Puesto que (40, 14) < 0, no existe ninglin extremo relativo en (0, 14). En (18, 0),

Como D(18, 0) = 0, no existe ningln extremo relativo en (18, 0). En (18,14),

D{18, 0) =({—1L08)3.78) = 0

D{18, 14) =(—1.08)(—3.78) = 0

Puesto que (18, 14) =0y P, =

lo tanto, la produccién méxima se obtiene cuando | = 18 y & = 14.

1.08 = 0, se tiene un maximo relativo en (18, 14). Por

Capacidades
deseadas

El estudiante es
capaz de aplicar
los teoremas de
Optimizacion
encontrar los
puntos criticos
clasificarlos para
resolver
problemas

Desempeiio
Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
No plantea y Plantea las Calcula Resuelve
no aplica los | ecuaciones, pero | correctamente correctamente
teoremas no calcula bien los puntos aplicando los
las derivadas criticos, pero no teoremas
parciales los clasifica aun clasificando los
que entrega puntos criticos y
una respuesta entregando una
respuesta al
problema
0 3-7 8-12 13-15
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PREGUNTA 5 (20 puntos)

Una caja de joyas ha de construirse de materiales que cuestan $1 por pulgada cuadrada para el
fondo, $2 por pulgada cuadrada para los costados, y $5 por pulgada cuadrada para la tapa. Si el
volumen total debe ser 96 pulg?, ;qué dimensiones minimizaran el costo total de construccion?

Solucién

Sea X pulgadas la profundidad de la caja, y ellargo,y z el ancho, claramente x, y, z son todas
positivas. Entonces el volumen de la caja es V = xyz y el costo total de construccion esta dado por:

C =1yz+2(2xy +2X2) +5yz = 6yz +4Xxy + 4xz

Se desea minimizar C =6yz+4xy +4xz sujetaa V = xyz =96. Las ecuaciones de Lagrange
son:

C,=A, & 4y+4z=1A(yz)
C, =4, < 6z+4x=1(x2)
C,=A, & 6y+4x=A4(xy)

y Xyz=96

Despejando 4

4y+4z 6z+4x 6y+4x

A
yz Xz Xy
Multiplicando por xyz
4Xy +4xz =6Yyz +4yx
4Xy +4xz =6Yyz +4xz
Equivalentemente
4x7 =6yz
4xy =6yz = 4x=6y Yy 4x=6z y 4y=4z
4yx =4xz

Sustituyendo en la cuarta ecuacion
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{2z

fx3:96
9

x> =216 por lo cual

y, ademas

2
y=2=3(6)

X=6
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Por tanto, el costo minimo se alcanza cuando la caja de joyas mide "6" pulgadas de profundidad con

una base cuadrada de "4" pulgadas por lado.

Comparacién con otro punto de la restriccion

x=96, y=1, z=1 implica C =6(1)(96) + 4(2)(2) + 4(1)(96) = 964

X=6, y=4, z=4

por lo tanto, es un minimo.

implica C =6(4)(4) +4(6)(4) +4(6))4) =288

Capacidades
deseadas

Desempeiio literal

El estudiante debe
saber planteary
resolver problemas
de optimizacion de
funciones escalares
sujeta a restricciones

Inicial En Desarrollo Desarrollado Excelente
No sabe |dentifica la Optimiza la El estudiante
como funcion funcion justifica
plantearel | objetivoylas | Lagrangiana, adecuadamente
problema restricciones. | resuelve el que en dicho

Plantea la sistema de punto se
funcion ecuaciones, pero | alcanza el
Lagrangiana comete errores dptimo solicitado
comparando con
otro valor de la
restriccion
0 1-6 7-14 15-20
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PREGUNTA 6 (15 puntos)

Calcule el area de la region plana finita limitada por las cuatro parabolas
y=x%y=2x*x=y> y x=3y?, utilizando integrales dobles y cambio de variables. Realice
las graficas correspondientes.

Solucién

Sea D la region plana limitada por las 4 parabolas

0:5

-
4] 1 0!5 1 0
Region D Rectangulo R
o y X
Sea el cambio siguiente u=—=- y v=—
X y

Entonces, la region "D" corresponde al rectangulo "R" en el plano "uv" dado por

1<u<2 y 1<v<3

=2ylx® 1%
ouy) -2y 2X X = 23 ~=3u’v® tenemos que el valor absoluto del jacobiano es
o(x,y) 1/y =2x1y’| X7y

o y)| _
8(u,v)| 3u?v?

Y, por tanto, el area de "D" esta dada por

L[ dxdy = Ij dud = J-zdujsdv 1-1-2=%unidadescuadradas
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Rdbrica:
Cadzl:::::s Desempefio
El estudiante Inicial En desarrollo | Desarrollado Excelente
sabe calcular No puede Establece bien | Desarrolla Resuelve
una integral establecer la regidn de bien el correctamente
doble bien la integracion gjercicio hasta | todo el ejercicio
mediante un region de original, escoge | calcular el respetando los
cambio de integracion | bien el cambio | Jacobiano pasos requeridos
variables original ni de variables, pero plantea | y obteniendo el
adecuado escoger un pero comete mal la integral | valor de la
cambio de errores al final o comete | integral doble
variables calcular el errores al solicitada.
adecuado Jacobiano o calcularla
plantear la
nueva region
de integracidn
0-4 5-10 11-14 15
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