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1. (6 PunTOS) Para cada literal, obtenga ﬁ y exprésela en forma simplificada:

(@) (3Puntos) y=x"+m*; x>0

Solucion:

dy_d ”+d .
dx_dxx) dx(n)

dy

m—1 X
i + ¥ In(m)

Py _ A, d
Tz = gy 7)) + In(m) - —— (%)

d?y _
Pk (mr— Dx™ = + In(m) - n*In(m)

d2
d_x); =n(mr — 1)x™ 2% + n*In?(m)

(b) (3 PuntOs) y = arcsen(x) ; x € (—1,1)

Solucién:
dy 1
dx 1 — x2
Z_i’ =(1- x2)—1/2
d? 1
d—xz = 5 (1=x)7/2- (20)
d? x
_}21 — x(l _ x2)—3/2 - =
dx /(1 — x2)3
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2.

(5 PunTtos) Dada la grafica de la funciéon de variable real f.

Calcule el valor de L, siendo:

i 79) = (Jim, 76— )]
£ (lim f(x))

X — +00

L=

Solucion:

Cuando x se acerca a 0 tomando valores ligeramente menores, esto es, x se acerca a 0
por la izquierda, se observa graficamente que la funcidn es continua por la izquierda, por
lo que:

Jim £(0) = £(0) =3

La expresion lim4+ f(x—1)esigual a lim5+ f(x). Cuando x se acerca a —5 tomando
x—-— x— -

valores ligeramente mayores, esto es, x se acerca a —5 por la derecha, se observa
graficamente que la funcidn es continua por la derecha, por lo que:

lim f-1)= lim f() = f(=5) =1

Observe graficamente que la funcidn tiene una asintota horizontal en y = —1, cuando x
tiende a +oo, por lo que:

lim f(x)=-1

X — +00

Debido al calculo previo, el valor f' ( lim f(x)) representa la evaluacién de la primera
X — 400

derivada de la funcién en x = —1, por lo que:
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f(lim () =f'(=1)

El elemento del dominio x = —1 pertenece a un segmento de recta cuya pendiente m se
puede calcular tomando en consideracidn los pares ordenados que son extremos de dicho
segmento, P;(—2,0) y P,(0,3), por lo que:

3-0 3

M=o 2

Dado que la pendiente de la recta tangente my|,-_, es igual a la primera derivada de la
funcién evaluada en ese punto y ésta coincide con la pendiente m, se establece que:

3
ff(=1)=mglyecy =m = 2

Reemplazando:

[(tim re) = (L tim, £Ge- )]

T ()

(3-1)2 4
3 3
2 2
L_8
3

3. (6 PunTos) A partir de las funciones derivables f y g se define la nueva funcion de
variable real h tal que:

h(x) = (feg9)(x) — (g~ Hx)
Sif(-2)=3,f4=2,92)=-1,94)=-2f(-2)=4 A =2492) =5,
g’ (4) = —3, obtenga la ecuacion de la recta tangente y la ecuacion de la recta normal

a la funcion h cuando x, = 4.

Solucion:

Nétese que: h(x) = f(g(x) — g(f(x))

Aplicando la regla de la cadena a cada funcion compuesta:

W) =f"(g()) g'() —g' (fF())f' ()
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Se evalla h' para obtener la pendiente de la recta tangente m:

KW@ =f(g4®) 9@ -9 (@)@
h'(4)=f'(=2)-9g'(4) —g'(2)f'(4)
h'(4) = (4)(-3) — (5)(2)
h(4)=-12—-10
my = h'(4) = —22

Para obtener la ecuacién de la recta tangente, se requiere calcular la ordenada Yy,
correspondiente a x, = 4:

Yo = h(xp) = h(4)
vo=f(g@®)-g(F(®)
Yo = f(=2) —g(2)
Yo =3—-(-1)

Yo =4

La ECUACION DE LA RECTA TANGENTE a h, cuando x, = 4 es:

y—4=-22(x—4)

La pendiente de la recta normal my se calcula asi:

1
mN mT
L1
N +22
1
My =55

La ECUACION DE LA RECTA NORMAL a h, cuando x, = 4 es:

1
y—4=-G-4

(5 PunTOs) Sea la funcién f: R —» Ry el nimero ¢ € R, califique la siguiente proposicion
como VERDADERA O FALSA:
R . x)-f(c .
“si lim f(x) = f(c), entonces lim Z27© oyiste ”
xX—=>C X—-C X—C
Justificando su respuesta, demuéstrela en caso de ser VERDADERA, O proporcione un
contraejemplo en caso de ser FALSA.
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Solucion:

La proposicién compuesta dada tiene a la condicional como operador légico. En el
antecedente se especifica la definicion de continuidad de f en el punto x = ¢, mientras
que, en el consecuente se especifica la definicidon de derivabilidad de la funcién f en el
punto x = c.

Del teorema “Derivabilidad implica continuidad” se conoce que la continuidad es una

condicidn necesaria, pero no es una condicién suficiente para la derivabilidad; por lo
tanto, se establece que la proposicidon dada es FALSA.

A continuacion, se proporciona un posible contraejemplo. Considere la funcién f: R » R
definida asi:

f(x) = |x|

Observe que al ser f la funcidn valor absoluto, es continua para todo valor ¢ € R. Pero,
dado que las derivadas laterales no son iguales en el punto ¢ = 0, la primera derivada de
la funcién f no existe en dicho punto.

Nétese que:

f escontinuaenc =0 — f esderivableenc =0 = Falso

Verdadero Falso

~ Se verifica, a partir del contraejemplo construido, el valor de verdad FALsO de la
proposicion.

(6 PunTos) Dada la funcién de variable real f, determine el intervalo abierto donde la
grafica de f es concava hacia abajo, siendo:

1 .35, 2
f(x)=ﬁx —Ex +10x“—x+2

Exprese la respuesta obtenida mediante el concepto topolégico de bola abierta.
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Solucion:

Se deriva por primera vez la funcién polinomial dada:

’()—13 92+20 1
fx—gx X X

Se deriva por segunda vez la funcién polinomial dada:
f"(x) =x?—9x + 20

Para que la grafica de la funcién sea cdncava hacia abajo, debe cumplirse que f"'(x) < 0,
por lo que debe resolverse la inecuacién cuadratica correspondiente:

x> —9x+20<0
(x—4)(x-5)<0

Considerando los valores criticos de la inecuacidon y los intervalos que se definen en la
recta numeérica, se identifica el signo de la segunda derivada en cada intervalo:

R YA YA
- JA\ n -
4 5

Por lo que:

(x—4)(x—-5)<0 - 4<x<5

| f es concava hacia abajo en el intervalo abierto (4, 5)|

, . . . 9
Nétese que el intervalo obtenido corresponde a una bola abierta centrada en SV de

longitud de radio % . Observe:

4<x<5
4 )5 2
7 SXT3S°73
1 9_1
7 SX¥T3<73
| 9<1
2152

91
~ f es concava hacia abajo en la bola abierta B (E'E)
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Lo cual también puede ser expresado asi:

~ f es concava hacia abajo en el entorno N1
2

(

2

(8 PUNTOS) Se tiene una varilla cilindrica de metal, la cual se expande cuando se calienta.

Después de t segundos, el radio de la seccion transversal de la varilla mide x cm y su
largo (altura de la varilla cilindrica) mide 10x cm. Si el area de la seccién transversal de

la varilla aumenta a una razén constante de 0. 017 cm?/s:

(a) (2 Puntos) Calcule la razén de cambio de la longitud del radio de la seccién

transversal de la varilla, cuando x = 2 cm.

(b) (3 PunTOS) Calcule la razén de cambio del volumen de la varilla, cuando x = 2 cm.
(c) (3 PunTOs) Calcule la razon de cambio del area de la superficie lateral de la varilla,

cuando x = 2 cm.

Solucion:

Se bosqueja una varilla de forma cilindrica, se definen las variables pertinentes y se

establece la informacidn conocida de las mismas.

Sean:

V: Volumen de la varilla (cilindro)
h: Longitud de la altura de la varilla

Después de t segundos:

dA
r=xcm h=10x cm ST
Y
Con base en los datos proporcionados, se requiere conocer:
dx dv dA;
dt x=2cm dt x=2cm dt x=2cm

Se establecen relaciones entre las variables:

Agr = mr? = w(x)? = nx?
V =nr?h = m(x)?(10x) = 10mx3
A, = 2nrh = 2m(x)(10x) = 20mx?

Agr: Area de la seccidn transversal de la varilla (circulo)
r: Longitud del radio de la seccion transversal de la varilla

A;: Area de la superficie lateral de la varilla (rectangulo)

= 0.01r cm?/s
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T . d . -
Se deriva implicitamente Agr, para despejar y obtener d—’; en el instante indicado:

dAgr _ dx dx 1 dAgr
dt e T At 2mx dt
dx (0.017) =
al,., 2#(2) ™ = 2@ 00
L — 0.0025 cm/
“dtl._, ~ 200 cm/s

Luego, cuando x = 2 cm, la longitud del radio de la seccién transversal de la varilla se
estd incrementando a razén de 0.0025 c¢m por cada segundo transcurrido.

. . ;. dx av . T
Se deriva implicitamente V y se reemplaza - para obtener 2 &N el instante indicado:

av 3072 dx

dr o0 e
dv 1
“v _ 2 — _
al,_, =30r@ (40;5) 3m(4) (40)
“dav) 3 s = 03 y
AR dt s 107'[ cm S = T cm S

Asi, cuando x = 2 cm, el volumen de la varilla se estd incrementando a razéon de
0.3 ¢cm? por cada segundo transcurrido.

. . ;. dx dA . T
Se deriva implicitamente A, y se reemplaza —; para obtener d—tL en el instante indicado:

dA; _ 40 dx
PTG
dA,
2., =4 (40;21)
dA, 1 )
i £7cm /s =0.2m cm*/s

Finalmente, cuando x = 2 cm, el area de la superficie lateral de la varilla se estd
incrementando a razén de 0.2 ¢cm? por cada segundo transcurrido.
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7. (6 PunTos) Dada la funcién f: R ~ R tal que:

arctan®(x) + x

X) =

F) 1+ x2

Utilizando diferenciales, calcule el VALOR AproxiMADO de f(0.01) con dos cifras
decimales.

Solucién:

Para aproximar el valor de f(0.01) mediante el uso de diferenciales, se empleara la
siguiente expresion:

fxo +Ax) = f(xo) + f'(x0)Ax
Se obtiene la derivada de la funcidn y se establecen los elementos por reemplazar:

arctan®(x) + x
1+ x2

f(x) =

(1+x?) % (arctan?(x) + x) — [arctan?®(x) + x] % (1+x2)

f'x) = (1 + x2)2
(1+x2) Za%c;nz(x) + 1| — [arctan?(x) + x](2x)
A 1 +x2)?

2 arctan(x) + 1 + x% — 2x[arctan®(x) + x]

f'x) = (1 + x2)2

Los elementos a considerar para la aproximacion, son:

x0:O

Ax—OOl} - xo+Ax = 0.01

Reemplazando en la expresion dada, se tiene que:

£(0+0.01) ~ £(0) + £'(0)(0.01)

0+0 0+1+0-0

FOOD ~ Tzt — a0

(0.01) ~ 0 + 1(0.01) ~ 0.01

Por lo tanto, el valor aproximado de f(0.01) es 0.01.
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8.

(8 PunTtos) Empleando calculo diferencial, determine las dimensiones del rectangulo que
. - . s . .z X
puede inscribirse en la region del primer cuadrante acotada por la funciony = 2 — 5 Y

los ejes coordenados; de manera tal que el drea de su superficie sea maxima. Luego,
calcule dicha drea maxima.

Solucion:

Para representar geométricamente el problema, se bosqueja, en el plano cartesiano, la
grafica de la funcion lineal, inscribiendo un rectangulo cuyos lados son paralelos a los ejes
coordenados en la regién acotada que se ha especificado y asignando variables para las
longitudes de sus lados:

Se establece la funcidn objetivo a optimizar, la cual depende de dos variables:
A(m,n) = (I;)(l;) = mn

Se expresa el area en términos de una sola variable con la respectiva restriccion del
dominio para que el rectdngulo exista:

A(m)zm(2—2)=2m—m

Se identifican puntos criticos:
PCF: Por la definicion realizada, la funcién de area no tiene puntos criticos de frontera.
Se deriva por primera vez la funcién objetivo para analizar la existencia de puntos criticos

estacionarios o singulares:
A(m)=2—-m
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PCS: La funcidon tampoco tiene puntos criticos singulares, porque la derivada es una
funcién lineal.

PCE: Se analiza la existencia de posibles puntos criticos estacionarios:
Am=0 » 2-m=0 -> m=2

Se deriva por segunda vez la funcién para aplicar el criterio de la segunda derivada y
corroborar que en el punto critico estacionario se presenta un valor extremo maximo:

A"(m) =-1
A"(2)=-1<0 - sepresentaun valor extremo maximo para Aenm = 2.
Por lo tanto, las dimensiones del rectdngulo con area de superficie maxima, son:

L=m=2u

m
12=n=2—?=2—1:1u

En consecuencia, el drea maxima A,,, 4, del rectangulo inscrito es:

|Apmar = () = 22|
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