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COMPROMISO DE HONOR

Yo, al firmar este compromiso, reconozco que el presente
examen estd disefiado para ser resuelto de manera individual, que solo puedo un lapiz o esferografico y borrador,
que s6lo puedo comunicarme con la persona responsable de la recepcién del examen y que cualquier instrumento de
comunicaciéon que hubiere traido debo apagarlo y depositarlo donde se me indique, junto con cualquier otro material
que se encuentre acompanandome. No debo, ademads, consultar libros, notas ni apuntes adicionales a los que se
entreguen en esta evaluaciéon. Los problemas debo resolverlos de manera ordenada.

Firmo al pie del presente compromiso, como constancia de haber leido y aceptado la declaracion
anterior.

“Como estudiante de ESPOL me comprometo a combatir la mediocridad y actuar con honestidad, por eso no copio
ni dejo copiar”.

Firma: Numero de matricula: Paralelo: ____

1. Un resorte de coeficiente de elasticidad k¥ = 1 Newton/metro anclado a una pared por un extremo sostiene
a un bloque de masa 0,5 kilogramos el cual se desliza sobre una superficie con coeficiente de rozamiento
b = 0,2 Newtons/metro. Suponga que el bloque se encuentra originalmente en reposo a 1 metro del punto
de equilibrio.
(a) (2 puntos) Halle una ecuacién diferencial que modele este fenémeno.
(b) (4 puntos) Hallar la posicién del bloque al cabo de 10 segundos.

(¢) (4 puntos) Suponga que durante todo el movimiento también actia sobre el bloque una tercera
fuerza constante de magnitud 0,5 Newton en la direcciéon positiva del movimiento. Determine la
posicion del objeto transcurridos 10 segundos.

Solucién:

(a) La ecuacién diferencial es
0,58 +0,28+2 =0, =2(0)=1, #(0)=0.
(b) La ecuacién caracterfstica de la ecuacién es 0,512 + 0,2r + 1 = 0, la cual es equivalente a

572 + 2r 4+ 10 = 0 y tiene raices complejas 1y = —1/5 + 7/5i y 79 = —1/5 — 7/5i. De aqui, se
obtiene que la solucién general de la ecuacion es

z(t) = cre™Y/% cos (7/5t) 4 coe™ /% sen (7/5t).
También

z(t) = —%e‘l/f’t(cl cos (7/5t) + casen (7/5t)) + e~ 1/%(=7/5¢1 sen (7/5t) + 7/5¢5 cos (7/5t)).
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Luego,
:L’(O) =cy, 1’(0) :71/5014*7/502

y de aqui se obtiene que ¢; =1y ¢y = 1/7. Asi, el modelo que modela el fenémeno es
x(t) = e~/ cos (7/5t) 4+ 1/7e~ /% sen (7/5t).
La posicién a los 10 segundos sera
2(10) = e ?(cos 14 4 1/7sen 14) (m) = 0,038 (m).
(¢) En esta nueva situacion, la posicién z(t) del bloque satisface el la ecuacién
0,524 0,2¢ +2+=0,5 =z(0)=1, 0)=0.

Es inmediato que z,(t) = 1/2 es un solucién particular de esta ecuacién, por lo tanto, su
solucion general serd

x(t) = cre™ % cos (7/5t) + cae™ /% sen (7/5t) +1/2,
y &(t) es como antes. En particular,
2(0)=c1+1/2 #(0) = —1/5¢1 + 7/5¢s.
Por tanto, ¢; = 1/2 y ¢co = 1/14. Es decir,
x(t) = 1/2e7Y/5% cos (7/5t) + 1/14e~ /5 sen (7/5t) + 1/2,
Al cabo de 10 segundos el bloque estaréd en la posiciéon
2(10) = (e7%(1/2cos 14 + 1/14sen(14)) + 1/2) (m) =~ 0,52 (m)

Rubrica:

Plantea correctamente el PVI que modela el fe- | 1-2 puntos
némeno.

Resuelve el problema de valor inicial y usa su | 1-4 puntos
solucion para determinar la posicién del bloque

Plantea el nuevo problema de valor inicial con- | 1-4 puntos
siderando la fuerza externa constante y lo re-
suelve
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2. Sea T : R* = R* la transformacién lineal definida por
T(l‘l, x9,T3, $4) = (—21‘1 — To + T3 — Ty, —To + 3x3,2x3, 211 + 229 — 223 + 1‘4).

(a) (4 puntos) Hallar una base B de R* de tal forma que la matriz asociada a T con respecto a B sea
diagonal.
(b) (4 puntos) Halle el las dimensiones del nticleo y la imagen de T

(¢) (4 puntos) Halle una base para la imagen de T'.

Solucién:

(a) SiC = {e1,ea,e3,e4} es la base candénica de R*, entonces

T61 = 7261 —+ 264,

Tey = —e1 — eg + 2ey,
Tes = e1 + 3eq + 2e3 — 2ey,
Tey = —e1 + e4.

Entonces, la matriz A asociada a T' con respecto a A es

-2 -1 1 -1
A=lo 0 3 o
2 2 =2 1
El polinomio caracteristico de A es
t+2 1 -1

pa(t) = det(tly — A) =

t+2 1 1
=@t—2)| 0 t+1 0
-2 -2 t-1

_ t+2 1
—(t—2)(t+1)’ o t—l‘

=@t-2)t+D[E+2)(t—1)+ 2]
=t(t—2)(t+1)2
Por tanto, los valores propios de A son

t=0,
t=2,
t=—1 (multiplicidad 2).

Para hallar los vectores propios v = (v1,v2,v3) de A debemos resolver la ecuacién

0, la ecuacién equivalente
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es decir

(t 4 2)v1 + v — v3 + V4 =0,
(t + 1)1}2 — V3 = 0,
(t — 2)1]3 = O,

—2v1 — 2v9 + 2v3 + (t - 1)114 =0.

= Para t = 0, obtenemos
vy = —2vy, v2 = v3 =0,
entonces,
Ey =gen{(1,0,0,—-2)}.

= Para t = 2, obtenemos
vg = w3, v1 =g =0,

entonces,
Es; =gen{(0,1,1,0)}.
= Para t = —1, obtenemos
V1 + v + vg :0, U3 :O,
entonces,

E_1 =gen{(1,-1,0,0),(0,1,0,—1)}.
Finalmente, podemos tomar
B=1{(1,0,0,-2),(0,1,1,0),(1,-1,0,0),(0,1,0,—1)}.

En esta base, la matriz de T es

00 0 0
02 0 0
Tls= 1o 0 -1 o
00 0 -1

(b) Esta informacién podemos obtenerla directamente de [T]g: como esta matriz tiene solo un 0 en
la diagonal, su nulidad es 1, lo que implica que dim N(7T") = 1. En consecuencia, dimIm(7T") = 3
(también se deduce del hecho que hay tres niimeros no nulos en la diagonal de [T]g).

(¢) Una imagen para T puede obtenerse de la base B. Se tiene que (1, 0,0, —2) genera a N(T') (pues
N(T') = Ey), por lo que {T(0,1,1,0),7(1,—-1,0,0),7(0,1,0,—1)} generan Im(7T"). Como cada
uno de los vectores (1,—1,0,0), (1,—1,0,0) y (0,1,0,—1) son vectores propios de T, podemos
concluir que

{(0,1,1,0), (1, ~1,0,0), (0,1,0, —1)}

es una base de Im(T).

Rubrica:
Halla una base B tal que [T']g es una matriz | 1-4 puntos
diagonal.
Halla las dimensiones de nticleo y la imagen | 1-4 puntos
de T
Halla una base para la imagen de T’ 1-4 puntos
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3. (10 puntos) Resuelva el problema de valor inicial

Yy = —6y1 —y2, 11(0) =2
Y =11 — 8y2, y2(0)=4

Solucién: La matriz asociada a este sistema es
-6 -1
A [ o - 8} .
Su polinomio caracteristico es

1 -1

- _|t+6 1| |t+7 —t-7] - 9
pA(t)—det(tfg—A)—'_l t+8‘_[_1 t+8}_(t+7)’_1 t+8’_(t+7).
Por tanto, t = —7 es el iinico valor propio de A y tiene multiplicidad 2. Los vectores propios asociados

a este valor son exactamente los vectores no nulos que son soluciones del sistema

a2 =0 2] - [0

esto es, son los multiplos no nulos de (1,1). Por tanto, una solucién para el sistema dado es

GRS I i

Sabemos que existe una segunda solucién de la forma
Yo (t) = e~ (v + tvs),
donde vs es un vector propio asociado a —7 y vy satisface
(A4 T7I)v = ve.
Si hacemos vy = (1,1), entonces vy satisface el sistema
b o)l -l
1 -1 |eo| ~ 1]
cuyas soluciones son de la forma (z3 + 1,22) Luego, podemos hacer v; = (2,1). Por tanto,
e = ([{ o []) =[G 0]
Por tanto, la solucién general del sistema es

o=l SET ]

Queremos hallar (c1,c2) de manera que v satisfaga v(0) = (2,4), esto es tal que

=0 )
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equivalentemente

=0 -1 )

Finalmente, el problema de valor inicial planteado es

e e T2+ tﬂ { 6

e 14+t | -2
Rubrica:
Calcula correctamente el polinomio caracteris- | 1-2 puntos
tico y los valores propios
Calcula correctamente los vectores propios 1-3 puntos
Halla una base para el espacio de soluciones 1-3 puntos
Resuelve el PVI 1-2 puntos
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4. (8 puntos) Se sabe que y;(t) = sent? es solucién de la ecuacién diferencial

ty” —y' +4t3y =0, t > 0.

Halle la solucién general de esta ecuacion.

Solucién: Primero dividimos la ecuacién por ¢ para obtener la ecuacién equivalente:

1
Yy’ — Ey’ +4t%y =0, t > 0.

Una segunda solucién ys linealmente independiente de y; es dada por

y2(t) = v()y1 (1), t >0,

donde

— S t 1 [ d 1 1

e ¢ U
= | ———dt= | ——dt== | —— == 2udu = —= cot 2.
v(®) / sen? t2 /sen2 12 2 / sen?u 2 /CSC wau 9
Luego, ya(t) = —% cott?sent? = —1 cost?. Por tanto, la solucién general de la ecuacién planteada
es
y(t) = c1sent? + ¢y cost?.
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. (10 puntos) Resuelva el prolema de valor inicial

y' +4y' +29y = e sen5t,  y(0) =5, y'(0) = —2.

Solucién: Este problema puede resolverse usando coeficientes indeterminados, pero es mas facil
usar transformadas de Laplace. Sea Y = L{y}. Aplicamos transformadas de Laplace a ambos lados

de la ecuacién planteada:
L{y"} +4L{y'} +29L{y} = L{e* sen5t},

asi

5
2 !
Yy — - 4(sY — 29 = —————
s sy(0) — y'(0) + 4(s y(0)) +29 (s +2)2 + 52
<= 5
2y _5 244sY —204+29Y = — ——
SY —95+2+44s * (s +2)2 452
< 5
>+454+29)Y = ————— +55+18
(" +ds + 20 = gl FO8F
=
_ 5 n 95+ 18
((s+2)2+52)2 ' (s+2)2 452
=
5 s+2 8 5
+5 +z :
(s+2)2+52)2 " (s +2)2+52 5 (s+2)+52
Therefore,

y=L{Y}=5L7" {M} +5L7 {(5+82)+22+52} - g,c

—

1 1 8
y=——e tcosbt + %e*% sen 5t + He 2t cos 5t + ge*% sen Ht.

10
Rubrica:

Aplica correctamente la transformada de La- | 1-2 puntos
place

Calcula correctamente Y (s) y la descompone | 1-3 puntos
en fracciones parciales

Aplica correctamente la transformada inversa | 1-3 puntos
de Laplace

Resuelve el PVI. 1-2 puntos
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