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I 

 

RESUMEN 

 

El péndulo invertido doble es un sistema dinámico complejo, es un carro que se mueve 

en una pista, con dos eslabones conectados en serie, y se estabilizan por la acción de 

un actuador. Sirve para modelar sistemas inestables, y facilita el aprendizaje de 

estrategias de control. El objetivo es construir un prototipo con un controlador para 

analizar su estabilidad ante perturbaciones. 

El desarrollo del proyecto consistió en realizar el modelo matemático del mecanismo y a 

su vez, construir el prototipo. Se usó un motor JGB37-520, 3 encoders E6B2-CW2Z, un 

Arduino MEGA2560 para adquisición de datos y acrílico para los eslabones. 

Posteriormente, se estimaron los parámetros del mecanismo y del motor para coincidir 

la simulación con la realidad a través de una experimentación. Se calculó el espacio de 

estados para diseñar un controlador LQR. El entorno virtual utilizada fue Simulink en 

Matlab, a través de este software se verificó la controlabilidad del sistema y finalmente, 

se implementó el controlador a la planta real para realizar el análisis dinámico. 

Los parámetros del motor coincidieron un 95%, mientras que las del mecanismo solo un 

75%. Cuando se ejecutó la simulación con estos valores, y una condición inicial de (0 

metros, 0.087 rad, 0.087 rad), el sistema se estabilizó en 5 segundos, con picos de voltaje 

de 15 voltios; sin embargo, cuando se implementó en la realidad, el sistema necesitaba 

40 voltios para que el actuador realice la acción de estabilización. Se concluye que el 

sistema es totalmente controlable a través del tiempo, y su respuesta dinámica real 

coincide con la dirección que toma en la simulación; sin embargo, la respuesta del 

sistema era lenta debido a las limitaciones del actuador. 

 

Palabras Clave: Péndulo invertido doble; LQR; Simulink; Arduino; Estimar parámetros.  
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ABSTRACT 

The double inverted pendulum is a complex dynamic system, it is a cart that moves on a 

track, with two links connected in series, and is stabilized by the action of an actuator. It 

is used to model unstable systems and facilitate the learning of control strategies. The 

objective is to build a prototype with a controller to analyze its stability against 

disturbances. 

The development of the project consisted of making the mathematical model of the 

mechanism and in turn, building the prototype. A JGB37-520 motor, 3 E6B2-CW2Z 

encoders, and an Arduino MEGA2560 for data acquisition and acrylic for the links were 

used. Subsequently, the parameters of the mechanism and the motor were estimated to 

match the simulation with reality through experiments. The state space was calculated to 

design an LQR controller. The virtual environment used was Simulink in Matlab, through 

this software the controllability of the system was verified and finally, the controller was 

implemented in the real plant to perform the dynamic analysis. 

The motor parameters matched 95%, while those of the mechanism matched only 75%. 

When the simulation was run with these values, and an initial condition of (0 meters, 0.087 

rad, 0.087 rad), the system stabilized in 5 seconds, with voltage peaks of 15 volts; 

however, when implemented, the system needed 40 volts for the actuator to perform the 

stabilization action. It is concluded that the system is fully controllable over time, and its 

real dynamic response matches the direction it takes in the simulation; however, the 

system response was slow due to the limitations of the actuator. 

Keywords: Double inverted pendulum; LQR; Simulink; Arduino; Estimate parameters. 
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CAPÍTULO 1 

1. INTRODUCCIÓN 

1.1 Descripción del problema 

El problema del péndulo doble invertido (PDI) es un ejemplo comúnmente usado en el 

campo de la ingeniería mecánica y de control para describir un sistema caótico. 

Principalmente por su naturaleza compleja y altamente inestable. El sistema del PDI lo 

componen dos barras articuladas, con rótulas en sus uniones que forman ángulos, 𝜃1, y 

𝜃2, respectivamente. Están conectadas en serie a un carro móvil, que puede desplazarse 

a una posición, 𝜃0, en sentido horizontal por la acción de una fuerza externa, 𝑢(𝑡). De 

esta manera, el carro busca mantener en posición vertical ambas barras, 𝜃1 = 𝜃2 = 0. 

Esto se evidencia en la Figura 1.1. 

 

Figura 1.1. Mecanismo de péndulo doble invertido 

Cabe destacar que el PDI es un sistema sub – actuado, ya que cuenta con dos partes 

que se mueven libremente; y una parte que se mueve de manera controlada usando un 

actuador. Es decir, la posición angular de ambos eslabones se controla mediante la 

interacción dinámica que tiene con el carro móvil. Para esto, se toman en cuenta 

parámetros clave, como la longitud y la inercia de las barras, la constante de torque y 

velocidad del motor – actuador, su voltaje, su resistencia, etc. 

Precisamente por esto, la comprensión del sistema dinámica del PDI requiere de la 

aplicación de técnicas avanzadas de control no lineal. Además, inmiscuye la 

implementación de algoritmos que sean capaces de adaptarse a situaciones reales, 

donde la estabilidad sea crucial. 
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1.2 Justificación del problema 

En la actualidad, el modelo de estabilización del PDI, se utiliza como base en diversos 

sistemas de control dinámico y corrección de trayectoria. Por ejemplo, los Programas 

Electrónicos de Estabilidad (ESP). En la actualidad, es usado obligatoriamente en la 

fabricación de automóviles. De acuerdo con (Luna & Tenesaca, 2007), el ESP permite 

conservar la dirección deseada del vehículo después de que se haya realizado alguna 

maniobra crítica de conducción y se haya perdido adherencia entre las llantas y el 

terreno. El ESP mide la posición angular de dirección y la velocidad de las ruedas para 

accionar el sistema de frenos y de tracción del vehículo. 

Además de sus múltiples usos en la robótica, (Garcia, 1999), ideó un modelo simplificado 

de la caminata bípeda de robots, basándose en la dinámica del péndulo doble y triple. 

Tres barras articuladas, se ubican tal como en la Figura 1.2, una masa puntual simula la 

cadera, y 2 masas más pequeñas, los pies, mientras que una rótula en uno de los 

eslabones hace la función de una rodilla y permite que oscile para generar pasos. El ciclo 

comienza con los pies asentados en el terreno. Luego, la barra con la rótula oscila hasta 

que ambas queden alineadas como en el principio. Finalmente, se pone rígida, emulando 

un solo eslabón, para realizar un movimiento de compás y después, repetir el ciclo. 

 

Figura 1.2. Relación del ciclo de caminata bípeda con péndulo invertido. 

De tal manera que el problema del PDI, se podría extrapolar a cualquier otro sistema 

donde se busca garantizar que un cuerpo alcance un estado deseado, mediante la 

interacción dinámica de sus componentes. Precisamente por esto, la investigación y el 

desarrollo de algoritmos de control de estabilidad para estos sistemas, tienen un impacto 

significativo en el progreso tecnológico e industrial, y a su vez, fomentan la innovación. 
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1.3 Objetivos 

1.3.1 Objetivo General 

Construir un prototipo del mecanismo de péndulo invertido doble mediante un controlador 

digital que regule su estabilidad frente a perturbaciones, con el fin de analizar su 

comportamiento dinámico. 
 

 

 

 

1.3.2 Objetivos Específicos  

1. Diseñar un sistema de control utilizando las herramientas de MATLAB y 

SIMULINK para implementar estrategias de control avanzadas que aseguren la 

estabilidad del péndulo. 

2. Desarrollar y construir un prototipo funcional de péndulo invertido doble, 

implementando los componentes necesarios para su control y estabilidad, para 

evaluar el diseño propuesto. 

3. Realizar pruebas experimentales del péndulo invertido doble utilizando el prototipo 

construido, para analizar su comportamiento bajo distintos escenarios de 

perturbación y validad la efectividad del sistema de control implementado. 
 

 

 

 

 

1.4 Marco Teórico 

1.4.1 Retroalimentación de un sistema de control 

Una planta es un conjunto de componentes que interactúan entre sí, con el fin de realizar 

un objetivo determinado. La planta recibe una señal de entrada, 𝑢(𝑡), y emite una señal 

de salida, 𝑦(𝑡). No obstante, cuando está en presencia de perturbaciones, 𝑧(𝑡), se 

interrumpe el estado deseado del sistema, haciendo que sea necesario cuantificarla 

mediante sensores, con una variable de medida, 𝑦𝑚(𝑡). Posteriormente, se compara con 

la entrada y repercute en una señal de regulación, 𝑣𝑐(𝑡), que corrija la salida con un 

actuador, 𝑣𝑎(𝑡), y a su vez, disminuya el error, 𝑒(𝑡), del proceso.  

Todo este proceso se lo puede evidenciar en el diagrama de bloques de lazo cerrado 

presentado en la Figura 1.3, precisamente, el principio fundamental de un sistema de 

control de estabilización es la retroalimentación. 
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Figura 1.3. Sistema de control de lazo cerrado. 

Según comenta, (Abhishek, 2024), en sistemas dinámicos complejos, como es el caso 

del PDI, se integran los controles de posición, velocidad y aceleración para poder tener 

un desplazamiento preciso y eficiente. El control de posición hace que un componente 

llegue a la ubicación correcta, la velocidad regula el ritmo del movimiento y el control de 

aceleración, provoca transiciones suaves en el cambio de velocidades. 

 

Figura 1.4. Sistema de control de lazo abierto. 

Por otro lado, el sistema que se presenta en la Figura 1.4, se presenta un diagrama de 

bloques de lazo abierto, es decir, no tiene retroalimentación, por lo tanto, no hay 

componente que midan la salida del sistema, 𝑦(𝑡), cabe destacar que, antes la presencia 

de perturbaciones de gran magnitud, 𝑧(𝑡), el sistema nunca alcanzará su estado 

deseado. 

1.4.2 Algoritmo Software in Loop (SiL) y Hardware in Loop (HiL) 

El SiL y el HiL son pruebas avanzadas para validar códigos en sistemas de estabilización 

durante el desarrollo de proyectos. El SiL se implementa en etapas tempranas, testea el 

sistema en un entorno virtual, mediante la simulación de entradas y salidas de la planta 

a través de su modelo matemático, para luego implementar el sistema de control y 

validarlo; tal como se muestra en la Figura 1.5, uno de los softwares más utilizados es 

Matlab, a pesar de que también existen otros, como SciLab o Modelica. De acuerdo con 
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(Quiroz, 2020) una de las ventajas de este algoritmo es que no necesita de ningún 

prototipo físico para ser implementado, permite anticipar errores en la experimentación y 

hace que el código sea más eficiente.  

 

Figura 1.5. Diagrama de bloques de Software in Loop (SiL) 

Por el contrario, el HiL se lo implementa en etapas intermedias. En este punto, las 

ecuaciones del sistema son integradas a los componentes y controles físicos. Esto 

mejora la calidad de las pruebas al momento de validar el código. Para este algoritmo, 

la planta física necesita una tarjeta de adquisición de datos para recibir y enviar la señal 

eléctrica que va a ser retroalimentada en el sistema para tener la respuesta deseada. Tal 

como se observa en la Figura 1.6. la tarjeta de adquisición de datos que se usa 

comúnmente para implementar la comunicación es Arduino; según (Palanisamy, 2022) 

esta es recomendada para proyectos de pequeño alcance, no obstante, para proyectos 

de naturaleza industrial, un PLC o un microcontrolador más robusto es lo ideal. 

 

Figura 1.6. Diagrama de bloques de Hardware in Loop (HiL) 
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1.4.3 Modelos matemáticos. 

El modelo matemático de un sistema dinámico, son las ecuaciones eléctricas y 

mecánicas que describen su comportamiento con precisión y sirven para realizar 

predicciones cuando el sistema se encuentre en una circunstancia en particular. Es 

necesario tener en cuenta que, un modelo matemático NO es único para un sistema, 

sino que depende en gran medida del enfoque y la perspectiva que el usuario ponga 

sobre la planta. 

De acuerdo con (Guevara, 2016), a veces es más conveniente usar un cierto modelo 

matemático en lugar de otros; por ejemplo, para sistemas de respuesta transitoria, donde 

sólo hay una entrada, y una salida que no varían en el tiempo, lo más recomendado es 

usar una función de transferencia (FT). En este caso, si el sistema es estable, la 

respuesta del sistema tiende a cero, cuando el tiempo tiende a infinito. Por otro lado, 

para problemas como el PDI, donde las entradas y las salidas evolucionan a través del 

tiempo, lo recomendado es usar ecuaciones en espacios de estado. 

1.4.4 Ecuación de Lagrange para describir espacios de estado. 

Las ecuaciones de Lagrange son utilizadas para describir la trayectoria dinámica de un 

sistema como el PDI. Principalmente por sus múltiples grados de libertad, ya que este 

análisis matemático, logra simplificarlo mediante un balance de energía cinética y 

potencial. Este análisis se lo denomina Lagrangiano y se lo representa en la (𝐸𝑐. 1.1). 

Según comenta (Gaona & Niño, 2022), utilizar las leyes de mecánica clásica de Newton 

para describir sistemas dinámicos complejos sería computacionalmente poco eficiente. 

Esto es debido a alto número de variables y ecuaciones complejas que involucraría. 

𝐿(𝑞, 𝑞̇, 𝑡) = 𝑇(𝑞, 𝑞̇, 𝑡) − 𝑉(𝑞, 𝑡)          (1.1) 

En esta ecuación, 𝐿 es el Lagrangiano, 𝑇 es la energía cinética y 𝑉 es la energía 

potencial. Mientras que las variables independientes son: 𝑞, que son las coordenadas 

generalizadas; 𝑞̇, son las velocidades generalizadas y 𝑡, que es el tiempo. De tal modo 

que, usando coordenadas generalizadas se facilita el análisis dinámico ya que se 

adaptan a las restricciones del sistema y reducen las variables; en comparación a que si 

se usan las coordenadas cartesianas (𝑥, 𝑦, 𝑧) 
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Sin embargo, es necesario tener en cuenta que todo nace del principio de mínima acción, 

que describe a todas las posibles trayectorias que un sistema puede tomar al moverse o 

desplazarse de un punto a otro y se describe mediante la (𝐸𝑐. 1.2), también es conocida 

como la función de disipación del sistema. 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑞̇𝑖
) − (

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖
) = 0          (1.2) 

Donde las variables son las mismas que las de ecuación de energía de Lagrange, sin 

embargo, el sufijo “𝑖” tiene el siguiente rango: (1 ≥ 𝑖 ≥ 𝑛) donde, 𝑛, son los grados de 

libertad que tiene el sistema. 

1.4.5 Espacios de estado. 

El espacio de estado permite relacionar las variables de entrada, las variables de salida 

y las variables de estado interno mediante ecuaciones diferenciales linealizadas de orden 

n. De tal manera que, las variables de estado interno representan de forma compacta el 

comportamiento pasado que ha tenido el sistema. Sin embargo, a medida que aumenta 

el tiempo de respuesta, el vector tiene una transición que le permite conocer su 

comportamiento futuro; dando lugar así, a un espacio de estado que tiene “n” 

dimensiones, de acuerdo con las “n” variables de estado que lo conforman. 

 

Figura 1.7. Diagrama de bloques de espacios de estado 

El diagrama de bloques de la Figura 1.7 se representa un modelo de espacio de estado, 

y sus ecuaciones correspondientes se presentan en la (𝐸𝑐. 1.3) y en la (𝐸𝑐. 1.4). 

𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐵(𝑡)𝑢(𝑡)          (1.3) 

𝑦(𝑡) = 𝐶(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐷(𝑡)𝑢(𝑡)          (1.4) 
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En este sistema de ecuaciones: 𝑥(𝑡) es el vector de estados; 𝐴(𝑡) es la matriz de estados; 

𝐵(𝑡) es la matriz de entrada; 𝑢(𝑡) es el vector de entradas; 𝑦(𝑡) es el vector de salida; 

𝐶(𝑡) es la matriz de salida; 𝐷(𝑡) es la matriz de transmisión directa. Con estas variables 

se tiene el comportamiento dinámico del sistema y puede traducirse en la trayectoria que 

sigue el PDI, a través del espacio, en un determinado periodo de tiempo. 

1.4.6 Actuadores mecánicos. 

Un actuador mecánico, es el componente de la planta que se encarga de convertir la 

energía eléctrica, en un par mecánico. Este par es transferido a una carga puntual, 

provocando que cambie su velocidad y su posición. Es decir que, el control de posición 

y velocidad de la carga se logra mediante el accionamiento directo del actuador 

mecánico. Por lo tanto, es indispensable conocer las características del sistema 

equivalente para poder realizar de forma correcta el modelo matemático de toda la 

planta. 

 

Figura 1.8. Diagrama de actuador mecánico de corriente directa. 

Tal como se observa en la Figura 1.8. El sistema tiene componente mecánicos y 

eléctricos. Un voltaje, 𝑣(𝑡), se suministra al circuito, con una corriente, 𝑖(𝑡), pasa por una 

resistencia, 𝑅, y una inductancia, 𝐿, que almacena la energía magnética. Esto genera 

una fuerza electromotriz inducida, que es proporcional al producto de la velocidad 

angular, 𝜔𝑠(𝑡), por el par mecánico, 𝑇(𝑚), que provoca un movimiento rotatorio en el eje, 

con un momento de inercia, 𝐽. 

1.4.7 Sensores 

Un sensor es un componente intermediario del sistema, es decir, lee la variable física de 

interés dentro de la planta y entrega una salida manipulable para el control del actuador. 
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De acuerdo con (Corona, Abarca, & Mares, 2014), se puede distinguir a un sensor de 

otro debido a sus características dinámicas y estáticas. En la Tabla 1.1, se puede 

observar cómo se clasifican: 

Tabla 1.1. Características estáticas y dinámicas del sensor 
 

 

 

 

 

 

Características dinámicas Características estáticas 

Tiempo de 

respuestas: 

Periodo transcurrido 

desde que la magnitud 

sensada cambia y el 

sensor lo detecta 

Sensitividad: 

La entrada mínima que requiere 

el sistema para que genere una 

salida 

Rango: 
El intervalo entre el valor mínimo 

y máximo detectable 

Histéresis: 

Capacidad para seguir la 

curva de salida ideal a la 

tendencia de los cambios 

de variable física 

Precisión: 
Grado de repetitividad de una 

medida 

Exactitud: 
La diferencia entre la salida del 

sensor y el valor real 

Linealidad 

dinámica: 

Capacidad para seguir la 

curva de salida cuando la 

magnitud física, 

representa cambios 

repentinos 

Linealidad 

estática 

Desviación que representa el 

sensor entre la curva 

proporcionada y la salida actual 

Resolución 

El cambio más pequeño de la 

magnitud fpisica que es posible 

registrar 

 

De tal manera que las características estáticas se refieren a aquellas que no cambian en 

función del tiempo, o también, a la reacción que tiene el sensor en condiciones de trabajo 

estable. Por el contrario, las características dinámicas, describen al sensor en 

situaciones cambiantes, en función del tiempo. Cabe destacar que, el sensor, una vez 

captada la señal, envía la señal a un dispositivo programable que ejecutará el actuador. 

En el caso del PDI, se utilizan sensores para obtener lecturas precisas de las condiciones 

de la planta, principalmente los ángulos de los eslabones y la posición del carro móvil. 
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CAPÍTULO 2 

2. METODOLOGÍA 

La metodología para llevar a cabo el proyecto ha sido diseñada para integrar la parte de 

la simulación, con la parte de la implementación del PDI, como se ilustra en la Figura 2.1.  

 

Figura 2.1 Diagrama de flujo de metodología. 

En primeras instancias, con la especificación de las funciones y parámetros del péndulo, 

se estipuló los resultados esperados del péndulo. Posteriormente, se llevó a cabo la 

construcción del sistema físico mediante la selección de sus componentes y materiales. 

A su vez, se desarrolló la descripción matemática del PDI, el cual inmiscuye el modelo 

del sistema carro – péndulo inferior – péndulo superior y el subsistema del motor. Con el 
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modelo matemático y la planta construida en físico, se realizó una estimación de 

parámetros que posteriormente se validaron mediante una experimentación, con el fin 

de asegurar que el modelo sea lo más cercano posible a la realidad.  

Después, comienza la etapa de diseñar el sistema de control, donde se evidenció las 

entradas, salidas y controlador(es) del sistema para garantizar su estabilidad. A 

continuación, se realizó la sintonización del controlador, para optimizar su 

comportamiento. Finalmente, se hizo la implementación en la planta real para evaluar su 

rendimiento y realizar el análisis dinámico, comparando la simulación con la realidad. 

2.1 Selección de componentes eléctricos y mecánicos 

El diseño del péndulo inmiscuye componentes eléctricos y mecánicos que definieron la 

configuración de su estructura, su funcionabilidad y diseño. A continuación, se enlistan 

los componentes que conforman el sistema, además de las razones principales de su 

elección. Todos los planos pertinentes se encuentran en el Apéndice A. 

2.1.1 Riel de movimiento 

El riel es el componente en el cual se va a mover el carro, se escogió el perfil OB2020 – 

V Slot, debido a su disponibilidad en el mercado ecuatoriano. Además de que es 

comúnmente usado en aplicaciones que requieren movimientos lineales precisos, como 

impresoras 3D y máquinas CNC. De acuerdo con el distribuidor (Rambal, 2024), permite 

el montaje de ruedas, sin ranurarse ni torcerse, haciendo que las líneas de 

desplazamiento sean más limpias, esto se puede observar en la Figura 2.2. Cabe 

destacar que está fabricado de aluminio negro anodizado, es decir, es robusto ante 

cargas pesadas, ya que tiene una resistencia de 1300 lb/in2. 

 

Figura 2.2. OB2020 – V SLOT 
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2.1.2 Carro móvil 

Se escogió una placa deslizante por su disponibilidad, y especialmente, por su 

compatibilidad con el perfil OB2020 – V Slot, que se mencionó anteriormente. De acuerdo 

con el distribuidor (Rambal, 2024), su material es de aluminio 6061 – T5, con una 

resistencia a la tracción de 190 MPa y sus ruedas están hechas de Delrin, un 

termoplástico de alta calidad, que presenta buena resistencia a esfuerzos mecánicos. 

Tal como se puede observar en la Figura 2.3, este carro tiene la particularidad de tener 

2 ranuras en los extremos, por los cuales se puede colocar una correa dentada de hasta 

10mm. 

 

Figura 2.3. Carro – placa deslizante 

2.1.3 Tarjeta de adquisición de datos 

Para la selección de este componente se tuvo en cuenta que el ambiente de simulación 

y control será Simulink y Matlab. Se escogió la tarjeta Arduino MEGA 2560, (Figura 2.4) 

debido a su compatibilidad con el ambiente de programación.  

Por otro lado, existen librerías como “Simulink Support Package for Arduino Hardware”; 

“Instrument Control Toolbox”; “Control System Toolbox”; etc, que permiten programar 

con más facilidad. Otro aspecto importante es que el Arduino MEGA 2560 cuenta con 54 

pines; 15 de ellos son para salidas PWM, 4 salidas de tipo UART y un oscilador 16 MHz 

(ARDUINO, 2024). La distribución de los pines se encuentra en el Apéndice D del 

presente informe. 
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Figura 2.4. Arduino MEGA 2560. 

2.1.4  Sensores de posición 

Existe una amplia gama de tipos de sensores de posición utilizados en la industria, no 

obstante, se redujo a 3 opciones que permitan la adquisición de datos fiables, tanto de 

la posición angular de los eslabones, como de la posición lineal del carro. Estas son: 

potenciómetros, sensores ópticos incrementales, y sensores magnéticos. 
 

 

 

- Los potenciómetros son los más comunes, consiste en una perilla que gira alrededor 

de una pista resistiva, el giro hace que se altere la tensión en sus terminales de salida, 

haciendo posible la lectura del desplazamiento.  

- Los sensores ópticos incrementales, se denominan “encoders” y utilizan un 

fotodetector, que emite una señal de posición acorde a la variación de luz que recibe 

una rejilla en su interior.  

- Los sensores magnéticos, utilizan el principio de efecto Hall para su funcionamiento, 

consiste en un sensor que detecta el cambio en el campo magnético, creado por un 

imán que se desplaza en su interior.  

En la Tabla 2.1, se pueden observar las ventajas y desventajas de cada uno de ellos. 
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Tabla 2.1. Ventajas y desventajas de sensores de posición. 

Sensor Ventajas Desventajas 

Potenciómetro 

• Económico 

• Diseño sencillo y ligero 

• Son comúnmente usados, 

es decir, fácil adquisición en 

el mercado 

• Se desgastan con mucha 

facilidad 

• Las vibraciones alteran su 

lectura 

• Alcanzan altas temperaturas 

en operaciones prolongadas 

Sensor óptico 

• Precisión y resolución de 

alta gama 

• Salida digital sin ruido 

• Alta velocidad de respuesta 

• Son de gran tamaño 

• La presencia de polvo 

puede afectar el sensor 

óptico 

Sensor 

magnético 

• Alta resistencia a impactos y 

choques severos 

• Diseño robusto 

• Alta histéresis 

• No puede estar cerca de 

materiales que emitan 

campos magnéticos 

considerables 

• Costoso 

 

Los criterios seleccionados fueron los siguientes: 

Tabla 2.2. Criterios de selección para sensores de posición 

Criterio Denominación Significado 

Lectura 

precisa 
A 

Es la capacidad de medir el valor requerido con 

exactitud, si el sensor presenta errores de histéresis, 

de linealidad, o errores de repetibilidad, entonces 

bajará su puntuación. 

Costo B 

Es el precio del sensor en el mercado local, o en su 

defecto, el precio de importación, en caso de que el 

sensor no se encuentre con facilidad. 

Sensibilidad 

de daños 
C 

Es la adaptabilidad que presente el sensor para 

trabajar ante condiciones anormales de temperatura, 

vibración, impactos inesperados, etc. 

Facilidad de 

integración 
D 

Evalúa el diseño del sensor y su facilidad para 

integrarse dentro del sistema, es decir, la posición del 

cableado, su peso, etc. 

 

A continuación, se presenta una tabla que enfrenta cada uno de los criterios entre ellos, 

con el fin de ponderarlos y ordenarlos de acuerdo con su importancia en el proyecto del 
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péndulo invertido doble. Este método se denomina comparación por pares, y sirve para 

la matriz de selección les dé más importancia a los criterios con más peso. 

Tabla 2.3. Comparación por pares de criterios de selección de sensores 

Comparación por pares A B C D 

A VS B X    

A VS C X    

A VS D    X 

B VS C  X   

B VS D    X 

C VS D   X  

PUNTUACIÓN 2 1 1 3 

PONDERACIÓN 0.33 0.17 0.17 0.33 

 

La Tabla 2.3 indica que los criterios A y D, es decir, lectura precisa y facilidad de 

integración, tienen un mayor peso para decidir qué sensor usar, antes los criterios 

restantes, B y C: costo y sensibilidad de daños. 

Finalmente, para elegir el sensor que se usó en el proyecto, se dispone de la matriz de 

decisión en la Tabla 2.4. 

Tabla 2.4. Matriz de decisión para la selección del sensor de posición. 

Criterio % 
Potenciómetro Sensor óptico Sensor magnético 

Nota Puntaje Nota Puntaje Nota Puntaje 

Lectura precisa 33 2 0.66 5 1.65 4 1.32 

Costo 17 5 0.85 3 0.51 2 0.34 

Sensibilidad a 

daños 
17 2 0.34 4 0.68 5 0.85 

Facilidad de 

integración 
33 5 1.65 4 1.32 2 0.66 

Total 100 14 3.5 16 4.16 13 3.17 

 

Tal como se puede observar en la Tabla 2.4, la opción ganadora es el sensor óptico 

incremental, para la construcción del prototipo, específicamente se usó el modelo E6B2 

– CW2E (Figura 2.5) con resolución de 1000 P/R. Cabe destacar que, el modelo E6B2 – 

CW2E, tiene una salida de 3 voltios aproximadamente, lo cual significa que es compatible 
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con el Arduino MEGA 2560. Se puede observar su Datasheet con la información más 

relevante en el Apéndice C. 

 

Figura 2.5. Sensor E6B2 – CW2E 

2.1.5 Eslabón 

El péndulo se realizó con una placa de acrílico de espesor 9mm del cual se tenía 

disponibilidad un retazo de (360 x 360) mm. Ambos eslabones tienen el mismo diseño 

realizado en Solidworks, tal como se observa en la Figura 2.6, cabe destacar que se 

realizó agujeros de 8 mm en la parte superior, esto con el fin de unir tonillos de sujeción 

entre el eslabón y el encoder E6B2 – CW2E. El diseño se maquinó mediante corte láser  

  

Figura 2.6. Eslabón de acrílico para el péndulo doble invertido 



 

 

17 

 

2.1.6 Bases y soportes 

De igual manera, para aprovechar la disponibilidad del acrílico a nuestra disposición, se 

diseñó las placas que iban a sostener los eslabones encima del carro y también, los 

encoders; uno en cada eslabón y uno más en el extremo del riel, que sirvió para medir 

la posición lineal. El espesor de 9 mm que tenía sirvió para poder fijarlos a una superficie 

plana y darle estabilidad al péndulo invertido doble. El proceso de manufactura consistió 

en corte láser, en las siguientes figuras, se presenta una vista frontal de todas las bases 

y soportes que se usaron. 

 

Figura 2.7. Base que sostiene los eslabones en el carro 

 

Figura 2.8. Base que sostiene el encoder 
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2.1.7 Motor actuador 

Para la selección de este componente, se tuvo en cuenta la masa de todo el sistema que 

se iba a mover; es decir, carro – eslabón inferior – eslabón superior, esto también incluye 

todas las uniones y todos los soportes necesarios que tiene cada componente. Además 

de la geometría de la rueda del carro. Esto es para calcular el torque mínimo para que el 

carro salga de su estado de reposo, venciendo las fuerzas de fricción. 

El diseño del péndulo es simétrico, es decir, el peso está proporcionalmente distribuido 

en las 4 ruedas del carro móvil. El torque mínimo se obtiene con la siguiente ecuación: 

𝜏𝑚𝑖𝑛 = 𝑓𝑟 ∗ 𝑟 = (𝜇𝑠 ∗ 𝑁) ∗ 𝑟        (2.1) 

Donde, 𝜇𝑠, es el coeficiente de fricción estática entre el caucho de la rueda del auto y el 

aluminio, 𝑁, es el valor de la normal, que es ¼ del peso total, y finalmente, r, es el radio 

de las ruedas del auto. 

No obstante, para que el péndulo pueda estar preparado para futuras expansiones 

(péndulo triple invertido), se seleccionó un motor con un mayor torque del necesario. 

Para esto, se usó un motor reductor JGB37 – 520 DC 12V (Figura 2.9). De acuerdo con 

el distribuidor, (NovatronicEc, 2020), este modelo es ideal para la construcción de robots, 

tiene una velocidad nominal de 960 RPM, con un torque aproximado de 0.3 kg*cm debido 

a su reducción de 6.25. Para más información referencial de su velocidad, dirigirse al 

apéndice B. 

  

Figura 2.9. Motor JGB37 - 520 

2.1.8 Driver controlador y fuente de alimentación 

Para poder modificar la velocidad y la dirección del motor se usó un puente H; el modelo 

escogido depende de la corriente y voltaje suministrado por la fuente. Para la fuente, se 
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disponía de una fuente de modelo EPS12W0 – 16, con una entrada AC (100 – 240 V ~ 

0.5A) y una salida DC (15 V ~ 3A). La cual estaba dentro del rango de operación del 

motor (9V – 40V), por lo tanto, se escogió un Driver que soporte las condiciones 

anteriormente mencionadas. En esta ocasión, se optó por un IBT2 – 43A; su información 

de referencia está en el Apéndice E. 

 

Figura 2.10. Puente H, IBT2 – 43A 

2.1.9 Polea y correa dentada 

La polea que va sujeta al eje del motor y al eje del encoder; todos estos elementos tenían 

un diámetro de 6.50 mm, por lo tanto, se seleccionó una polea dentada de diámetro 6.35 

mm, que se ajusta con el eje mediante un tornillo prisionero Allen M3. Por cuestión de 

disponibilidad, se seleccionó una de 20 dientes, con código GT2 – W6 – 20T – 6.35mm, 

y una correa dentada de longitud 2.3 metros que se fijó al carro móvil mediante sus 

ranuras laterales y una brida. De acuerdo con el fabricante (Naylamp, 2024), está 

fabricada de aluminio, es comúnmente utilizada en sistemas de impresión 3D. 

 

Figura 2.11 Polea GT2 – W6 – 20T – 6.35mm 
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2.2 Ensamble del prototipo. 

El diseño final del sistema se muestra en la Figura 2.12, está ensamblado en base a los 

componentes que se mencionaron en el apartado anterior. El riel es la base del péndulo, 

se fijó sobre una superficie horizontal para que el sistema tenga estabilidad estructural. 

En el extremo derecho se encuentra el motor con su respectiva base, fijado al riel, y en 

el extremo izquierdo se fijó el encoder de la misma manera. Tanto el motor como el 

encoder tienen una polea GT2 acoplada a sus ejes y están conectados mediante la 

banda dentada al carro móvil. 

Sobre el móvil se encuentra la base para colocar los eslabones, cada uno con su 

respectivo encoder, que tiene una polea GT2 para simular una articulación rotacional. 

Este diseño permite que cada eslabón gire libremente. 

 

Figura 2.12. Ensamble del prototipo del PDI. 

Los componentes se encuentran numerados y se detallan a continuación: 

• Enconder incremental E6B2 – CWZ6C   1 

• Motor JGB37 – 520      2 

• Placa deslizante       3 

• Riel de movimiento, perfil V SLOT    4 

• Eslabón de acrílico con espesor de 9 mm   5 

• Soporte de carro – encoder      6 
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• Soporte de motor       7 

• Soporte de encoder que mide posición lineal   8 

 

Figura 2.13. Diagrama de conexiones eléctricas. 

En la Figura 2.13, se presenta el esquema de conexiones eléctricas, donde se conectó 

una fuente de 15 voltios al motor DC mediante el driver IBT2, usando las señales de 

PWM transmitidas por el Arduino MEGA 2560. Los encoders se conectaron a los pines 

interruptores del Arduino para medir la posición, con una tierra común para todo el 

sistema. El Arduino MEGA 2560, procesa la señal del sistema y genera la señal para el 

motor. 

2.3 Modelo matemático del sistema 

Para obtener el modelo matemático del sistema, se empezó por realizar las siguientes 

suposiciones: 

• Todos los materiales y componentes del péndulo son cuerpos rígidos 

• La correa GT2 no tiene cambios de longitud en su desplazamiento 

• Las articulaciones del sistema son ideales, es decir, no presentan holgura ni 

tampoco fricción. 
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En la Figura 1.1. se presenta una imagen que contine las fuerzas que intervienen en el 

sistema dinámico. La única entrada es una fuerza u(t), que es ejercida por el motor, y 

hace que el carro se desplace a la derecha o a la izquierda, según lo requiera el sistema, 

para estabilizarse. Los términos del sistema se resumen en la Tabla 2.5. 

Tabla 2.5. Términos principales del sistema 

Variable Significado Unidad 

𝜽𝟎 Posición lineal del carro Metros (m) 

𝜽𝟏 Posición angular del eslabón inferior Radianes (rad) 

𝜽𝟐 Posición angular del eslabón superior Radianes (rad) 

𝑳𝟏 Longitud del péndulo inferior Metros (m) 

𝑳𝟐 Longitud del péndulo superior Metros (m) 

𝒍𝟏 
Longitud desde la base hasta el centro de 

masa del eslabón inferior 
Metros (m) 

𝒍𝟐 
Longitud desde la base hasta el centro de 

masa del eslabón inferior 
Metros (m) 

𝑰𝟏 Inercia del eslabón inferior Kg * m2 

𝑰𝟐 Inercia del eslabón superior Kg * m2 

𝒎𝟎 Masa del carro Kilogramos (kg) 

𝒎𝟏 Masa del eslabón inferior Kilogramos (kg) 

𝒎𝟐 Masa del eslabón superior Kilogramos (kg) 

 

En primeras instancias, se plantearon las ecuaciones de posición y velocidad de cada 

uno de los cuerpos (carro, eslabón inferior, eslabón superior), estas ecuaciones se 

muestran en la Tabla 2.6 y la Tabla 2.7 respectivamente. 

Tabla 2.6. Ecuaciones de desplazamiento del sistema 

Masa Desplazamiento en x Desplazamiento en y 

Masa 0 𝑚0,𝑥 = 𝜃0       (𝟐. 𝟐) 𝑚0,𝑦 = 0          (𝟐. 𝟑) 

Masa 1 𝑚1,𝑥 = 𝜃0 + 𝑙1 ∗ sin(𝜃1)         (𝟐. 𝟒) 𝑚1,𝑦 = 𝑙1 ∗ 𝑐𝑜 𝑠(𝜃1)         (𝟐. 𝟓) 

Masa 2 𝑚1,𝑥 = 𝜃0 + 𝐿1 ∗ sin(𝜃1) + 𝑙2 ∗ sin(𝜃2)   (𝟐. 𝟔) 𝑚1,𝑦 = 𝐿1 ∗ cos(𝜃1) + 𝑙2 ∗ cos(𝜃2)     (𝟐. 𝟕) 
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Tabla 2.7. Ecuaciones de velocidad del sistema. 

Masa Velocidad en x Velocidad en y 

Masa 0 𝑣𝑚0,𝑥 = 𝜃0̇       (𝟐. 𝟖) 𝑣𝑚0,𝑦 = 0        (𝟐. 𝟗) 

Masa 1 𝑣𝑚1,𝑥 = 𝜃0̇ + 𝑙1 ∗ 𝜃1̇ ∗ 𝑐𝑜 𝑠(𝜃1)     (𝟐. 𝟏𝟎) 𝑣𝑚1,𝑦 = −𝑙1 ∗ 𝜃1̇ ∗ 𝑠𝑖 𝑛(𝜃1)       (𝟐. 𝟏𝟏) 

Masa 2 𝑣𝑚2,𝑥 = 𝜃0̇ + 𝐿1 ∗ 𝜃1̇ ∗ cos(𝜃1) + 𝑙2𝜃2̇ cos(𝜃2) (2.12) 𝑣𝑚2,𝑦 = −𝐿1𝜃1̇𝑠𝑖 𝑛(𝜃1) − 𝑙2𝜃2̇𝑠𝑖 𝑛(𝜃2)    (𝟐. 𝟏𝟑) 
 

Para luego describir su movimiento en función de su energía potencial y cinética. En la 

Tabla 2.8 se presentan las ecuaciones correspondientes.  

Tabla 2.8. Ecuaciones de energía cinética y potencial 

Masa Ecuaciones de energía 

Masa 0 
T0 =

1

2
m0(θ0)2̇         (𝟐. 𝟏𝟒) 

U0 = 0         (𝟐. 𝟏𝟓) 

Masa 1 
T1 =

1

2
m1(θ0)2
̇

+ 2 ∗ θ0̇ ∗ l1 ∗ θ1̇ + l1
2 ∗̇ (θ1)

2         (𝟐. 𝟏𝟔) 

U1 = m1g ∗ l1 ∗ co s(θ1)            (𝟐. 𝟏𝟕) 

Masa 2 

T2 =
1

2
m2(θ0)2
̇

+  𝐿1
2θ1

2 + l2
2θ2

2  + 2θ0̇l1θ1̇Cosθ1 + 2θ0̇l2θ2̇Cosθ2

+ 2l1l2θ1̇Cos(θ1 − θ2)            (𝟐. 𝟏𝟖) 

U2 = m2g ∗ l1 ∗ cos(θ1) + l2 ∗ cos(θ2)                  (𝟐. 𝟏𝟗) 

 

Posteriormente, se obtuvo el Lagrangiano, es decir, la diferencia entre la energía cinética 

y la energía potencial de todo el sistema, tal como se muestra en las ecuaciones 2.20 y 

2.21. 

𝐿 = (𝑇0 + 𝑇1 + 𝑇2) − (𝑈0 + 𝑈1 + 𝑈2)                         (𝟐. 𝟐𝟎) 

L =
1

2
θ2
2̇(m0 +m1 +m2) +

1

2
θ1
2̇(m1l1

2  +  m2L1
2 + 𝐼1) +

1

2
θ2
2̇(m2l2

2 + 𝐼2) 

+θ0̇θ1̇(m1l1Cosθ1 + m2l1Cosθ1) + θ0̇θ2̇m2L2Cosθ2 + θ1̇θ2̇m2L1l2Cos(θ1  − θ2) 

−m1gl1Cosθ1 −m2gl1Cosθ1 −m2gl2Cosθ2               (𝟐. 𝟐𝟏) 
 

El siguiente paso fue calcular la derivada parcial y la derivada con respecto al tiempo 

para cada masa y su velocidad, para tener el sistema de disipación de Rayleigh, este 

sistema de ecuaciones, (Ec. 2.22), toma en cuenta todos los elementos que causan 

disipación de energía en el péndulo. 
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(𝟐. 𝟐𝟐)      

{
 
 
 

 
 
 
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕

𝜕𝜃0̇
) 𝐿 − (

𝜕

𝜕𝜃0
) 𝐿 + (

𝜕

𝜕𝜃0̇
)𝐷 = 𝑈(𝑡) 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕

𝜕𝜃1̇
) 𝐿 − (

𝜕

𝜕𝜃1
) 𝐿 + (

𝜕

𝜕𝜃1̇
)𝐷 = 0

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕

𝜕𝜃2̇
) 𝐿 − (

𝜕

𝜕𝜃2
) 𝐿 + (

𝜕

𝜕𝜃2̇
)𝐷 = 0

 

Los resultados se presentan en la Tabla 2.9 

Tabla 2.9. Ecuaciones para sistema de Rayleigh 

Masa Ecuaciones de energía 

Masa 0 

𝜕𝐿

𝜕𝜃0̇
= 𝜃0̈(𝑚0 +𝑚1 +𝑚2) + 𝜃1̈(𝑚1𝑙1𝐶𝑜𝑠𝜃1 +𝑚2𝑙1𝐶𝑜𝑠𝜃1)

+ 𝜃2̈𝑚2𝑙2𝐶𝑜𝑠𝜃2)   (𝟐. 𝟐𝟑) 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝜃0̇
) = 𝜃0̈(𝑚0 +𝑚1 +𝑚2) +  𝜃1̈(𝑚1𝑙1𝐶𝑜𝑠𝜃1 +𝑚2𝑙1𝐶𝑜𝑠𝜃1) 

+𝜃2̈𝑚2𝑙2𝐶𝑜𝑠𝜃2  −  𝜃1
2̇ (𝑚1𝑙1𝑆𝑖𝑛𝜃1 + 𝑚2𝑙1𝑆𝑖𝑛𝜃1) − 𝜃2

2̇𝑚2𝑙2𝑆𝑖𝑛𝜃2     (𝟐. 𝟐𝟒) 
𝜕𝐿

𝜕𝜃0
= 0      (𝟐. 𝟐𝟓) 

Masa 1 

𝜕𝐿

𝜕𝜃1̇
 = 𝜃1 ̇ (𝑚1𝑙1

2  + 𝑚2𝑙1
2) +  𝜃0̇ (𝑚1𝑙1𝐶𝑜𝑠𝜃1  + 𝑚2𝑙1𝐶𝑜𝑠𝜃1) 

+ 𝜃2̇𝑚2𝑙1𝑙2𝐶𝑜𝑠(𝜃1  − 𝜃2)     (𝟐. 𝟐𝟔) 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝜃1̇
) = 𝜃1̈(𝑚1𝑙1

2  + 𝑚2𝑙1
2) + 𝜃0̈(𝑚1𝑙1𝐶𝑜𝑠𝜃1  + 𝑚2𝑙1𝐶𝑜𝑠𝜃1) 

+𝜃2̈𝑚2𝑙1𝑙2𝐶𝑜𝑠(𝜃1  − 𝜃2) − 𝜃0̇𝜃1̇(𝑚1𝑙1𝑆𝑖𝑛𝜃1  + 𝑚2𝑙1𝑆𝑖𝑛𝜃1) 
− (𝜃1̇ − 𝜃2̇)𝜃2̇𝑚2𝑙1𝑙2𝑆𝑖𝑛(𝜃1  −  𝜃2)        (𝟐. 𝟐𝟕) 

(
𝜕𝐿

𝜕𝜃1
) = −𝜃0̇𝜃1̇(𝑚1𝑙1𝑆𝑖𝑛𝜃1 +𝑚2𝑙1𝑆𝑖𝑛𝜃1) + 𝑚1𝑔𝑙1𝑆𝑖𝑛𝜃1 +𝑚2𝑔𝑙1𝑆𝑖𝑛𝜃1 

−𝜃1̇𝜃2̇𝑚2𝑙1𝑙2𝑆𝑖𝑛(𝜃1 − 𝜃2)        (𝟐. 𝟐𝟖) 

Masa 2 

𝜕𝐿

𝜕𝜃2̇
= 𝜃2̇𝑚2𝑙2

2  +  𝜃0̇𝑚2𝑙2𝐶𝑜𝑠𝜃2 + 𝜃1̇𝑚2𝑙1𝑙2𝐶𝑜𝑠(𝜃1  − 𝜃2)     (𝟐. 𝟐𝟗)  

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝜃2̇
) = 𝜃2̈𝑚2𝑙2

2  + 𝜃0̈𝑚2𝑙2𝐶𝑜𝑠𝜃2  + 𝜃1̈𝑚2𝑙1𝑙2𝐶𝑜𝑠(𝜃1 − 𝜃2) 

−(𝜃1̇ − 𝜃2̇)𝜃1̇𝑚2𝑙1𝑙2𝑆𝑖𝑛(𝜃1  −  𝜃2)        (𝟐. 𝟑𝟎) 

(
𝜕𝐿

𝜕𝜃1
) = −𝜃0̇𝜃2̇𝑚2𝑙2𝑆𝑖𝑛𝜃2 + 𝜃1̇𝜃2̇𝑚2𝑙1𝑙2𝑆𝑖𝑛(𝜃1 − 𝜃2) + 𝑚2𝑔𝑙2𝑆𝑖𝑛𝜃2     (2.31) 

 

Debido al alto número de términos, se han reorganizado las ecuaciones, con el siguiente 

sub – sistema de ecuaciones 
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(𝟐. 𝟑𝟐)     

{
 
 

 
 
𝑝0  = 𝑚0 +𝑚1 +𝑚2

𝑝1  =  𝑚1𝑙1 +𝑚2𝐿1
𝑝2  =  𝑚2𝑙2

𝑝3  = 𝑚1𝑙1
2 +𝑚2𝐿1

2 + 𝐼1
𝑝4  = 𝑚2𝐿1𝑙2 

𝑝5  = 𝑚2𝑙2
2 + 𝐼2

 

Dando como resultante, el sistema de ecuaciones (Ec. 2.33) 

(𝟐. 𝟑𝟑)  {

𝑝0θ0̈ + 𝑝1Cosθ1θ1̈ + 𝑝2Cosθ2θ2̈ − 𝑝1Sinθ1θ1
2̇ − 𝑝2Sinθ2θ2

2̇  + cθ0̇ =  u(t)

𝑝1Cosθ1θ0̈  + 𝑝3θ1̈ + 𝑝4Cos(θ1 − θ2)θ2̈ + 𝑝4Sin(θ1 − θ2)θ2
2̇ − 𝑝1gSinθ1 + bθ1̇ = 0

𝑝2Cosθ2θ0̈  + 𝑝4Cos(θ1  − θ2)θ1̈ + 𝑝5θ2̈ − 𝑝4Sin(θ1 − θ2)θ1
2̇ − 𝑝2gSinθ2 + bθ2̇ = 0

 

A partir de este punto, se deben de fijar las condiciones de equilibrio, para linealizar la 

ecuación alrededor de ese punto. Para este caso, se tomará como ángulo de referencia, 

la posición en donde el péndulo esté completamente vertical, es decir, (θ0 = θ1 = θ2 =

0°). El proceso de linealización se lo realizará con Series de Taylor: 

𝑓(𝑥) = ∑
𝑓(𝑛)(𝑎)

𝑛!
(𝑥 − 𝑎)𝑛

∞

𝑛=0

             (𝟐. 𝟑𝟒) 

Con una expansión para una serie de primer grado (n = 1), la forma general de la serie 

de Taylor queda de la siguiente manera: 

𝑓(𝑥) ≈ 𝑓(𝑎) +
𝑓´(𝑎)

1!
∗ (𝑥 − 𝑎)1               (𝟐. 𝟑𝟓) 

Donde “a” es el punto alrededor del cual se linealizará la ecuación. Para esta situación, 

𝑥 =  𝜃1 = 𝜃2, al aplicar estas condiciones al sistema de ecuaciones (Ec. 2.33), se obtiene 

el siguiente sistema (Ec. 2.36): 

(𝟐. 𝟑𝟔)     {

𝑝0θ0̈ + 𝑝1θ1̈ + 𝑝2θ2̈ + cθ0̇ = 𝑢(𝑡)

𝑝1θ0̈ + 𝑝3θ1̈ + 𝑝4θ2̈ +  bθ1̇ − 𝑝1𝑔θ1 = 0

θ0̈𝑝2 + θ1̈𝑝4 + 𝑝5θ2̈ + bθ2̇ − 𝑝3𝑔 θ2 = 0

 

2.4 Estimación de parámetros. 

La estimación de parámetros es un proceso de iteración, que relaciona el modelo 

matemático con la experimentación real. Para este proceso se utilizó la herramienta de 

Simulink en la pestaña de “Simulink Design Optimization”, en la opción de “Parameter 

estimation” dentro de Matlab. Según comenta (Fruk, Vujisić, & Špoljarić, 2013), este 

proceso sirve para garantizar que un modelo de Simulink representa con precisión el 

sistema del mundo real que pretende simular. 
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2.4.1 Estimación de parámetros del actuador. 

La primera experimentación consistió en introducir una señal de tipo PWM al motor sin 

carga, con el fin de que el eje gire, y posteriormente, registrar la respuesta de la 

velocidad. De esta manera, se podían estimar los parámetros del motor. El diagrama de 

bloques que se muestra en la Figura 2.14, es el modelo que se usó para la simulación. 

El cual incluye la parte eléctrica y la parte mecánica. La señal PWM entra en la parte 

eléctrica, que determina la manera en la que la corriente cambia a través del tiempo; 

posteriormente, la constante de torque hace el cambio de energía eléctrica a mecánica, 

finalmente, la parte mecánica, modela el torque del motor considerando sus propiedades 

físicas. 

 

Figura 2.14. Diagrama de bloques para simulación de parámetros del motor. 

 

Figura 2.15. Diagrama de bloques para experimentación del motor. 
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Por otro lado, el diagrama de bloques presentado en la Figura 2.15, representa la 

experimentación realizada para registrar la dinámica del motor cuando se le aplica cierto 

voltaje. Un voltaje es aplicado al motor, ajustando la dirección y magnitud de la señal de 

PWM. El movimiento es transmitido a través de una banda y polea y a su vez, medido 

por encoder E6B2, para luego medir la posición angular del eje del motor. 

2.4.2 Estimación de parámetros de la planta. 

La experimentación de la planta consistió en aplicar una señal de PWM al motor con 

carga, en este caso, la carga era el eslabón en su posición inicial de 180° y los soportes, 

provocando que el eslabón oscile, y registrar su movimiento.  

En la Figura 2.16, se muestra el diagrama de bloques que se usó para la simulación del 

experimento, donde la señal de voltaje entra a la planta y se realiza una conversión a 

fuerza para ser aplicada en el carro móvil. Posteriormente, el subsistema denominado 

“Modelo no lineal – péndulo invertido doble”, contiene las ecuaciones que se obtuvieron 

en el capítulo 2.2 y simula el comportamiento físico que tiene la planta, las salidas son 

las posiciones de cada uno de los componentes (carro – péndulo inferior – péndulo 

superior). 

Para más detalles de la representación de las ecuaciones mediante diagramas de 

bloques, revisar el Apéndice F. 

 

Figura 2.16. Diagrama de bloques para simulación de parámetros de la planta. 

Para la experimentación de la realidad, se utilizó el diagrama de bloques de la Figura 

2.17, donde se mide la posición de los componentes del sistema (Carro – eslabón inferior 

– eslabón superior) a través de los encoders que están conectados al Arduino y generan 
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pulsos proporcionales al movimiento. El sistema se habilita o deshabilita con los bloques 

de parada y arranque, esto es de gran importancia para detener el experimento en caso 

de emergencias. 

 

Figura 2.17. Diagrama de bloques para parámetros del mecanismo real. 

 

Figura 2.18. Subsistema de conexiones del sistema Real - PDI. 
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2.5 Selección de controlador 

Un controlador es la parte de la planta que se encarga de comparar el valor real de la 

salida de la planta con los valores óptimos de funcionamiento. No obstante, existen 

distintas acciones de control para llevar a cabo la corrección. En este apartado se 

compararán 3 tipos de controladores que podrían ser aplicados en el péndulo invertido 

doble, los PID, LQR y los controladores difusos. 

- Los controladores PID son los más comunes, tiene un componente proporcional, que 

corrige errores que suceden en el momento, el integral, que corrige errores pasados, 

y el componente derivativo, que predice errores futuros.  

- Por otro lado, el LQR, según, (Niknezhadi, 2008), son usados en aplicaciones donde 

el error depende de ruido blanco, usa variables de estado para retroalimentar la 

planta.  

- Por último, los controladores difusos, que utilizan un algoritmo de antecedente – 

consecuencia para crear un sistema lógico de inferencia difusa.  

En la Tabla 2.10, se presentan las ventajas y desventajas de cada uno de ellos 

Tabla 2.10. Ventajas y desventajas de controladores 

Controlador Ventajas Desventajas 

PID 

• Fácil implementación 

• Mucha precisión en sistemas 

lineales 

• Son comúnmente usados, es 

decir, hay mucha información 

acerca de su implementación 

• No recomendables para 

sistemas complejos 

• Poco precisos para grandes 

perturbaciones 

• No tienen en cuenta la 

dinámica del mecanismo 

LQR 

• Toma en cuenta la dinámica 

del sistema 

• Recomendable para 

sistemas complejos 

• Requiere mucha demanda 

computacional al sistema 

que se implementará 

• El modelo matemático debe 

ser preciso 

Difuso 

• Es fácilmente adaptable ante 

cualquier perturbación 

repentina 

• No requiere de condiciones 

estacionarias 

• Requiere de mucho 

conocimiento acerca de la 

teoría del controlador 

• Es poco recomendable para 

sistemas lineales 
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Los criterios de selección se presentan en la Tabla 2.11, a continuación,  

Tabla 2.11. Criterios para selección de controlador 

Criterio Denominación Significado 

Eficiencia 

computacional 
A 

Consumo de recursos que requiere el 

controlador para funcionar 

Facilidad de 

implementación 
B 

Cantidad de conocimiento previo que 

requiere el controlador para ser diseñado 

Adaptabilidad a 

perturbaciones 
C 

Capacidad del sistema para poder soportar 

cambios externos en la dinámica. 

Precisión D 

Capacidad del controlador para mantener el 

péndulo en las condiciones óptimas 

establecidas 

 

En la Tabla 2.12 se enfrentan los criterios entre sí, con el fin de ponderarlos y ordenarlos 

de acuerdo con su importancia en el proyecto del péndulo invertido doble. Este método 

se denomina comparación por pares, y sirve para la matriz de selección les dé más 

importancia a los criterios con más peso. 

Tabla 2.12. Comparación por pares para criterios de selección de controlador 

Comparación por pares A B C D 

A VS B X    

A VS C X    

A VS D    X 

B VS C  X   

B VS D    X 

C VS D   X  

PUNTUACIÓN 2 1 1 3 

PONDERACIÓN 0.33 0.17 0.17 0.33 

 

La Tabla 2.12 indica que los criterios A y D, es decir, eficiencia computacional y precisión, 

tienen un mayor peso para decidir qué sensor usar, antes los criterios restantes, B y C: 

facilidad de implementación y adaptabilidad a perturbaciones. 

Finalmente, para elegir el controlador que se usará en el proyecto, se dispone de la 

matriz de decisión en la Tabla 2.13. 
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Tabla 2.13. Matriz de decisión para selección de controlador 

Criterio % 
PID LQR Difuso 

Nota Puntaje Nota Puntaje Nota Puntaje 

Eficiencia 

computacional 
33 5 1.65 3 0.99 3 0.99 

Facilidad de 

implementación 
17 5 0.85 3 0.51 2 0.34 

Adaptabilidad a 

perturbaciones 
17 2 0.34 5 0.85 5 0.85 

Precisión 33 2 0.66 5 1.65 4 1.32 

Total 100 14 3.5 16 4.0 14 3.5 

 

De tal manera que la opción ganadora es el controlador LQR, ya que usa el modelo 

matemático del sistema para optimizar el rendimiento de la planta a través de la 

corrección de errores, utilizando un costo computacional medianamente alto, pero que 

tiene una respuesta precisa. Su diagrama general de bloques se lo puede observar en 

la Figura 2.19 

 

Figura 2.19. Diagrama general de bloques para controlador LQR. 

Tal como se observa en el diagrama general de bloques del controlador LQR, en la 

Figura 2.19, el LQR genera una ganancia que minimiza el factor de costo computacional, 

utilizando las matrices Q y R, este modelo se presenta en la Ecuación 2.37. 
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𝐽 =
1

2
∑ (𝛿𝑇 ∗ 𝑄𝛿 + 𝑢𝑒

𝑇 ∗ 𝑅 ∗ 𝑢𝑒)
∞

𝑘=0
         (𝟐. 𝟑𝟕) 

La matriz Q es la encargada de penalizar al vector de estados que se definió en el vector 

de estados. Es una matriz definida de tipo diagonal y positiva. La matriz Q estructura la 

importancia que el controlador le da a cada estado, usando como referencia a las 

condiciones objetivo, en este caso, es (𝜃1 = 𝜃2 = 0). Para cada componente de la matriz, 

entre más grande sea su magnitud, implica mayor penalización. 

Por otro lado, la matriz R, también es una matriz definida en diagonal y positiva, y 

representa la energía que utiliza el actuador, entre más grande sea el valor de R, el 

sistema utilizará mayor energía, porque la penalización disminuye. 

2.6 Sistema de control de la planta. 

En el entorno de Simulink, se ubicó el diagrama de bloques para que el PDI mantenga 

se mantenga estabilizado por medio de la retroalimentación otorgada por el controlador 

y el monitoreo constante de las señales de control. De tal manera que cada componente 

del sistema se mantenga en los ángulos deseados.  

 

Figura 2.20. Diagrama de bloques para planta simulada. 
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En el diagrama de las simulación, mostrado en la Figura 2.20, se ubicó el modelo 

matemático del sistema en el subsistema llamado “Modelo no lineal – Péndulo Invertido 

doble”, con las 6 salidas del modelo, (𝜃0, 𝜃0̇, 𝜃1, 𝜃1̇, 𝜃2, 𝜃2̇), las tres variables de interés se 

receptan en un bloque de SCOPE, para poder graficarlas y evaluar su comportamiento 

dinámico; no obstante, las 6 salidas del sistema se retroalimentaron por medio del 

controlador LQR, este bloque consta de un vector multiplicador, K, de 6 elementos, que 

ajustan la señal a los valores deseados. Finalmente, esa fuerza se convierte a voltaje y 

se grafica en otro bloque de SCOPE para evaluar su comportamiento.   

 

Figura 2.21. Diagrama de bloques de planta real. 

En el diagrama de la planta real, presentado en la Figura 2.21, guarda muchas relaciones 

con el diagrama anterior. El cambio más relevante que se realizó fue que se cambió el 

modelo matemático por los bloques de comunicación entre el Arduino y Simulink, de los 

3 encoders de los componentes, el motor - actuador y la tarjeta de adquisición de datos, 

esto se ubicó en el subsistema llamado “Sistema real de PDI”. De igual manera, se 

añadió un bloque de parada y arranque con un switch para activar o desactivar el motor 

de forma manual. Por otro lado, en el bloque de saturación de voltaje, se controla la señal 

de PWM, en caso de que el motor requiera de un voltaje mayor al que puede otorgar la 

fuente.  
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En el diagrama de bloques de la planta real, también se incluyó varias condiciones de 

seguridad, para evitar que el sistema sufra daños en caso de que el resultado obtenido, 

no sea el resultado esperado. Entre las principales condiciones se encuentra: 

• El carro sólo se podrá mover un 80% de la longitud total del riel, dejando un 10% 

libre de cada extremo, para evitar colisiones con los soportes laterales. 

• Si cualquiera de los dos eslabones se desequilibra por más de 20°, tanto en 

sentido horario, como antihorario, el actuador no intentará movilizar el carro, 

puesto que el voltaje necesario sería muy crítico. 

• El péndulo tomará como referencia el ángulo pi, para cada eslabón, cuando esté 

completamente equilibrado en su posición natural, es decir, ambos eslabones 

apuntando al piso. 
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CAPÍTULO 3 

3. RESULTADOS Y ANÁLISIS 

En el presente capítulo se expone el análisis dinámico detallado de cada componente 

del sistema de péndulo invertido doble, obtenidos mediante la implementación y la 

simulación de la planta. Inicialmente, se explican las gráficas obtenidas al realizar la 

estimación de parámetros, antes y después de las iteraciones realizadas por Matlab 

hasta el punto de convergencia, y se presentan los valores finales.  

Con los valores obtenidos, se realizaron los cálculos de las matrices para el espacio de 

estado y las matrices de sintonización del controlador LQR para penalizar cuales eran 

las variables. De igual manera, se presentan las gráficas de posición del carro móvil, del 

eslabón inferior y del eslabón superior, además de la señal de voltaje que utiliza el 

actuador para efectuar el movimiento de estabilización. 

Finalmente, se presenta la viabilidad comercial del PDI, el cual incluye un análisis de 

costos, el público objetivo, y las ganancias estimadas dentro del primer año de ejecución 

del proyecto. Además de la discusión de todos los resultados obtenidos con el fin de 

proporcionar otra perspectiva acerca de cómo se pudo haber abordado el proyecto, para 

futuras investigaciones. 

3.1 Estimación de parámetros 

3.1.1 Estimación de parámetros del motor 

Se realizó el experimento, tanto en la simulación, como en la vida real, ambos con un 

tiempo total, 𝑡 = 10 𝑠𝑒𝑔𝑢𝑛𝑑𝑜𝑠, y un tiempo de muestreo, 𝑡𝑠 = 0.01 𝑠𝑒𝑔𝑢𝑛𝑑𝑜𝑠. La gráfica 

de la Figura 3.1, muestra el resultado de Velocidad vs tiempo del eje del motor; en 

naranja el resultado de la simulación, y en color azul el resultado de la realidad. El motor 

experimenta pulsos periódicos para que aumente la velocidad y luego se detenga. Se 

observa que la gráfica naranja tiene una mayor amplitud, de aproximadamente 1200 

rad/seg, no obstante, en la realidad, solo alcanza los 300 rad/seg, es decir, es 4 veces 

menor. Otro aspecto relevante, es que la gráfica azul tiene una respuesta más 

amortiguada que en la simulación, debido a que las pérdidas energéticas, provocando 

que el sistema no genere la velocidad indicada de manera rápida. 
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Figura 3.1. Velocidad (rad/seg) VS tiempo (s) del motor sin iteraciones 

En la Figura 3.2, se muestra la gráfica de velocidad (rad/seg) VS tiempo (s) del motor, 

con el mismo tiempo de experimentación y tiempo de muestreo, pero en esta ocasión, 

hubo una mejora evidente en la correspondencia de la señal real y la señal simulada. 

Esto indica que el modelo teórico, representa de manera más precisa la dinámica del 

sistema real debido a las iteraciones realizadas por Matlab para ajustar los parámetros 

del sistema. 

La amplitud de ambas gráficas está alineada y son de aproximadamente 280 rad/seg. 

No obstante, se puede evidenciar un poco de ruido en la señal azul, sobre todo en el pico 

de las 2 últimas pulsaciones, donde ocurren fluctuaciones que van desde los 280 rad/seg, 

hasta los 300 rad/seg. Esto se debe a la imprecisión de los sensores o a interferencias 

ambientales que pudieron haber ocurrido durante la experimentación. Así como también, 

los aspectos de amortiguamiento se solucionaron con las iteraciones, ya que la gráfica 

muestra una concordancia perfecta en las pendientes de subida y de bajada del modelo. 
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Figura 3.2. Velocidad (rad/seg) VS tiempo (s) del motor con iteraciones 

Los resultados de los parámetros del motor, antes y después de la iteración, se presenta 

en la Tabla 3.1. 

Tabla 3.1. Parámetros estimados del motor 

Parámetro Valor inicial Valor estimado Unidad 

Resistencia del 

motor (𝑹𝒎) 
0.8 10.7 Ohmios 

Inercia polar de 

motor (𝑱) 
8.320 ∗ 104 9.603 ∗ 106 𝑚4 

Inductancia (𝑳𝒂) 0.1254 0.35471 𝐻 

Constante de 

torque (𝒌𝒃) 
0.11868 0.01022 𝑁 ∗ 𝑚/𝐴 

Amortiguamiento 

del carro – motor 

– riel (𝒄) 

0.63 1.4732 ∗ 10−5 𝑁 ∗ 𝑠/𝑚 
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En los resultados se refleja una diferencia notable entre los parámetros estimados y los 

iniciales. El valor de la inercia aumentó y la constante de torque disminuyó, esto indica 

que el sistema es más lento que generar un torque inicial cuando se le aplica una señal 

de voltaje. El aumento tan drástico de la resistencia indica que la corriente disminuye, y 

el motor pierde más energía en forma de calor. Y finalmente, el valor del amortiguamiento 

disminuyó, por lo tanto, el sistema tiene una menor resistencia a los cambios de dirección 

o velocidad que se aplique en el motor. 

3.1.2 Estimación de parámetros del mecanismo 

En la experimentación para estimar los parámetros del mecanismo del PDI, la gráfica 

resultante después de las iteraciones para el movimiento del carro se presenta en la 

Figura 3.3.  

 

Figura 3.3. Theta 0 (m) VS tiempo (s) – después de estimar parámetros 

La gráfica simulada (naranja) y la gráfica azul (real) muestran una concordancia casi 

perfecta en su comportamiento dinámico. Las curvas están alineadas, lo que significa 

que el modelo no lineal del carro representa con fidelidad el comportamiento del 

mecanismo en la realidad.  
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Figura 3.4. Theta 1 (rad) VS tiempo (s) Iterados  

 

Figura 3.5. Theta 2 (rad) VS tiempo (s) Iterados 
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Por otro lado, las gráficas de la Figura 3.4 y la Figura 3.5, representan el comportamiento 

dinámico del eslabón inferior y el eslabón superior, están en función de su posición 

angular, frente al tiempo. Ambas gráficas muestran oscilaciones, no obstante, en el 

eslabón superior (Theta 2) tienen una mayor amplitud, además de que tienen un mayor 

amortiguamiento, en comparación al eslabón inferior (Theta 1). Esto puede ser 

principalmente por los efectos de la inercia, ya que, el segundo eslabón, al estar más 

lejos del carro móvil, que es el elemento que recibe la fuerza, experimenta una mayor 

inercia. 

En este caso, es evidente que, ambos componentes guardan la misma forma de la 

gráfica en su señal simulada y su señal real, no obstante, Matlab, no pudo lograr las 

iteraciones correspondientes para que los valores converjan en un punto y las gráficas 

se alinean completamente. El resultante fue que la gráfica real tenga una amplitud más 

grande que la simulada. Las gráficas concuerdan en aproximadamente un 75%. Esta 

diferencia sugiere que hay términos en el modelo matemático que sugieren disipación 

de energía en el mecanismo, pero que no fueron considerados en las ecuaciones. Esto 

también se evidencia en la Tabla 3.2. Donde la masa del carro tuvo un valor inicial de 

0.263 kilogramos, pero en la estimación, se indica que aumenta a 1.22 kilogramos, 

indicando que, para que la simulación concuerde con la realidad, pareciera que el motor 

tiene que mover una masa 5 veces más pesada en comparación a la realidad. 

Tabla 3.2. Parámetros estimados del mecanismo 

Parámetro Valor inicial Valor estimado Unidad 

Masa de carro (𝒎𝟎) 0.263 1.22 𝑘𝑔 

Masa de eslabón inferior (𝒎𝟏) 0.190 0.2627 𝑘𝑔 

Masa de eslabón superior (𝒎𝟐) 0.094 0.365 𝑘𝑔 

Longitud de eslabón inferior (𝑳𝟏) 0.265 0.18491 𝑚 

Longitud de eslabón superior (𝑳𝟐) 0.265 0.11996 𝑚 

Longitud centro de masa 1 (𝒍𝟏) 0.133 0.17572 𝑚 

Longitud centro de masa 2 (𝒍𝟐) 0.133 0.163 𝑚 

Inercia de eslabón inferior (𝑰𝟏) 13.3 ∗ 10−5 36 ∗ 10−6 𝑘𝑔 ∗ 𝑚2 

Inercia de eslabón superior (𝑰𝟐) 13.3 ∗ 10−5 45 ∗ 10−4 𝑘𝑔 ∗ 𝑚2 

Fricción viscosa del carro (𝒃) 13.3 ∗ 10−5 97 ∗ 10−5 𝑁𝑚/(𝑟𝑎𝑑/𝑠) 
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3.2 Sintonización de controlador. 

Con los valores obtenidos a través de las iteraciones realizadas por Matlab, se 

reemplazaron en la Ecuación 39, es decir, en las ecuaciones linealizadas alrededor de 

los puntos de estabilización. De tal manera, que el sistema de ecuaciones resultantes se 

presenta en la Ecuación 3.1. 

(𝟑. 𝟏)     {

θ0̈(3.847) + θ1̈(0.299) + θ2̈(0.362) + θ0̇(8.054 ∗ 10
−6) = 𝑢(𝑡)

θ0̈(0.299) + θ1̈(0.055) + θ2̈(0.0669) + θ1̇(0.000974) − θ1(2.929) = 0

θ0̈(0.3619) + θ1̈(0.0669) + θ2̈(0.10055) + θ2̇(0.000974) − θ2(3.5512) = 0

 

 

Como el controlador que se usará es un LQR, se necesitó reordenar las ecuaciones en 

matrices de estado, tal como se muestra en las ecuaciones 3.2; 3.3; 3.4, las variables 

𝑋2̇, 𝑋4̇, 𝑋6̇, hacen referencia a 𝜃0̈, 𝜃1̈, 𝜃2̈ y necesitan ser despejadas del sistema porque 

son las incógnitas más complejas del sistema y se pueden expresar en términos de sus 

derivadas (posiciones y velocidades) y se construye un modelo más preciso para su 

análisis. 

(𝟑. 𝟐) 

[
 
 
 
 
 
 
𝑋1̇
𝑋2̇
𝑋3̇
𝑋4̇
𝑋5̇
𝑋6̇]
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
𝜃0̇
𝜃0̈
𝜃1̇
𝜃1̈
𝜃2̇
𝜃2̈]
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
0 1 0 0 0 0
0 𝐴(2,2) 𝐴(2,3) 𝐴(2,4) 𝐴(2,5) 𝐴(2,6)
0 0 0 1 0 0
0 𝐴(4,2) 𝐴(4,3) 𝐴(4,4) 𝐴(4,5) 𝐴(4,6)
0 0 0 0 0 1
0 𝐴(6,2) 𝐴(6,3) 𝐴(6,4) 𝐴(6,5) 𝐴(6,6)]

 
 
 
 
 

∗

[
 
 
 
 
 
𝑋1
𝑋2
𝑋3
𝑋4
𝑋5
𝑋6]
 
 
 
 
 

+

[
 
 
 
 
 

0
𝐵(2,1)
0

𝐵(4,1)
0

𝐵(6,1)]
 
 
 
 
 

∗ 𝑈(𝑡) 

 

La matriz de estados, A, con los valores parametrizados, se presenta en la Ecuación 3.3. 

(𝟑. 𝟑)      𝐴 =

[
 
 
 
 
 
0 1 0 0 0 0
0 −3.63 ∗ 10−6 −7.40 2.46 ∗ 10−3 2.17 ∗ 10−1 −5.96 ∗ 10−5

0 0 0 1 0 0
0 2.04 ∗ 10−5 326.89 −0.109 −231.51 0.064
0 0 0 0 0 1
0 −4.93 ∗ 10−7 −190.95 0.064 188.64 −0.052 ]

 
 
 
 
 

 

 

La matriz de entrada, B, se presenta en la Ecuación 3.4. 

(𝟑. 𝟒)      𝐵 =

[
 
 
 
 

0
0.4503
0

−2.527
0

0.0612]
 
 
 
 

 

 



 

 

42 

 

Para verificar la controlabilidad de las matrices obtenidas, se realizó un análisis en Matlab 

utilizando el código mostrado en la Tabla 3.3, por medio del comando ctrb(A,B), que tiene 

como salida una matriz de rango “rango_Co”, si tiene el mismo rango que la matriz A, 

entonces el sistema es controlable. 

Tabla 3.3. Código de controlabilidad 

Código 

 
% Matriz de controlabilidad 

Co = ctrb(A, B); 
 

% Rango de la matriz de controlabilidad 
rango_Co = rank(Co); 

 
% Verificación de controlabilidad 

if rango_Co == size(A, 1) 
disp('El sistema es completamente controlable.'); 

else 
disp('El sistema NO es completamente controlable.'); 

end 
 

% Mostrar la matriz de controlabilidad 
disp('Matriz de controlabilidad:'); 

disp(Co); 
 

Salida del código 

 
El sistema es completamente controlable. 

Matriz de controlabilidad: 
 

1.0e+05 * 
 

0.0000    0.0000   -0.0000    0.0002   -0.0000    0.0633 
0.0000   -0.0000    0.0002   -0.0000    0.0633   -0.0287 
0.0000   -0.0000    0.0000   -0.0084    0.0025   -3.8915 
-0.000    0.0000   -0.0084    0.0025   -3.8915    1.7848 
0.0000    0.0000   -0.0000    0.0049   -0.0016    2.5371 
0.0000   -0.0000    0.0049   -0.0016    2.5371   -1.1668 

 

 

La salida del código indica que el sistema es completamente controlable a través del 

tiempo, y se muestra la matriz de controlabilidad, entonces, se procede a diseñar y 

sintonizar el controlador LQR. 

Finalmente, se establecieron condiciones de penalización para las matrices Q y R. Los 

valores de cada componente se presentan en la Tabla 3.4. 
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Tabla 3.4. Condiciones de penalización para matriz Q. 

Término Penalización Valor estimado 

Posición del carro 

(𝜽𝟎) 
1 cm = 0.001 𝑞1 =

1

𝑥𝑚𝑎𝑥2
=

1

0.0012
= 10000 

Posición del 

eslabón inferior 

(𝜽𝟏) 

5° = 0.087 radianes 𝑞2 =
1

𝜃𝑚𝑎𝑥2
=

1

0.0872
= 131.31 

Posición del 

eslabón superior 

(𝜽𝟐) 

5° = 0.087 radianes 𝑞3 =
1

𝜃𝑚𝑎𝑥2
=

1

0.0872
= 131.31 

 

Se utilizó la regla de Bryson, que es una variación de la ley de inverso al cuadrado para 

definir los valores de Q, esta operación matemática asegura que, entre menor sea el 

error máximo permitido, la penalización será más grande. El resultado se muestra en la 

Ecuación 3.5. Aquí también se puede observar que, en los elementos que representan 

la penalización para las velocidades de cada componente, Q(2,2); Q(4,4); Q(6,6) se 

colocó un valor arbitrario de 10, porque tienen una prioridad moderada, mientras los 

valores de Q(1,1); Q(3,3); Q(5,5), que representan las posiciones, tienen una alta 

prioridad para el controlador. 

(𝟑. 𝟓)      𝑄 =

[
 
 
 
 
 
10000 0 0 0 0 0
0 10 0 0 0 0
0 0 131.31 0 0 0
0 0 0 10 0 0
0 0 0 0 131.31 0
0 0 0 0 0 10]

 
 
 
 
 

 

Además, de un valor arbitrario de 1 para la matriz de R, para que el sistema se estabilice 

sin restricciones tan altas. Es un valor neutral; en caso de que (𝑅 > 1), el controlador 

usaría menos esfuerzo y podría tardar más en estabilizarse; y en caso de que (𝑅 < 1), 

el controlador podría ser muy agresivo. 

(𝟑. 𝟔)      𝑅 = [1] 

 

El resultado de la ganancia, K, del controlador, se presenta en la Ecuación 3.7. Se puede 

evidenciar que tiene 6 elementos debido a las 6 componentes del sistema; 3 de posición 

y 3 de velocidades. 
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(𝟑. 𝟕)      𝐾 = [31.623 30.049 −691.94 −16.97 794.099 57.57] 

El vector K, es ingresado en el diagrama de bloques de Simulink y se ejecuta el código 

para obtener la respuesta del sistema cuando se coloca una condición inicial. 

3.3 Respuesta de simulación. 

En el diagrama de bloques presentado en la Figura 2.6, se ubican las condiciones 

iniciales de inestabilidad para realizar la simulación, estas condiciones son: (𝜃0, 𝜃1, 𝜃2) =

(0, 5°, 5°). El programa se ejecuta y se extrajeron las siguientes gráficas. 

 

Figura 3.6. Posición Theta 0 (m) VS tiempo (s) 

 

Figura 3.7. Posición Theta 1 (rad) VS tiempo (s) 
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Figura 3.8. Posición Theta 2 (rad) VS tiempo (s) 

La Figura 3.6, de la posición lineal del carro frente al tiempo, indica que el carro se mueve 

0.05 m en 0.5 segundos, es decir, un movimiento muy brusco que indica un 

sobreimpulso, sin embargo, retorna a su punto de referencia en medio del riel de forma 

suave, en un tiempo total de 5 segundos, luego de ocurrida la perturbación. 

En la Figura 3.7, de la posición angular del eslabón inferior frente al tiempo, indica que 

hay interacción dinámica entre los componentes, debido al movimiento del carro. El 

eslabón cambia el sentido de giro aproximadamente 1° y luego tiene un sobreimpulso 

hasta la marca de 11.5°, que luego se amortigua y se estabiliza al mismo tiempo que se 

estabiliza el carro. 

Finalmente, el comportamiento del eslabón superior en la Figura 3.8, muestra que el 

eslabón realiza un movimiento crítico, que va desde 5° (0.087 rad), hasta los -10.3° (0.18 

rad), es decir, tiene un desplazamiento de aproximadamente 15° en 0.2 segundos; para 

luego cambiar su dirección y se posiciona en 2° (0.03 rad). A partir de este punto, el 

movimiento es amortiguado y desciende suavemente hasta su punto de estabilización 

en 0°, en un tiempo total de 5 segundos. 

La señal de control con la cantidad de voltaje que necesita el motor actuador para mover 

el carro se presenta en la Figura 3.9. Esta gráfica indica si el rango de voltaje es 

manejable para la fuente que se presentó en la sección de componentes. 
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Figura 3.9. Voltaje (V) VS tiempo (s) 

En la Figura 3.9, se muestra que el motor necesita un pico inicial de 15 Voltios para 

mover el carro y reaccionar de manera rápida para atender la perturbación. 

Posteriormente, tiene un segundo pico de -10 Voltios, esto indica que el motor cambia 

su sentido de giro. Luego de 3.5 segundos, el voltaje es mínimo y muy cercano a cero, 

es decir, el motor no necesita mucho esfuerzo para mantener el equilibrio y el movimiento 

es mínimo. Cuando llega a los 5 segundos, el valor del voltaje es finalmente cero. 

El pico de voltaje de 15 voltios depende enteramente de la configuración que se les dio 

a las matrices de Q y R del controlador LQR, esto indica que las penalizaciones fueron 

correctas, para que, cuando el sistema entre en un estado crítico, tal como es el caso de 

las perturbaciones iniciales de 5° para cada eslabón. De este modo, el sistema está en 

el límite de la cantidad de voltaje que la fuente es capaz de entregar. En caso de que 

requiera de más voltaje, el sistema requeriría de otra fuente y de la misma manera, 

requeriría de otro motor. 
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3.4 Implementación en la planta real. 

En la implementación del controlador en la planta real, dio como resultado la gráfica de 

voltaje (V) vs tiempo (s) del controlador, en la Figura 3.10. Se observa que el sistema 

necesita de más de 40 voltios para que el carro pueda realizar el movimiento respectivo 

para estabilizar el sistema, en lugar de los 15 voltios que se observó en la simulación. 

 

Figura 3.10. Señal de voltaje de la planta real. 

Se observa que el controlador genera respuestas demasiado agresivas, con picos muy 

altos y esfuerzos energéticos elevados. Esto hace que el motor reaccione con poca 

precisión ante las perturbaciones. El movimiento del motor concuerda en dirección con 

el movimiento estabilizador que tendría que realizar, sin embargo, no lo hace con la 

magnitud necesaria. Esto es debido al bloque de saturación que se colocó en el diagrama 

de bloques de la Figura 2.6, haciendo que el sistema sólo entregue un total de 15 voltios, 

cuando el mecanismo necesita una magnitud extremadamente superior. 

Este problema está directamente ligado con el modelo matemático del sistema, ya que, 

en la etapa de estimación de parámetros, el modelo matemático presentó una gran 

discordancia con respecto al sistema real. Los parámetros del mecanismo no se 

modelaron con precisión, nada más se alinearon aproximadamente un 70% del total, a 

diferencia del motor, que las gráficas de simulación y realidad se alinearon en 

aproximadamente un 95% del total. Por consiguiente, si el modelo matemático del 
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sistema, las ganancias del controlador también son erróneas, haciendo que las 

oscilaciones en la señal de voltaje sean excesivas. 

3.5 Análisis de costos. 

En la Tabla 3.5, se presentan los gastos necesarios que se realizaron para llevar a cabo 

el proyecto, están equilibrados entre materiales mecánicos y eléctricos; servicios de 

envío y maquinado de componentes; además de la mano de obra para construir el 

prototipo. 

Tabla 3.5. Costo del proyecto 

Material / servicio Observación. 
Costo 

($USD) 

Encoder E6B2-CW2E 3 unidades, uno para cada componente 114.78 

Placa de acrílico 9 mm 
Dimensiones de (60x60) cm. Empleada para la 

fabricación de soportes, bases y eslabones. 
17.00 

Servicio de corte láser 
Empleado para el maquinado de los eslabones, 

soportes y bases. 
10.00 

Carro deslizante. 1 unidad. 17.39 

Perfil OB2020 1 metro de longitud. 10.00 

Arduino MEGA 2560 1 unidad 16.52 

Cable UTP 1 m, para conexiones entre Arduino y encoders 1.00 

Polea GT2 4 unidades, una para cada encoder y para motor 14.39 

Banda GT2 
2 metros de banda, ya que tiene que recorrer la 

parte de arriba del riel y la parte de abajo. 
2.52 

Motor JGB37 - 520 1 unidad, con reductor. 12.00 

Driver IBT2-43A 1 unidad. 9.00 

Servicio de envío 
Envío a nivel regional por parte de la empresa 

(SERVIENTREGA, 2025) 
5.44 

Costo de mano de obra 
2 horas/hombre asociadas a la instalación y 

unión de todos los componentes 
32.00 

TOTAL 262.04 
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En caso de que el proyecto quiera ser comercializado, es necesario imponer un margen 

de ganancia, es decir, agregar un valor adicional al costo total del producto. De acuerdo 

con (Becchetti, 2024) para empresas emergentes, recién iniciadas en el mercado, 

normalmente el margen de ganancia es bajo, entre el 10 y el 15% del producto. Haciendo 

el cálculo respectivo en la Ecuación 3.8: 

(𝟑. 𝟖)          Margen de ganancia = 262.04 ∗ 0.15 = 39.31 USD 

(𝟑. 𝟗)          Precio = Costo + Margen de ganancia = 262.04 + 39.31 = 301.346 
 

 

 

De tal manera que, el precio final del producto estaría distribuido según se muestra en la 

Figura 3.11. 

 

Figura 3.11. Distribución del precio del producto. 

Se puede evidenciar que gran parte del precio está enfocado en los materiales, es decir, 

se garantiza la buena adquisición de recursos para que el prototipo tenga una alta 

calidad. Por otro lado, los servicios de envío y maquinado, en conjunto con la mano de 

obra, van de la mano con la complejidad del proyecto y no representan un gasto excesivo 

en relación con el total.  

Se comparó este precio con otro producto similar que exista en el mercado, cabe recalcar 

que, dentro del ámbito local de Ecuador, no se encontró ningún mecanismo de péndulo 

invertido doble, sin embargo, en el mercado americano, la empresa (Quanser, 2020), 

Materiales
71%

Servicios
5%

Mano de obra
11%

Ganancia
13%

Precio total del producto

Materiales Servicios Mano de obra Ganancia
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destacada por sus innovaciones en la educación y formación de ingenieros, propone el 

producto con código “DBPEN – Double inverted pendulum – quadratic optical encoder”, 

con un precio de $1200.00 USD. Tiene como objetivo introducir conceptos de control 

intermedio y avanzados. No obstante, esto conlleva otros costos adicionales, los cuales 

se presentan en la Tabla 3.6. 
 

 

 

 

Tabla 3.6. Costo de PDI de Quanser 

Concepto Observación. Costo ($USD) 

Costo base Precio inicial del PDI 1200.00 

Costo de envío 
Envío internacional desde Estados 

Unidos 
45.00 

Impuesto de 

importación 

El 15% del precio inicial debido a que 

el producto supera los $400.00 
180.00 

Seguro de envío 
Cobertura por pérdida o daño del 

producto 
20.00 

Comisión bancaria 
El 0.5% del precio inicial por pago 

internacional 
6.00 

Costo adicional 
Transporte desde la agencia de envío 

hasta el punto de entrega 
10.00 

TOTAL 1461.00 

 

En la tabla se puede observar que, después de todos los gastos adyacentes a la 

adquisición del péndulo invertido ofrecido por Quanser, el costo total sería de $1461.00 

USD. Esto significa que el prototipo construido a lo largo del proyecto es 

aproximadamente 5 veces menor al producto de Quanser. A pesar de que no cuente con 

una amplia trayectoria y gran reconocimiento, este es una alternativa amigable y viable 

para la formación de ingenieros en instituciones educativas y la adquisición de 

conocimientos en el campo de la ingeniería de control dentro de Ecuador. 
 

 

3.6 Discusión de resultados. 

En el presente proyecto integrador, el PDI no logró estabilizarse de la manera esperada 

al momento de implementarlo en la planta real, a diferencia de como sí se hizo en la 

simulación. Presuntamente fue debido a que el modelo matemático planteado no 
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considera algunos factores críticos, como el efecto de la fricción entre el carro y la pista, 

la fricción de Coulomb y los efectos de la fricción viscosa. 

Referente a esto, el modelo matemático del péndulo invertido doble, presentado por 

(Campbell & Crawford, 2022), utiliza dos modelos de fricción en su sistema, los cuales 

se presentan en las ecuaciones 3.9 y 3.10. 
 

 

 

(3.9)             𝐹𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑐 = {
−𝐹𝑎𝑝𝑝𝑙𝑖𝑒𝑑,                                                                𝑠𝑖 𝑥̇ = 0

−(𝜇𝑠)𝐹𝑁𝑠𝑔𝑛(𝐹𝑎𝑝𝑝𝑙𝑖𝑒𝑑),                                      𝑠𝑖 𝑥̇ ≠ 0
 

 

 

 

 

(3.10)             𝐹𝑓𝑟𝑖𝑐 = {

𝐹𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑐 ,                                                                       𝑠𝑖 𝑥̇ = 0

−(𝜇𝑐 + (𝜇𝑠 − 𝜇𝑐)𝑒
−(

𝑥̇
𝑣𝑠
)
𝛾

)𝐹𝑁 ∗ 𝑠𝑔𝑛(𝑥̇),        𝑠𝑖 𝑥̇ ≠ 0
 

 

 

 

 

En la ecuación 3.9 se describe la fricción estática, que es la fuerza que va en contra del 

movimiento cuando un objeto está en reposo, sin embargo, en la ecuación 3.10, describe 

la transición entre la fricción estática y la fricción de Coulomb, que interviene en la 

interacción dinámica cuando el movimiento de algún componente es constante.  

Esta ecuación está asociada al efecto Stribeck, que determina la función de cambio de 

la fricción estática, hacia la fricción de Coulomb. En esta ecuación, 𝜇𝑐 y 𝜇𝑠, es la 

constante de fricción de Coulomb y la fricción estática respectivamente. 𝑣𝑠 es la velocidad 

del componente, y, 𝛾 es el módulo de transición entre ambas fricciones según el efecto 

Stribeck.  

Agregar este modelo de fricción de Coulomb implica agregar un nuevo experimento en 

el desarrollo del proyecto con el objetivo de estimar nuevos parámetros. De acuerdo con 

(Dareini & Dabreteau, 2015), la fricción de Coulomb solo se aplica entre las uniones de 

los eslabones. El experimento que realizó consiste en fijar el eslabón inferior y liberar el 

eslabón superior desde un ángulo de 90°, tal como si fuera un péndulo simple. 

Posteriormente, se graficó los valores de posición angular vs tiempo y se parametrizó el 

coeficiente de fricción de Coulomb. Como resultado, el péndulo anteriormente 

mencionado, sí se estabilizó en la planta real. 

En el caso de, (Bahadur, Barjeev, & Hari, 2014) propone utilizar un modelo de controlador 

mixto, entre LQR y PID. El PID ayuda a corregir errores en la señal que presente el LQR. 

El nuevo sistema consiste en ubicar el controlador LQR tal como se hizo en el presente 

proyecto con las 6 variables de salida retroalimentadas por el vector k, pero en el 

componente del carro, se ubica un nuevo controlador PID, sintonizado para evitar los 



 

 

52 

 

impulsos en el accionamiento del motor. Esto se muestra en el diagrama de bloques de 

la Figura 3.12.   

 

Figura 3.12. Diagrama de bloques con controlador mixto. 

Como resultado, el péndulo se estabilizó en 6 segundos, con tan solo 2 sobreimpulsos 

menores. Ambos eslabones oscilan dentro del rango de ±0.2 𝑟𝑎𝑑 y el movimiento que 

tiene que hacer el carro está dentro del rango de 0.15 𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜𝑠. A pesar de que el diagrama 

de bloques es más complejo en su estructura, tiene una mejor respuesta dinámica, que 

favorece la estabilización del sistema en un tiempo corto. 

También es posible implementar un controlador PID para cada componente y un LQR 

en general de todo el sistema, para lograr mejor precisión al momento de estabilizar el 

sistema. No obstante, esta configuración no es recomendable, ya que la carga 

computacional se incrementa y puede ocurrir un embotellamiento de tareas en el 

Arduino. Esto significa que la planta envíe una tarea, cuando aún no se ha terminado de 

ejecutar una tarea anterior.



 

 

 

CAPÍTULO 4  

4. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

Una vez concluidas las simulaciones pertinentes y el ensamble del prototipo del 

mecanismo del péndulo doble invertido, se logró diseñar el sistema de control para la 

implementación de estrategias de control avanzado, para probar la estabilidad del 

péndulo. Sin embargo, el sistema de control sólo consiguió estabilizar el péndulo en un 

entorno virtual, a pesar de que lo hizo en las condiciones más críticas. Por lo tanto, el 

análisis dinámico de cada componente sólo se realizó en base a la respuesta obtenida 

durante la simulación. 

4.1 Conclusiones 

La estimación de los parámetros del motor fue precisa y dio como resultado que las 

gráficas de simulación y realidad coincidan en un 95% luego de las iteraciones realizadas 

por Matlab. Esto no ocurrió en el experimento de la estimación de parámetros del 

mecanismo, donde las gráficas apenas coincidieron en un 75%, es decir, no convergieron 

por completo. Esto significa que la modelización matemática que representa al 

mecanismo no es fiel a la dinámica del PDI. El valor más llamativo de todo el sistema fue 

la masa del carro, que en la realidad tenía un valor de 0.263 kg, pero en la estimación, 

pesaba 1.22 kg en el punto de máxima convergencia. Es decir, el software de Simulink 

asignó un valor discrepante para compensar otros errores de la dinámica del sistema. 

Con los valores de todos los parámetros en su punto de máxima convergencia se calculó 

el espacio de estados alrededor del punto de equilibrio, es decir (0 metros, 0 rad, 0 rad) 

y se realizó un análisis de controlabilidad de las matrices A y B, a través de la función 

ctrb(A,B) de Matlab, donde la matriz resultante tenía el mismo rango de la matriz A, es 

decir, el sistema es totalmente controlable a lo largo del tiempo. 

El controlador utilizado en el sistema de control, para la estabilización del PDI fue un 

Regulador Cuadrático Lineal (LQR) debido a su precisión, adaptabilidad a perturbaciones 

y eficiencia computacional, a pesar de que tenía una dificultad de implementación 

moderadamente grande. 

En la simulación, ante una perturbación inicial de (0 metros, 0.087 rad, 0.087 rad), el 

sistema tardó 5 segundos en estabilizar todo el sistema, con una señal de voltaje de 



 

 

 

 

máximo 15 voltios en dirección positiva, esto era lo máximo que la fuente era capaz de 

entregar, entonces, concordaba con las necesidades del sistema. 

Al momento de implementarlo en la planta real, el mecanismo no se comportó de la 

manera esperada. El movimiento tenía la dirección esperada para poder estabilizar los 

eslabones, no obstante, la respuesta fue significativamente lenta. Para que el 

movimiento concordara, necesitaba una fuente de 40 Voltios, lo cual iba en contra de los 

parámetros del motor escogido. Finalmente, se concluye que a pesar de que el sistema 

es totalmente controlable a través del tiempo, la implementación del péndulo en la vida 

real, evidencia que su comportamiento no coincide en su totalidad con la respuesta 

esperada del sistema. Probablemente debido a efectos no modelados del sistema, como 

la fricción, o las pérdidas de energía por disipación. 

4.2 Recomendaciones 

Se recomienda realizar un modelo matemático más apegado a la realidad, que inmiscuya 

con más precisión los efectos de la fricción. Especialmente la fricción de Coulomb que 

describe la transición entre la fricción estática y la fricción presente en un elemento que 

se mueve de forma constante, como es el caso de la unión de la rótula entre eslabón – 

eslabón.  

Al aplicar este nuevo modelo matemático, es necesario realizar un nuevo experimento, 

que consiste en fijar el eslabón inferior, para simular un péndulo simple y posteriormente, 

soltarlo desde el reposo en la posición de 90°, para estimar los nuevos parámetros del 

sistema y garantizar la concordancia de las gráficas simuladas y las gráficas del 

experimento real. 

De igual manera, se recomienda probar la implementación de un controlador mixto, es 

decir, PID + LQR. El PDI podría compensar errores que son producto de un modelo 

matemático impreciso, y evitar los impulsos de voltaje pico. No obstante, lo ideal es 

implementar un PID y un LQR, a pesar de que se podría colocar varios PID para varios 

componentes, esto sería poco eficiente computacionalmente. 

Por otro lado, un análisis de elementos finitos antes de definir la longitud de los eslabones 

podría ayudar a disminuir las condiciones de inestabilidad. Ya que, entre más largos 

sean, están más propensos a sufrir deformaciones, afectando también el modelo 

matemático y que el controlador provoque picos de voltaje. 
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APÉNDICES 

 



 

 

 

 

APÉNDICE A 

Expediente de planos mecánicos del sistema. 

Expediente de planos mecánicos. 

Proyecto: Diseño y análisis dinámico de un péndulo invertido doble aplicado al control 

de su estabilidad 

 

No. Nombre Descripción Tamaño 

1 
Soporte para 

Encoder 

Placa de acrílico de 9 mm cortada a láser 

para sostener encoder en el extremo del riel. 
A4 

2 

Soporte de 

motor JGB37 - 

520 

Placa de acrílico de 9 mm cortada a láser 

para sostener actuador en el extremo del 

riel. 

A4 

3 
Soporte carro - 

encoder 

Dos placas de acrílico, montadas una 

encima de la otra para formar una “L” que 

sostenga el encoder y el péndulo 

A4 

4 Carro móvil Placa deslizante cuadrada de 20mm  A4 

5 Eslabones 

(Cantidad: 2) Placas de acrílico de 9 mm que 

tienen forma de barra, con orificios en sus 

extremos para acoplar encoders. 

A4 

6 Encoder 
Encoder óptico incremental de 1000 PPR, 

modelo E6B2 – CWZ6C 
A4 

7 

Perfil de 

deslizamiento (1 

metro de largo) 

Perfil en V de aluminio. A4 

8 
Motor JGB37 - 

520 

Motor DC de 12 voltios y velocidad nominal 

de 960 RPM 
A4 

9 Ensamble 
Ensamble de todos los componentes del 

péndulo, con cajetín referencial. 
A4 

10 
Diagrama 

esquemático 

Esquema de conexiones eléctricas del 

sistema 
A4 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 



 

 

Plano 10. Diagrama esquemático 

 

 



 

 

 

 

APÉNDICE B 

Datos referenciales de motor JGB37 – 520 DC12V 

 



 

 

 

 

APÉNDICE C 

Datasheet de Encoder incremental E6B2 – CWZ6C (1000PPR) 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

APÉNDICE D 

Clasificación de pines de ARDUINO MEGA (2560) 

 



 

 

 

 



 

 

APÉNDICE E 

Datasheet de Driver para motor IBT2 – 43A 

 



 

 

APÉNDICE F 

Representación de Ecuaciones No Lineales mediante diagrama de bloques 



 

 

APÉNDICE F.1 

Subsistema de Ecuación 1. 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

APÉNDICE F.2 

Subsistema de Ecuación 2. 

 

APÉNDICE F.3 

Subsistema de Ecuación 3. 
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