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INTRODUCCION

has ciencias mateméticas como todos los conocimien—
tos humanos son Patrimonio de la Humanidad. representan el
trabajo de ésta en el transcurso de los siglos v una parte
de las conquistas alcanzadas por el espiritu bumano descu-
briendo la verdad. Imposible es, por tanto escribivr algo
completamente original y mucho mas =i por su caracter solo
se fija en verdades fundamentales gue forman los elementos

de esta ciencia.

Hay , © debe haber sin embargo, en cada uno de noso-
tros algo que nos pertenece, v s eso lo que trato de
expresar en mi trabajo monografico v a la vez alcanzar el
obietivo que me he propuesto, &l de hacer llegar en  una
forma sencilla v explicita todos los conocimientos rela-

cionados con el tema.

En la actualidad el Adlgebras lineal es un  curso
obligado en parte debido a la invencion de computadoras de
alta velocidad, a la programacion lineal, v en parte a la
aplicacion de las matematicas en areas tradicionalmente no
tecnicas v a aguellas que reguieren un conocimiento de la
teorla de matrices a fin de poder trabajar en dreas téoni-
cas tales como la estadistica con varias variables.

En el desarrollo de éste trabajo no sdlo se efectua—




rarn calculos sino también se demostrardan teoremas, las

definiciones se haran partiendo del concepto mas importan—
te de las matematicas que es el de funcidn, considerando a
las matrices cuadradas como una funcidn en particular vy

aplicaciones en cada uno de los subtemas.

Vale indicar agul que el Algebra de matrices fue
desarrollada por el matematico Ingles Arthur Cavley
11821-185n) en 1HG7.

Cavliey estudid en el Trinity College de Cambridge, gra-—
duandose  en 1842, Ern ese affo &l se colocd e8n primer
lugar en la dificil prueba para el premio Smith. Cayley
s considerado como el escritor mas prolifico de matemati-
cas, siendo solo superado por Euler v Cauchy. Sus mas
notables contribuciones fueron en geometria analitica de
dimensién n, teoria de los determinantes, transformaciones

lineales v teoria de las matrices.

ematict
ci ~cias Mat
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CAPITULO 1

1.— DEFINICIONES PRELIMINARES.-

DEFINICION 1.1i.- Sea A un conjunto v F una funcidn, la
funcién F es una OPERACION BINARIA en A, si y solo si a
cada par (3 . v) E (AXA), le azigna un elemento F(x,y) =
# ¥ v E A, la denotaremos asi: F: (A X A) &+ A. Un ejemplo
de operacidn binaria es la suma o adicidon de numeros

reales.

“wiste también una operacidn que va a ser tratada en
@ate trabajo 1lamada PRODUCTO DE UN ESCALAR POR UN VECTOR
« que esta definida entre dos conjuntos distintos, el
conjunto VvV v el conjunto de los numeros reales  (1R).
Dicha operaciton es el producto de un escalar real por  un
elemento v del conjunto V., v se define como una funcidn G,

tal gue a cada par (a, v) E (IR X V). le asigna un elemen-—

to a v E V, v se denota asi: Gy (1R X V) » V.

DEFINICION 1.2.— Una funcidon @ de (C X B) a 1R, donde C vy
+

B son subconjuntos de I es una MATRIZ mxn REAL =i v  sclo

si a cada par (1,3) E (€ X B) le corresponde uno v solo un

numers  real a =@ (i,j). Ern simbolos se tiene que la
13

matriz A es la funcion B tal que:

B (B X'B)> IR v Wty T a
at



fAdemas A E M {1R) se representa como:
mn

A s fpiaaiges ] Paanea® o 3 = 0325 sagAT

+ +
Notesh agua Sis i F o 7 fa g S veemy v B s o{jE g /£3

=l B wawaany m ose dice gs el ndmero de filas de & vy n es el

numero de columnas de A. vy M (1R) es igual al conjunto
M

de matrices de m filas v n columnas tal que a EadH
2

Sin  embargo gensralmente se representa a A como wun

arreglo rectangular de la siguiente forma:

& \
ioall = et SR 1 A
(R | ALY L aw aEn: |
£ = ' - i . H
v oanli ANZ «we @M
\ /

donde A se denomina matriz de m filas v n columnas.

De agui en adelante vamos a convenir en representar

#a  AEM (1R) simplemente como AEM « Sin embargo  vale
M M

seffalar gue existen también M (C): de cuyo estudioc no
M

trataremos en este trabajo donde C es igual al conjunto de

los ndmeros complejos.

De acuverdo a la definicidn de matriz, si se tiene A E

M
mHn



10
/ N
i = i A
A= ] 3.0 R e

sl 4 |

\ /
Entonces: 8 (1,;1) = L oAy =2 5 B (251) = Flh .0
(2;2) = 0D (Jl) = =1 ; B (3,2) = 4,
DEFINICION 1.3.- Sea A E M (1R}, =& dice gue A ez una

nxmn

MATRIZ CUADRADA DE ORDEN n =i y solo si tiene n filas vy n

columnas; ademas la "diagonal principal’ de A la cons-—
P

tituyen los elementos a o donde i o= j.

2]
Ejiemplo:
Sea la matriz A H
P
/ N
! a & ey A :
11 12 in
1 :
! & a RS - :
21 =2 2n
) 1
‘ L]
] ]
] a " ™ H
] i
i = = - i
] [}
& = - u [
1 1
i i
i & & A Tw el SEL ;
nl n2 nn
\ !
donde 1la diagonal principal son los elementos By

b |

L TR
nn

k]
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DEFINICION 1.4.- 8i A E M . Bntonces la MATRIZ TRANS-
mr
T

PUESTA de A, denotada por A , &5 la matriz cuyo i-é&simo

renglon o fila es la i-esima columna de A v cuya J-ésima

1%
columna es el j-ésimo rengléon de Ay notese que A E M g
rism
.
En simbolos si A = (a ), entonces A = (a ), vemos qgue:
i3 i
T
ol B Emala T Y
ij Ji
Ejemplo:
/ N
/£ \ S S S
i S el ' ‘
T e |
Hea A= | i EM A= T g h | BM v (A ) =
2935 In2
15 P e i i
N / i G U
N /!
/ N
i e e
¢ 4 & B8 i
\ /!

DEFINICION 1.5.—- Una MATRIZ AE M ES SIMETRICA &i vy

nxn
o1y
solo si, A = A .
Ejemplos: Son matrices simétricas:
7 N i N
I el i 14 it o i
A= i : i
e il Eo== Vel s 4
X P \ :
¢ Q@ 4 - -
Ll /

1.1



Mo son matrices simébricas:

/
cC= !
X

DEFINICION

™o mm .

nn, 8i vy solo si,

para i

Ejemplos:

/ N

IR Fall S e
1!

\ /

DEFINICION 1.7.-

v o solo sl oa

3

snlo si & ==
13

Eijemplos: !

:
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i

o=

]

i

i

L

B

LsZyuwuiyghty
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{a

i

1cb¢_’ 81 i1E

3

hJ

S e e

=N

0

i e i N

et

St e

e#s TRIANGULAR INFERIOR si v

A oes triangular superior. B

%
1 & et
2 & : S
2 ] I
2
= la MATRIZ IDENTIDAD

T o L N

ij

' N

G 1R e v it
Loivamei o] H
o

i R e s O

1] 1]

i i

el & R e T

i f

TRIANGULAR SUPERIOR si

i
b

s by

/ \
vl 0 a1
1] ]
L] L]
| ey 4 "5
] ¥
L] i
: i & P
X i

“langular inferior.



DEFINICION 1.8.— Sea A E M «1la TRAZA DE UNA MATRIZ A es

rHn
una funcidn de @ de M a 1R, gque s denota de la si-
PR
guisnte forma:s
@ s M * R , donde @ (A) = a + a = AT S e g
¥ 4t B 2y’
! \
P R TR i
‘ H
Ejemplos 8i & = | 0O b 1 | ntonces la traza ©tr (A) es
{8 é g @ (A) = a +a +a =1+2+9=17
550 s e
5 e
Si A/ EM = I , entonces B (I )} = n.
Fisn r 3]

DEFINICION 1.9.-GENERALIZACION.- Decimos gue un CONJUNTO
NO VACIO V es un ESPACIO VECTORIAL sobre IR conjunto de
log ndmeros reales, cuando v solamente cuandod:

.- Existe una operacidn BINARIA @ definida sobhre V a la
que denominamos SUMA O ADICION de vectores, gue a cada par

ordenado (v 4, v } E (VM X V), le asigna un elemento (V +
i 2 1

v ) E VYV tal gque las siguientes propiledades se cumplen:
L
.

il ST e G R S i el T e D
1§ 7 2 i 1 &

144 TSR e T Pl LT T T S SRR R Yo N N gy E
1 2 o 1 = 3 i 2 3

V.

iii) d ¢ v E V. que es el neutro de la adicidn., tal e

13
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iv) ¥ v EV J(—v ) que es el opuesto de v , tal gue:
; 1 1

I1.- Estd definida una operacidn denominada MULTIPLICACION
POR ESCALAR que a cada par (a,v) E ( R X V), le asigna un
elemento av E V @ tal gue las siguientes propiedades se

cumplens:

il

v R - S ) (AabY- O % e S rbhhETR. iRt

vi ) e sl Y e e et ek il S S e S e SRR e e

Vo I IR U Y R e T R P L R A T S L e e ] S
1 e 1 2
7% B e Sl SRR i L VR 1 S T R R (R R s
Ejemplo: Vamos a probar gue el conjunto M IR iuntn
A

con las operaciones B de suma entre matrices v multiplica-
cidn  por escalar real, (+ ; .). constituven un espacio

vectorial .

I.~ Bean Ao AR s A M « Obviamente (A + A& ) E M .

i 2 s 2X2 1 2 2X2

entonces las siguientes propiledades se cumplen.

i) VAL A EN =% A + A = £ + A
| = 2n? 3 ¥ 2 G 3
/ % Vs 45
- i : B by :
il 12 11 1%
Al + AZ= | o SR
ioa a H I v kb 1
2 22 L b 22
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& 2 % 2 |
iii) F 0 E M g 0
2u2 i
/ L /
Y B e LA
1 ¢
ol I A +«0= |
1
¢ O 0o {a
2
X £ N
/ N
¢ a a .
i1 12
e : : => B
ioa a i
21 22
b Vi
ivy A F (=) E M s
1 1 SR2
4 L
b ey i S
Xt 2
(—-A 1= | A+ (-A )=
1 L
e o — A
21 22
N\ 7
/£
\oa - & A - a
1l 11 12 12
Pa ~— @ & —
\

LLaw iNagihy LR R Sl SEe M

ViMoo saBeRy . E M =

a.(B.H )= a.; R :
2

21
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=% a A + a A
1 2
viiid v.&a E M © ol Sl L S R o
1 s 1 1
/ N e %
oA & A doam G aie & i
11 L 11 - 13 @
1.A = 1. : = L= : = A
Poa & : i.a S L S a :
21 ee 0 | 22 21 22
\ 7y kN !
For lo tanto M (+ 4, ) =8 un espacio vectorial.
2u2
DEFINICION 1.10.- Un subconjunto W de un espacio Vecto-
rial V, es un SUBESPACIO DE V, =i v solo si W es por si

solo un espacio vectorial bajo las operaciones de adicibn

de vectores v de multiplicaciéon por un escalar definidas

en V.

Be puede probar ademds =1 siguiente Criterio de

subespacio vectorial que dice asi:

W {(+ o )} es un subespacio del espacio vectorial WV

Ceagl )
si v solamente =i
Fyoehl W o WetEW R oW CEW
1 2 3 2
I3y ¥ a B IR ww EMWN =3a . w E W

is



X7

EJEMPLO.- Vamos a probar usando el criterio de subespa-

cio ques

El conjunto W (+ , .) de todas las matrices diagonales

And es un subespacio del espacio de M G AR
axE
z Y / \
H- a b i e
11 11
Sean A o= e e s B : M diagonales E W
1 2 Zx2
i 0 & ‘ i by :
22 a2
N / N / |

i) %A , A EW =>A +A EW ‘

1 2 1 2 |
i \ % N ! N ‘
F- i J4E - b 1 a +b -
11 11 LT G
A A = R, A = i UES W
Lot
0 a : : K b H I e a +b ‘
s B2 sl 2Y
N\ v b £ \ /
1d) A B W & E IR &) a B EW
1 3
/ N / i
I 3 2 PoEa Q-
L 11
a « A = a . | { = ! : E oW
5l
HER ¢ & : L aa ‘
22 22
5 £ N\ £
Fair 'lo tanto comos A + & = a. A EM diagonales E W es
x 2 1 212
un subespacico de M .

2X2




1.10.2 TEOREMA I.— S1 HI ~ H son subespacios de un

~y

pspacico vectorial V. Entonces (H n H )} es un subespacio

<1 s
de V.
DEMOSTRACION:
(H n H ) es no vaclo, va gque contiene por lo menos al
1 2

Ov. pues todo espacio vectorial para serlo debes tener
como elemsnto a Ov.
Hexan

A ) e S s CH Ees )
1 1 2 2 1 2

Lontg H ooy Wi son subespaciosg LR X o HOERiEe s T s
1 2 1 2 1 1 2

Esto significa que X + X E (H H )

¥ 2 L
Con un similar argumento,

a:xX EdHYR H )
1 & 2

For lo tanto se satisfacen ambos axiomas de cerraduras,
lo cual
significa gue:

(H mnm H ) es un subespacio de V.

i 5 =
Ademas como O EH ™ 0 E H R s B e L R =
i 2 & Z
DEFINICION 1.11.- Decimos gue ] CONJUNTO DE M (+

nxn



« =) ES UN ESPACIO VECTORIAL REAL =i s& cumple lo si-

guientes:

.-V A , BEM (A +BYEM .

P Fixn

i) YA ,BEM = A+ B=RB+A

Frushas

kB g ) et s Sl 3 om il g e
ij i3 L3 14 i3 ey

it

137 MRy B o E EOM = (A + BR) + C A B + £)

Frushazs

it

oM N Vi e R e O T SN - S S S ta ) Fipth )

e 1 13 A 45
A B e T T e T B B
i
1ii) 3.0 E M P A O =8 ¥ AaEM
nxn nxn
Fruehbsa:
TR R o T o T I A ¢ R + 0) = a
1 e 33
iv) ¥ A E M s TU(~AY ¥ A+ (-A) =0
XN
Fruesba:
A Hat-f) = ta ) {=a ) = da o e B SR
ij i i 43
1 S L e o e R el | => a « A EM
nxn nxn
sYoiim o B R IR Ry B A e (B« A) = (ax o B) & A



Frusbas

a « (BaB) = & J(Bua ) = (a Bet ) = (a BYufa ) = (a

v 11 34
B) .A
vy SRR IR, A E M =+ (@ + RK) . A=a.fA+RR.A
XN
Fruebas
e - S A YR T TR o s GO (- SRR VS O T | = @ @ + H
i | i3 34

r: = a a+ g . A

3.3
27 R R VR € S S - i | = a » (A + B) =a A +a . B

T
Fruebas
& « (A% B = a .. (a A ) = (a ailj + a b o= oa (a )
ij 5 i B

+ a

(b = a A + a .« B

%3
vidi VA E M +: 1 E IR %1 « A=A
rxn

Pruesbas:

Lna vez que hemos probadeo los axiomas correspondien-—
tes a un espacio vectorial, con matrices cuadrada podemos

concluir que &l conjunto de todas las matrices cuadradas

22
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un

25

simetricas

probar gue 21 conjunto M

g2s un espacio vectorial sobre
El

®n

I
gubgspacio de las matrices cuadradas v por lo tanto es un

El siguiente ejemplo ilustrara lo anteriormente expuesto.

gspacio vectorial.

Vamos

a FE P R
i g 0 -
- o + £l
L T o e S, g3 ™~ +
+ 4 ¥3 <z ¥ &
4 - i e -
= £3 +
it — 4 <I
0 b E 1 =
0 + + .
& ) + & 4 it
= U o e —r + +
] e ) ~ —i 4 o e e i
= b a5 b TRl L e G
e =
Lk R ol i <
= b ey el ]
—— - -t ot ii i Pl TR B ¥
i1 i
< B e B BT a * + Tl e
o4 < o ¥ NN oM
= + + + -
4 + il b
3 = = — -
L i 4 i3 ]
- - iLi i 4 + +
i - o ¥ ~
ii & o4 i el e £
=] ’ & B e i e I
+ St A e e
. i - R - LR SR
e e S <L -
4 P it g ]
i P~ o HiE P~ i} F = P it
i . + 4 u SR i
il ™ o] >
4l L. B T
™ I3 i i 4 B it wef
d i 5 w & €3 L
SRR - ] + =y = == =-
i - 1 4 o
i + L Ty n £ A i
fur} G - B T e
B i i 04 + -
«rd = > s it S =
e e, i o S W 4 o4 e +
i ) P~ — i
o K3 4
* 4 L i ™
™ =4 4 uz ¥
= ™ S (8 T +
i 0 = W = mw e e 4
il + e i Thy E e
A R T H )
o e £y -
%] ™ ] "
1t g - AT
< ™ e <T ea 4
< < T - ] o
+ O s P ¥
c ¥ u u o+ -
n = — £ + e = <
&l = ~ N < rred L —r
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oy
/£

<
i b} 5 ] ]
_d Lt L a
- < i - =
= P b " B 3
L, ii b (o | i + +
o P e et 0 ™
Ril} A St St
E e = A = 3 Sl o =
-~ i < * s 1 o
i iy R N ommem-- @ B M ™M +
it i ~ e T e <
™ i s g e 1 = -t R
> i 4 B e e L " 1] ® N
™ o 3 + ] fl —~ .
= Ny e e { i R4 —r < M2 3
R I £ i + o+
w fi . —~ i 4 - 04 = ] 4
.”. FJ AH . L M S St St
<T A N = B 3 — —
H - £ | fri g ) ey T
> o S ! | = — N e e . +
+ + - - 4 o 4 16
- NP AH R ~ . = i -
<L i i o i
e it il il A
i Ui S T i
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CAPITULO

I3

L= COMBINACION LINEAL Y ESPACIO GENERADO.-

DEFINICION 2.1.— Sean v 5 ¥ 2V xss2x%v » vectores en un
1 R 3]
espacico vectorial V., entonces cualguier expresitn de la
formas
oA el B B e (1)
dasl sign B nn
donde © @ C =220 5 50N @scalares reales, es wuna COMBI-
1 i r
NACION LINEAL de los vector@8 vV (V seseaV
b S r
En el siguiente ejemplo vamos a verificar que A 2 E
M » B85 una combinacidn lineal de v (v v v « dondes
2n2 f O T
/ \ / N ra \ / N\ |
Yo 1500 &8 Clgst ) BT T R R T T |
v = : Pat ! T T : : |
i e A 4
e o R el 5 A 1 S R N o S LR
S v \ N 7§ N !
Z \
g b g
e G R e e i o T s Vamos a expresar A en la forma (1),
\ ¥
entonces: o =1 , ¢ =3 , © =2 , ¢ =0
1 2 5 i
d \ 7 ) / Y ! b v \
(58 SRR SR o Dl - SELEEEN T Sl R e 1. SR RN
Fato ez | e P L R e i .
Rl ¢ L A R 7 et R i -l 4 TR 1
hN /! N ! \ ! A / N /
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B S S
M O
- 0
g o
i
- - - ,’
‘=) L
O o

o o

o] 4

i ]
+

- .- - .-.I.

Moo

(] O

W

L

W

combinacion lineal de v

Lo gue verifica gue A @5 uWna

vamos a verificar gue A es

B

o PR

]
i

Anadlogamente si A =

una combinacidn lineal des

4

]

—-

2

Vamos a edpresar A en la forma (1)

B e

™4 ~0 P
I H i
! K iy
o 0 i

R

o i A

= e == aw ==

7
il

T LI T A

H1] s el

] o~ ™~

o] —i Hy
i i i

= e mmem e

- e .-

i, i R L e

A e e

™ i ™
=i e e
o 4 0]
¥ M i3

H i



DEFINICION 2.2.— &Se dice que los vectores v o V sgeeweaV g
p 2 n

en  un espacio vectorial VY, BGENERAN V, si v solo si todo
vector de v E V., se pusde expresar como una combinacidn

lineal de ellos.

V es el ESPACIO GENERADO por v 4, V ,..wxav » Dicho
it} 2 n

de otra manera, ¥ v E V, existen escalares € 4, € seaa.§ E
1 2 r

R, tales gque:

A R T VR e Y AR e TSR Y R
p g 22 . n

En el siguiente ejemplo veremos gque CUATRO vectores

pueden generar M “
202
d N
By
Como A = | : E M « Vamos a escribir A en la forma
28
o =t = (5 A
N &
i \ T b / i / \ Vi N / b
Ve by LowE R LRE TR A TR 1 R B o B
: - = et T i R ¢o= :
O S s [ BT R R A AR il N S
5 v A . N b b X \ / B 7
v N /! S / N o N
B e o) 1 ORES e G e 2 ey o S
se ve entonces gques | e SR T R :
T e 7 IR L I S0 e g SR S
X . X 4 \ i \ 7

generan a M

En este otro ejiemplo vamos a determinar que cinco matrices



pueden generar M .

Buld

/ N /

penk R i

Sean: A= 1 Be= |
SO T e e 1

b / N

veamos si generan a M

En primer lugar escogemos una

nuestra meta

Qe s

”y -~
s

29

o Q

_——

-~
PO
B

-y
e

matriz arbitraria 2Zx2, por ejemplo

i N
. & = S
i ‘
i it - S
X 7
consiste en hallar escalares ¢ ,C ,C 4, ¥ ©c tales
) R e T i
/ N / / N P N ! N
R 0!l A < i 1.0 £} S 0! Ll {
‘ i el ity v yc } H
2 3 <t ]
'O O! i 0! T | 0 H g s L ¢ L
N\ / \ \ z N / i i
£ X (S R e A
1 &
P& Eytt
i i lo gue eguivale a Aot BT - TS
2 o
i - -
N / B e
i &
M e AT L
4 a3

vamos a encontrar el

conjunto solucidn del sistema apli-—

cando &l método de Gauss de la siguiente manera.

Eocribiencdo

aumentadas:

ern forma matricial tenemos 1a matriz
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]

i
0

e

£

4

!

¥

0

QO

s variable libre

o

g3

e

&=

g 2 gt

il

u

.

Ce={(c

M

]

det EIR}

i)

infinitas

decir que el sistema tiene

gquiere

Esto

Lk

Una solucibén para obtener los escalares

soluciones.

Entonces: @

0

(1), es gque ¢ =

cump L en

&

e

o

-
at

Esto implica gues:

S leall
£

i1 u
e

FRB.C,D.E, generan

consecuencia  las matrices

Ery

4
4
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2.2.1.— TEOREMA 22.— 81 {v Vv s«uv } s80n vectores en
X2 k

%

Ve 8l conjunto generado por (Vv oV seeaxV 7 B8 un subes-
ki 2 k

pacio de V.

DEMOSTRACION:

51 conocemos que 21 conjunto generador:

it

gen LV a4Y s-saxaV T noooes Vacio, va gue v o, para i
3 k i

Yo unk, pertenece a8 gen TV gV aaasgV F T R
i) .

Frobaremos que las dos propiedades de cerradura se
cumplen en el espacio generado por los vectores dados.

81 V, W, E Gen {v v s..0,:v 7 entonces V+WEgen

I b
IV N g owie s FoBuponancas ague VY v Wi SBen T GV s sag VD
PRl b i ey k.
existen escalares a8 45 8 sewsg@ Y b b geneagh y tales
1 £ r 1 S r

Cjuae s WV et R A e e e R

@ s b a2 N5

W = I e iRl < TSR SR i B o B

ivl 2 e

Entonces:

o R R R R IR T - B T TR RO TR RV T
i 1 o By 2 g e e




gue V + W es una combinacidn lineal de v .V 4.3V 4 pOor
ri

“

consiguisnte V + W E Gen {v 4V seswsV 1
) s k

e V Ben (v ;¥ s==:3¥ s entonces cv E gen
3 T k

{V 4V seews¥ TV ¢ escalar real, entonces:
Aralies k

Vo=a v +a v +...ta v gpara ciertos @scalares © 6 pesassl
: i LRy n n h R 3]

real W eV = i {a v +a v S...a v ) ==
gt SRR s rnon

Ca 'V #tE v V Peoe B8 ¥V
2l il 2 e nn

Fuesto gue cv es una combinacidn lineal de v vV gewsaV 3§
3 n

",

entonces ov Ben  iVvELV s aaagw Fal Py a0 Lante gen
L7 k

LV 3V sewa=3V F €885 un subespacio de V.
(S, b

2.3.-DEFPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL.—- Los conceptos
de depsndencia @ independencia lineal, bases v dimensibn
son muy importantes para el trabajo con espacios  vecto-

riales en general v para matrices reales en particular.

DEFINICION 2.3.1.— Un conjunto de vectores {v 4V pg.«.Vv 7}
- e n

de un espacio vectorial Vo oes LINEALMENTE INDEPENDIENTE EN

Vv #i  la ecuacitn: ©c v +C ¥ .00 v =0, 85 decir tiene
e nn

kJ

como SOLUCION UNICA o =g o=, , .= =0,
s (I n

32
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Un conjunto de vectores es LINEALMENTE DEPENDIENTE
EN V sino es linealmente independiente en V.En el si-
guiente ejemplo vamos a considerar el conjunto:
Y 5 o N S \
AL Qg e 01 e S de matrices pertenecien-—
8= : T e i
i & bl | t 0 o 1H : 0 P tes al espacio vectorial
X i b e /
de M diagonales D v determinaremos si 8§ es linealmente depen
s

gdiente o independiente

Vamos a suponer gque A =

Yo ogue o A +o A+
: L Tl e,

/ \ /

i 0 AL

: et~

1
S 2 o R E
i /! \

Obviamente

« - N

1 2

en D.
& N /
e (O P
: P A=
1 2
B 13,8
N 4 h
c A =0, entonces:
N / S N
i A e Sy il =t
i s H H :
i et ! Q T D AL
7: A PN £

sistema de

una solucidn del sistema serias

s S = —1

Bruaciones:

-
o
-
-

LA




34

Siendo este un sistema de m ecuaciones con n incognitas,
donde nx» m. entonces se deduce gue el sistema tiene
soluciones no triviales. En consecuencia 5 es linealmente

dependiente en D.

2.4.— BASES Y DIMENSION.- Uno de los conceptos esenciales

del algebra es el de BASE de un espacio vectorial.

DEFINICIDON 2.4.1.- Un conjunto de vectores (v o V 4y «ss &
1 2

v }. ®s una BABE DEL ESPACIO VECTORIAL V si v solo si.
Il

i) §v 5 V seees Vv 3 28 linealmente independiente
1 2 r

1 18 5 GO R v B o Y
1 2 rn

Consideremos las matrices:

i s ! W /s X i N\
e | L8 3 il . L Lo o f 1 O 04
A = i ton Lah : TaFy = i BN
i 2 it 4 2%2
A SR G0 oL PA 01 -« i 5.
X ! 5 / N / \ /
Vamos a determinar si 8 = {A 4, A , A A } forma una base del
1 2 3 L
gspacio de las M :
2u2

Demostraremos primeramente que 8§ es linealmente independiente en

M » Suponemos qQues: ¢ A + Cc A A+ e A =0
282 h T & 2 2 53 4 4
i B / % i 5 / b
ek R85 L 0 t D 0!
Entonces: o= : A e i Ll =] ! c =! :
3 2 5 4
EgrEt ey R B RS i e A © 3




De agul se tiene que o =g =g o=@ =0, For lo tanto 8 es
1 G S
linealmente independiente en M »
a2X2
Ahora demostraremos gue 8 genera M « pPara lograrlo consi
Ll 5
deraremos un elemento arbitrario A.
£ N
i a a :
ik 2
A= BN
Bx2
i oa a :
21 ol
5 7
Fodemos notar que: a A +a A +a A +a A
o S R R e s SRR R R
/ N ' N £ N & \
e & o TR AT 5 ol (3 S 10 o
=8 : A : it ‘ ha : { =
13 2 21 22
L 6 10 Jins e P | e B, ¢ G
i i \ / N 7 A Z
De esta manera A se expresa como una combinacién  lineal
de A A A ,A . FPuesto que A se tomo arbitrariamente, 5
d R i ey
genera M :

Lo TV |
Pl |

por lo tanto B8 = {A ,A ,A ,A

COMENTARIO .-

e
b e o A LR

Un conjunto

7 ez una BASE
4

puede generar

de

un

M

Lae | ~
L

espacio




vectorial v ese conjunto no ser linealmente independiente

en  ene espacio, o un conjunto de vectores puede  ser
linealmente dependiente en un espacio V vy no  generar W

sino otro espacio vectorial, gue es subespacio de V. For

N

ejemplo los vectores (1,0,0) , (0,1,0) no generan 1R
3

paro si son linealmente independientes en R .

~3
e

Los vectores (1,0), (0,1), (2,0) generan 1R . Fero

no son linealmente independientes en 1R.

2.4.2.— TEOREMA 3.— 51 B= {v 4V 4.s.x¥V J B85 una base de

R n
Ve entonces existe un conjunto anico de gscalares
el vy 3y Tales gues
32 r
3 TR ol I AR ol Ve s S G S Y
A | Z i A
DEMOSTRACION:

Existe por lo menos uno de tales conjuntos de escalares,

Ya qQuUe {v 3 VvV see.aq ¥ ¥ genera V. Supbngase gue v pueds
1 2 I

expresarse  en dos formas distintas como una combinacidn

lineal de los vectores base. Es decir, supbtngase gue:
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=i restamos obtenemos la ecuacidn: (¢ —d v+ (c ~-d v
e TR | A S

et i el w B = 0 pero como los v son linealmente
AR i

independientes, ésta ecuacidn salo pusde cumplirse =i

i
a
2
1l
i
o
b
.
-
n
;
a

1o Ltanto: ¢ y
1 i & % # n r

De acuerdo al teorema dad una base B existe una sola

farma de escribir v como combinacibn lineal de los v .
i

2.4-3._ TEDREHA 4¢_

Si | G e T R T e e L R L TR S T T e TR T
1 i m 2 % S ] r

hases del espacio vectorial V, entonces m = n; es decir
dos bases cualguiera de un espacio vectorial, contiene el
mismo numeroe de vectores, este nuamere =ze denomina Dimen—
sibn

DEMOSTRACION:

)

Sean B = {u ,u s...u 7 ¥y B ={v Vv s...v }
1 IR m & L I

dos bhases de V. Debe demostrarse gue m=n.

Esto se demuestra haciendo ver gque si m * n, enton-
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ces H ez un conjunto linealmente dependiente, lo gue
i
|
contradice la hipdtesis de que B es8 una base. Con eso
1
se mostrara que m £ n . El mismo procedimiento servira

para mostrar gque n 5
el teorema.
Asl todo

entonces R
1

es dependiente.

cada wu se puede
i

los Vi.

Se tiene =>* u = a 2%
1 i SR |
um = g W o
- ich e ¢ 2
o= oA v + a
1 ml 1 me

A fin de mostrar que B
1

hallar escalares i B

32

quiE

como constituye

esCribir como una combinacion lineal de

es dependiente,

il

m ¥y de esa manera guedara demostrado

I

lo gue hay gque mostrar es gue si m > Ny

una base,

i

@8 necesario

« Nno todos tales

B

Cero,
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B 1 + BT + o + R = S

La ecuacibtn (3) se pusde escribir como:

(a C T L Gl = +..ta | +(a e +a
11 ¥ 21 2 ml m 1 12 ;] 22

Co L s aba O N R e Sl cC +a e R R R 9 VI

Fero como vli., vZ: ... vn son linealmente independientes,

debe tenerse: a c + & R R e g =0
i oy GRS, | s QRS mi m
& gt MRS TR ) e Ll (8)
T AR mz m
& C + a A R g =g
o i T S 20002 MM m

El sistema (5) es un sistema homogéneo de n ecuacio-

nes con las m incOgnitas € C sewss © s Y COmo m > n, el
12 me
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sistema tiene infinitas soluciones. For lo tanto existen

gscalares C ;C «.x © 5 No todos cero, gue satisfacen (2)
di. 2 1]

v oen consecuencia Boes un conjunto  linealmente depen-—
1

diente.

Esta contradiccidn demuesstra que m £ ni intercam-—

bhiando los papeles de B vy B se muestra que n < m vy la

;| &

demostracibon queda completa.

Este teorema permite definir otro concepto central

del algebra lineal.

DEFINICION 2.4.2.— 8i el espacio vectorial V tiene una
base finita, entonces la dimensidn de V es el ndmero de
vectores oue  tiene cualguiera de las bases V, vy  beste
Gltimo recibe el nombre de ESPACIO VECTORIAL DE DIMENSION
FINITA. En cualguier otro caso se dice que VYV &8s  un
espacio vectorial de dimensidn infinita:. 5i V = {0}, =e

dice gue V es de dimensibtn cero.

Notacidn.— La dimensidn de V. Se denota por dimensién V.
Ejemplo:

/ ! / X / b / 5

S § 1) s | 1 oo 0! I o

‘ et i JRe ¥ ik I Es una base de
¢« © 0l ¥ 0} i 0 3! MR SR

b ! N / N / X /
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la dimensibn del espacio vectorial generado por éstas

matrices 2x2 es : Dim = 4

= :

b L / N
- Dimensidon del espacio de las 4: L .9 f A 0:)

= 24 H T :

matrices diagonales = 2 RO (0 e ¢l

B 4 N £

- -1

2-4.63_TEDREHA 5-—
Suptngaese que dim V = n. 81 {u W L..U 7 88 un
ddsdl 2n

conjunto de m vectores linealmente independientes en VYV,

entonces m 4 N.

DEMOSTRACION:

SEa 1Y W sxax¥ 5y Una base de V.si m * npeentonces,
5 ] X s 5
1 2 n

coma en la demostracidn del teorema anterior, se pusden

hallar constantes € ; C ...C , no todas cero, que satis-
<l 21 m

fagan la ecuacidn (2). Esto entraria en contradiccidn con

la independencia lineal de los u  por tanto m < m.
%

2.4.7.TEOREMA &6.—-

Sea H un subespacio del espacioc vectorial V, de dimensidn

finita. Entonces H es de dimensibn fimita b

dim H < dim V



DEMOSTRACION:

Sea dim VY =n . Todo conjunto de vectores lineal-
mente independientes en H, también es linealmente inde-—
pendiente en V.

For el teorema 5, cualguier conjunto linealmente indepen-—
diente en H, puede contener & lo mas, n vectores. For
tanto M es de dimensitn finita. Ademas como cualguier

base de H es un conjunto linealmente independiente, se ve

gue dim H £ n.

42



CAPITULO III

3. RANGO, NULIDAD, ESPACIO DE RENGLONES Y ESPACIO DE LAS

COLUMNAS DE UNA MATRIZ.-
n
DEFINICION 3I.1.- Sea A E M y sea Moo= {X E IR 31 AX =
M a

O ynid
r
Se puede probar que N es un subespacio de R

&l

M recibe @l nombre de ndcleo de & v Lj(ﬁ) = odimi
& &

s2 la llama nulidad de A, 81 N contiene solamente @l |
&

vector o, entuncegL&A) = 0,

EJEMPLO: Nuaclec vy nulidad de una matriz de 3x3. — Sea A: |

£ \ =

B e e B J'l e |
H Obviamente una base de A es B:

P od . =6 b | -, 3

g ST R 0 1

\ i

Fues los vectores columnas (1,2,0) v (0,3,1) =on
linealmente independientes v generan.Entonces B es  una

base de M v lf(ﬁ) = 2
&

3.1.2.— TEOREMA 7.— Sea A E M « entonces A es  inverti-
NN

ble si v solo si L[(A) = 0.




DEMOSTRACION:

Segun el " teorema creciente  Que se encuentra a

continuacidn, se tiene gque A es invertible si v solo si

@]l sistema homogéneo AX = O, tiene solo la solucidon

trivial X = 0, Fero por la expresidn (1), ésto signifi-

ca que A es invertible si v solo si N = {0, For lo
=l

tanto A es invertible si v solo si {(A)=dim N =0
&

3.1.3.— TEOREMA 8.— Teorema creciente Sea A E M .
Mxn

entonces  los nueve enunciados gue siguen son  eguivalen—
tes; es decir cada uno de ellos implica los otros ocho
{de tal modo gue si wuno de ellos es valido, todos son
validos).

i) A es invertible.

ii) La dnica solucidn del sistema homogéneo AX = O es  la
solucidn trivial. (X = Q)

iii) El sistema Ax=b tiene una solucidn gue s dnica para
cada n = vector b.

iv) A es eBguivalentes por renglones a la matriz identidad

I de n¥n.
rn

v) A se pusde escribivr como un producto de matrices ele-
mentales.

vi) Los renglones v las columnas de A son linealmente

44
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independisntes.
vii) Determinante de A = 0
viii) Nulidad de A, \f (A) = O

ix Rango de A, £ (A) = n.

DEFINICION 3.2.- Sea A E Mnxn, entonces &1 RECORRIDO DE

& denotado por recorrido A, esta dado pors
m I
Fecorrido A = (v E IR ¢ AX = Y para algun E IR 7

X.2.1.— TECREMA 9.- Sea A E M . Entonces Recorrido A

@s un subesspacio de IR .
i

DEMOSTRACION: Supdngase que v v estan en Recorrido A,

Je s
n
entonces existen vectores X s ¥ en IR tales gque vy =
& 2 1
Ax v v = Ax , por tanto:
5 2 7
A (ox ) = o A = o v ¥ AR Hw ) =8 AN B Y +
x 4 i 1 2 1 2 1
Y de tal modo que & v e estan en Recorrido
2 : 8 1 2

Ay, entonces A es un subespacio de IR .

DEFINICION 3.3.- Gea A E M Entonces &1 RANGO DE A
mxn

denctado por P(Q), esta dado pors



f(h) = dim Recorrido A.

NOTA: Esta definicidn es previa al teorema gque sigue.

DEFINICION 3.4.- Una matriz es de forma ESCALONADA
REDUCIDA POR RENGLONES =i v solo =i se satisfacen las
siguientes condiciones:

i) La componente guila de cualguier renglon que
contiens por lo menos un elemento distinte de O s dgual
a 1.

ii) Todas las componentes que se encuentren debajo
de la componente guia de un renglon son iguales a 0,

1ii) La componente gula de cada renglon se encuentra
a la derecha de la componente gulia de cada renglén
precedente.

iv) Todos los renglones que contienen solamente el
elemento © se encuentra en la parte inferior de la ma-
triz.

v Cada columna gue incluve uwuna componente gula

contiens ceros en las demas posiciones.

J.4.1 TEOREMA 10.— El rango de una matriz A es igual al
numero de renglones no nuleos de cualguisr forma escalona—

da por renglones correspondientes a A.

EJEMPLO: Determine &1 rango de A donde:



/ \
+ o O B B T
e LR S
| e Dt WL v
\ /

Mediante la reduccidon por renglones se tiene:

e i

rJ

N o N L x
B 4 21 o ¢ 5 -4 2 SRR 3 i 21
7 4 ol S R, 4 a8 43 iRl e A 1 2 S
1 3 g L DR T T TR 11 =4
! b ' N Fé
/ \ 7 \
i 4 AR 2 anl 3 -4 2 }
e ¢ 55 1 2 ik it R 1 7 1
0, Qi 2 P! ¢ =0 ] bR 5 e
5 7 hS !
Entonces hay en total tres renglones no nulos. For
consiguiente rango (A) = 3 & EHRY woUk.
DEFINICION 3.5.— 8Si A E M CTOEN A gl T R e R T
M 1 Q m

renglones de A v {C 4C swvsws F las columnas de A enton-
3 e I

ces se definens:

R = ESPACIO DE LOS RENGLONES DE A = cen
A
f i SR i
3o 2 m
c = ESPACIO DE LAS COLUMNAS DE A = (=1=Tq1
A
s S G
+ IS r
n
NOTA: R es un subespacio de IR vy T es un subespacio

A ]
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m
de 1R .
3.4.1.— Ejemplo ilustrativo.— Determine &l rango vy el
espacio de renglones de R | 5
A = 2 0 4
et I 1
Reducimos por renglones A
=] 3 s Tt X 3 g 11 T ¢
(%) & A0 MR eV b Gl U ek 0 L sl = H
-5 1 o -4 4 Q -4 4 ] 0

Como B tiene dos renglones independientes, se tiene que:

Pip) = PUAy = 2 'y R = Ben {(1,-1,3),(0,1,~-1)3
Al

J3.4.2.— Teorema 11.— Sea A E M . Entonces A es  inver-—
NN

tible, si v solp s1 f (A) = n
Demostracibn: A es invertible &1 v solo si:
U (A) = 0
Pera £ (A) + U (A) = n » P(A) =n - U (A)
For lo tanto A es invertible, si v solo si:
f(A) =n -0 =n

¥ £ (A) = n.



3.5.-CAMBIO DE BASE.

3.59.1.— Definicidn de matriz de transicidn.— Sea
M cuyas columnas estan dadas pors
rnxn
i R Y SR - R VR v o a
3 L o [ A . 5 R | i3
= -
)
=4
Fiu )8 = .
o
&
nj

recibe &1 nombre de matriz de transicidon de la base B

la base B . Es decir:

>
£

-~
a & R it
X 12 in
a E o v
| 2 Al
A = -
& & B i
5 nl n2 nn

A E

i
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3.9.2.—- Ejemplo ilustrativo.-

Sean o= 1 Y BRI . entonces
i 2
O 3
Z
B o= 0 ,u gque es la base standar en 1R .
3 255
Eean v = ¥ v v L « COomo vy v son linealmen-
1 2 i 2
te
3 2

independientes, va que v no s maltiplo de v 4, entonces:

: 8 2
-
E mi N N s una segunda base de 1R .
e 3 z
=)
ake
Sea X = ¥ « un vector en R . Esta notacibdn significa
1
que A
)
X = | ¥ X 0y
i
=3 + = ’2-1 (1} B L aLY
1 & i 22
# 0 i
| 2 L. HEL
- A

Es decir X estéa escrito en términos de la base B v se




es decir: (u

>

~

die

escribes(x) B = x . Como B es otra base en IR .,
1 1 Z
gscalares o i vioe L ARlBE ques X S e v e e
L & G e 5
Rreo il i aF 4 Spiing 1)
dd. o

una ver gue se han determinado éstos escalares, se
bes

(Xy B = il
2 1o

gsto indica gue ahora X estd edpresado en términos

vectores de BO.

2

Fara hallar los nimeros ¢ v ¢ 4 los vectores
i § £

base original {(u, v u ), se escriben en términos de

2

existen

{

1).

@ L

ce los

dee 1a

los

vectores de la nueva base (v, v v ). Es facil verificar

o
£

que:
TN . 1 3 -1 2 3
5 el e e - i S R e i
ol s = 5 s 5 5
R 1 o 1 1
RS T W e T L R w2
1l s 3 = o 5 5
B2 = 2/l ¥y tu)p = fiss
g Rl
~- 3/5 1/5

A partir de (2) vy (3}




>

Asl de (1)

o bien H

C = 2
A

=

c = 3
i«

o

E
1
()()EI = =
=
2
La matriz A = 2/3
—-3/0 1/9 de transicitn
{ X 1R = A { X
J.6.53 TEOREMA 11
Si A ez la matriz

Matriz

1
b4 + - %
1 2
2
1
X + - X
1 o
w
279X +1/8X 278 1 s X
i - 3
s o I e WY e 175 M
1 2 2
L/ 8 recibe el nombre
de B A B Y en consecuencias
.1 oy
B
5 §
de transicidn de B a B , enton-
iE 4



a3

ces A es la matriz de transicidn de B A B .

2 L

DEMOSTRACION: 8S8ea C la matriz de transicion de B A B .

£ 1
Entonces de = ( X ' B =A (X ) B , se tiene:
2 1
SR SRR TR e G 8 R = T
3 2
Feros [0 G hop - BE R S (R T
2 L
vy  al sustituir ésto en (1), se obltiene:
{ X' 30R el TR B
4, &) 1
Ahora bien sio# S LS T | | D R . |
COMENTARICO:
EL Teorema anterior hace gque sea particularmente

facil
hallar la matriz de transicidn de la base standar gque es

la siguientes:

r
2] mo{E L8 s.uey & ) o&n 1R, a cualquier otra base en
in g r
r
IR « Sea B = {V. Vv s2ueav 7 oOtra base cualquiera. bBea C
L | Y
£ £ n

la matriz cuvas columnas son los vectore@sE Vo o aV o seweesV
< S i

Entonces © es la matriz de transicién de B a B , porgue

2 -

cada wvector v va estéd escrito en términos de la base
ol



standar.
— - P L g ' ~ el — --_ -
For ejemplo:| 1 3 1 0 Q 0
= B! 0 1 0 0
2 m +3 o T 1
- L 0 O 1 0
4 4J 0 O 0 i
Gl R BIES

En consecuencia, la matriz de transicidn de B oa R
i 2

eas .

De psto se desprencde un procedimiento para hallar la

matriz de transiciétn de la base esténdar a la base B .
2

i) Escriba la matriz C cuyas columnas son V 4,V ceeesV o

i AT [y
=i

iij)Calcule C . Esta matriz es la matriz de transicidn
requerida. —~ -

1 T 3 )
Eiemplo: Sean b = {i,i.k} ¥y B =4 Qi gtk By 1 >

h | 2
i
L - = ~— bd

81 X o= v E IR , escriba X en términos de los vectores
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Siendo V vectores base estéandares para R

as

-
=

. En primer
1
lugar hay que verificar que B es una bhase.
i 3 0
o Q ot 5 1 = g % 0 , 81 es una base.
2 O —~2
Luego,. como s ‘
1] [ o 0
u = 0 ol =3 vV 1O
g, - 3
(00 0 3
— s 25 J k_
# La matriz de transicidn C de B & B estéd dada por ‘
& 1
1 % 0
o= 0 e i
= 0 "
For lo tanto, segun el teorema lé, la matriz de
transicibn A de B AR ese
4 2
=Ty D
=il
A= € = 1/8 @ = e
£ & ek

Febafb.— COORDENADAG.



81 5= V., ¥
% @
wepacio vectorial V
pusde expresar en la
o it A8 BN L S I
G A 2

de una sola manera.

S

vectorial

o
M

e
mn

baze H, entonces los

las coordenadas de YV,

E2sl

o SRR e

Vode dimensidn finita,

1

-
s

i

relativas a la base R.

Sé4
s=wxaV } 25 una base ordenada de un
g

« entonces todo vector » en YV se

forma:?
v +-IH+C v"l'

& RN

es una base ordenada de un  espaclio

v Vowm - e [
PER | 2

la expresicon de V en términeos de la
escalares C , C ,...:C se denominan

vector de coordenadas de v relativo a B, se
denota mediante (v) vy es el vector definido como:
b
(w) = (C 4C yuvwyC )
] s MG n
l.a matriz de coordenadas de V , relativa a 8 se denota
mediante (V) vy es la matriz noow Al . definida
Ly
Con: (Vs R
1
&
2
esroL
- JInMtitute We Ciencies Mateméticas
B3 ()
= “Ing Homero Gz iges™
t




J.6.5.— UNICIDAD DE COORDENADAS.-—

Dade uwun espacio vectorial V v una base 5 pero el
mismo, las coordenadas de un vector VY en V son Gnicas.

Prueba.- 0= G S R o, PR, N SRt
& R n

Todo vector V en V, puede escribirse como una combi-

nacitn lineal de los vectores en 5, porgue 8 genera a V.

Mg N Fea ey el Y
ARk &g [ S
i T S o TS R S e o B
1 il 2 n_n
debemos demostrariy que aj = by = para 1 = 1,200 e4N.

entonces vamos a suponer gue no se da la unicidads:

oA e L s R E e m v ey e R s b Ty
" | 2 o A Sl 2 2 (.
¥ ta =h )y Hta =h 1% duar e b e mnoY
1 1 1 e n.oonoln

..L
i
R
b
b |
e |



Con lo gue probamos gue a3 = b v que las coordena-—

das de v son anicas.

3.6.6.— EJEMPLOS ILUSTRATIVOS:

- - -

- SeaniM = R [ 5% G ] s R
1
- M # ] == M, =
2 : 3 i
ey 0 O L 0 (] i
- _- L _J = ’ ~ =
y considere la base 8§ = (M , M , M , M }, para el espacio
: 2 = 4
vectorial de las matrices 2 # 2.
& ks
‘ B M= € d] es cualguier matriz 2 % 2 donde:
-
! ‘
| M = a M + b M + cM Sy e B
3 2 - 4

FPaor lo tanto si vector v matriz de coordenadas con

respecto a 8 sons

(M)

it

Elly By 8y ey i oM a2 b

En el siguiente ejemplo vamos a determinar las coordenadas




de la matriz A=
Escribimos

entonces s

& X i

e e i |

H ! =

Ti
12 [ 4 0
i # N

kJ

0

en

[
-
o

Se obtiene entonces:

Da como resultado el

cl+2cd=0

ErmaResE - L 1
IR T = e

P e S N S

!
=
D R e o S i

=

r3

-
o

]

Encontramos

sistema dado,

forma de combinacidn

B la base:
Vi \
e 34
G e H
¢ =5 S0
\ /
of
e
h:
R e (i
3 4
\

+

i o

-

Q

-
‘I—P

kJ

lineal

o

o

+J

i
!

=
A

=

siguiente sistema de scuwaciones

te formas:s

eliminacion de Gauss,

!

o L b T

i e I BN
] i

s T e e

i

iy IR o R o B

N

-

ot

-
P

aplicando el

Sl e e S S

método de

2

P

@l conjunto solucidn

el

de la siguien—

)

0] 0 0
0 1 2
e e
AN S SR
N
0 J
i
o
7/
\
A
i
8
o

lineales:

\

o S
o BR85S
LT B
:

Pl bt U
/

a9




o e mm == me =

4

1

14
b L2l

-4 ] < o)
L L




CAPITULD 1V
4.—- Espacios con Producto Interno.—- Los conceptos de
magnitud de wun vector v de angulo entre vectores son
nsuales en espacios vectoriales. Fara definir estos

conceptos en cualguier espacio vectorial, se empieza por
considerar  wuna funcion denominada producto interno. =1 ]

denominan ESPACIOS CON PRODUCTO INTERIOR.

4.1.— Definicidn de producto interno real.— GSea VYV  un
sapacio vectorial sobre los nuameros resales. Urm producto
interno  real en V ez una funcidén ? e o N-X WY en - IR
tal que & cada par de vectores (u,v) E (V X V) , le
asocia un numero reald u, v o *, entonces ¢ (Rav) = £ Wev »
E IR, ademés deben cumplirse los siguientes axiomas:

,vaWw B N, Ve E IR,

il ORI s RN
ii) L OHEVLWL B = VR ok RN
%l SEl T e Wyv
i) = tgwe 2 2 0 duun 2 =9 ., Bl v solo sl w =0
Las siguientes propiedades adicionales son una

consecuencia inmediata de los cuatro adiomas del producto

interior:
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Pruebat Bpa u, VEV

O

TR T R R A o B Y U S R D TR R R

e

14) T uwevaw E V 29 UV + W 258 UV FH<0W

Fruebas:
G G ST SR T e I S R ]
SRR T SR R R SR R R T S R T
34a1) Wiitew E M G B IR ot cv P =0 i,V F

Fruebas:

LR 1 ¥ s MG e ¥ R T i DR SRR o R ¥ A T e B g S T S

4.2.— Definicidn.— Sean u vy v dos vectores en un espacio
vectorial V de dimensidn finita, v sean:

A6 ) RN 4 SR R P
8 sLei o i

<
Hi

G o e )
B R i

losg wvectores de coordenadas de w v v ocon respecto a una

base fija B, entonces:

W
]!
1
o~
=
S
-

(V) =u tun. YV
& R 1§ n n

o

define wn producto interior en V v se le denomina el

producto interior determinado por la base B.

Sea B =»{M, M M M3, la base ordinaria de M

3 A R i PR g s

L




&3

/ hY / i
¢l (] H R v -
1 2 i 2
8i: U= | - Wi N e 2 e
Pk L1 i N v i
A 4 & 4
% / L 4
R SRS A NSRS WS T (v}0= (v ¥ v v ) por 1o tanto el
B 1 PR e, TR 1 wwp e g
producto interior determinado por 5 gueda definido como: <u,vs =
W R v R AR R TR R R
=) i S L ] 4 4
For ejemplo si: U = / hS H s
L & et R A
H : S AR T i
S 4 | e 2
N 4 5\ £
G 0 T R SR B T R, e R S | I R T 1

4.3.— Definicibn de norma de un vector en un espacioc con

producto interno.— Sea V un espacio con producto  inte-—

rior. La norma f# v B} de un vector v est& definida pors
SR A e R

4.4.-Teorema 12.—- Desigualdad de Cauchy — Schwarz.-

8i wu vy v son vectores en un espacio con  producto
interno, entonces:
Lo Cuad bog T a1 Py v i
Demostracidn: Si u = 0 entonces LgV > = WM *>=0

En este caso la desigualdad se convierte en

u # G

pusde suponer entonces que




&4

Sea ¢ un escalar arbitrario, por definicidn se tiene
CjLies 2 o O 1 T e SR MR R B T O o 1 R T IR 4
(e % (O 2 S e T e B ST B e R B v B P [ R R L

ot B SO T G, R R SR

Fuesto  gque <u,ve = dyv,ul, por definicibon se  tiene

B ' Shyur & Z2a gVl Ay s (1)
51 hacemos <u,ur 4 = &, 4U,vr + dv,v>

entonces (1) se convierte en ¢ 0 £ ac + 2bc + c

J

Fuesto que el polinomic ac + 2bc + © nunca es

negativo, por lo tanto su discriminante no pusde ser

oy

mayor gue 0. Esto es«(Zbc) = dac 2 0 o bisn(2< wyvd) —
=

>

R B e B s B B R R T o N R v S TR R BT T TR

(2).

La desigualdad de Cauchy - Schwarz se deduce divi-
diendo primeramente (2) entre 4, v luego extraemos la

Falz cuadrada en ambos miembros de la desigualdad resul-

tante:

\V{ gt > VQ VeV s

s

L1



&5

Eiemplo: 8i consideramos a M con &l producto interior de <
2x2
Uy > = v +uyv +uv +uv, vamos a determinar la ? A 7,
1ok 22 = 3 4 4
cuando A = / A
it | G
o - Pl
\ 74
entonces (ALl = 4 AgA *
iR =+ V(wl)(~1)+(7)(7)+(6)(é}+(2)(2)
Al m e Mg o+ 49 + 36 4+ 8

AL =+ (90

De la misma manera el producto interno de AR E

M i Emia
L
i N ! X
i) Bty {5 o ke
A= : B= | :
H o e M a2
X 74 N\ £
Entonces < Ay B 2 = (=2 (&) 4+ (7)Y (=9 4+ (8 -4 4088
LOALR o= =

DEFINICION 4.5.- Emn un espacio con producto interior,

dos vectores u vy v son ortogonales, si vy solo si:

Ademas =i u es ortogonal a cada uno de los vectores

gque pertenscen a W, se dice que u es ortogonal a W.

Un  conjunto 5 es ortonormal, si es ortogonal vy si



todo vector de 5 tiene norma igual a 1.

COMENTARIO.— VYale seffalar que la ortogonalidad depende de
la seleccidn del producto interior. Es posible que dos
vecrtores sean ortogonales con respecto a wun producto
interior v  gue al mismo tiempo no sean con respecto a

obtro producto interior.

EJEMPLO:
Sean A v B E M « vamos a determinar si A es ortogonal a
22
Hy, siendo:
A 7 N
= 1oy HEr s Q3
=k & ) 24
7 b #

Entonces <H, A= O

#By AFe=E {2 4 O (13 B0 (=E) 4 DRy

THy Armed o+ & o= 0 =2 8 gs ortogonal a B,

4.6.— Teorema 13.- Desigualdad triangular.- 5i u v v son
vectores ortogonales en un espacio con producto interior,
Snhingeey | wok v PIOLODE ot el wl e N BN
Demostracitn:

~
b o

LA R AR B T R e R T R R

&6




&7

S o8 LSRN
Eato damplica gues (g + wiy € 'f o 4o+ 0 v
En @]l siguiente ejemplo probaremos que la desigualdad
triangular con las matrices A v B v el producto interno
dado en la definicién 4.2, siendo:
! N / x
i 04 ¢ D - :
A= iy B= :
bzl 1] ¢ 0 0]
N 4 N i
Entorces: fA4 + B <« f A R + § B R
/ b
iy ik 24
Bia.+B = | i
i A%
3, /
28 + B? = +\(1) (1) + (2) (2) + (1) (1) + (1) (1) = &7
AT = +\h1) (1) + (0) (O) + (1) (1) + (1) (1) = W3
A = IR +\(a:)) (0) + () (2) % (O) (9)Y + (Q) (0) = %8 =2
For lo tanto:
w7 £ V3 + 2
2vb86 € 127582 '+ 2
2.686 £ B3.732
Lo cual nos ilustra una aplicacion de la desigualdad

triangular en el espacio de

las matrices

cuadradas.




CONCLUSIONES

Todo en la natuwraleza estéa sujetoc a incesantes
cambios, la educacion es un proceso dinamico de permanen-
te supgraciton. La vigencia de nuevos planes v progranas
gficiales implica la necesidad de nuevas fuentes de
consulta para el estudiantado de nivel medio. Este fue
mi objetivo al iniciar mi trabajo monografico que en
forma sencilla v clara he tratado de realizarla v espero
gque este trabajo dedicado a la Jjuventud retribuva en
parte los miltiples beneficios que he recibido como

estudiante en sste centro supsrior.

Una de las caracteristicas de las métaméticas es
conseguir  gue el alumno razone claramente, a esto he
puesto mucho énfasis en cada uno de los capltulos. El
estudiante debe aprender a manejsr definiciones desde el
punto de vista de funcibdn, demostrar teoremas wtilizando
correctamente  la notacidn légica v aplicar los conoci-
mientos en ejemplos ilustrativos no extensos como 1o

exige la pedagogia moderna.

For dltimo reo gue es muy importante antes de entrar
a conocimientos profundos del Algebra Lineal. conocer

concepto  basico de espacio vectorial en general vy de



matrices en particular, siendo las matrices muy dtiles en
la resolucidn de sistemas de ecuaciones lineales, asl
cono también los conceptos elementales de bases v dimen-—
sitn, producto interno aplicado a matrices, gque es el

contenido de este trabajo.

Al concluir este trabajo del cual he obtenido buenos
resultados, espero gue de ésta misma manera resulte para
el estudiante gue llegue a tener en sus manos este nodes-—

to trabajo.
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APENDICE I

INDICE DE SIMBOLOS.-

GEn

Dim

~

Ja)

Fertensce o en a

operacidn binaria

escalar real

el conjunto de los nameros reales
gspacio vectorial

vector

@l conjunto de los enteros positivos

conjunto de matrices cuadradas

conjunto de matrices mun

el conjunto de los numeros complejos
matiriz transpuesta

matriz identidad

traza de una matriz

suma entre matrices

multiplicaciGon de un escalar por una

sescalares reales

conjunto solucidn

conjunto generador
dimensitn de V

nacleo de una materiz

nulidad de una matriz



—
I>
-

BV R

(AXA)

~ango dela matriz

matriz de coordenadas de

producto

normas de un

producto car

del

conjunto

interno

vector

are

entre

vV

elementos



