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I NTRODUCTCTION

El presente trabajo monogréadfico, estéd disefiado para servir
en un curso de Algebra Lineal, cuando los estudiantes
tengan claro el concepto de espacio vectorial.

Entre las operaciones mas importantes de Algebra Lineal
estdn la adicién y multiplicacidn por un escalar.

Las propiedades algebraicas béasicas de la adicién y la
multiplicacién por escalar para vectores en R»® son vdlidas
para los espacios vectoriales de 1los polinomios. Uno de
los principales éxitos matematicos del presente siglo, es
llegar al conocimiento de que existen muchos espacios
vectoriales ademAs de Rn.

Dentro de los espacios vectoriales diferentes de Rn estan
los espacios vectoriales de los polinomios Pn.

En 1965, Solomon W. Golomb, inventor de los "POLIOMIMOS"
que habia estudiado en Harvard, publicé un 1libro
fundamental sobre el tema, titulado POLYOMINOS.

Los polinomios, nacidos como un pasatiempo matemdtico méas
o menos intrascendente, han terninado por convertirse en
el curso de los afios en una Aarea de investigacién
importante dentro del andlisis combinatorio.

La estructura en si de este trabajo monogrdfico estd dada
de la siguiente manera. En el capitulo I denominado
PRELIMINARES se dan las definiciones basicas del Algebra
Lineal, tales como: vector, operacién binaria, operacién

no binaria, espacio vectorial, combinacion lineal.espa-
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cio generado, dependencia e independencia lineal, base vy
dimensidéns del espacio vectorial vy subespacio vectorial
con sus respectivas propiedades, se hace ademas de las
generalizaciones, sus respectivas ilustraciones en Pz vy
Pn.

En el capitulo II, denominado POLINOMIOS Y ORTOGONALIDAD
se dan a conocer las definiciones e ilustraciones de
producto interno real, norma de polinomios, vectores
ortogonales, construccidn de conjuntos ortogonales,
proceso de ortogonalizacién de Gram_Schmidt, proyeccidn
ortogonal de polinomios y complenemto ortogonal de poli-
nomios, con sue respectivas ilustraciones en P2.

En la espera de gque el presente trabajo sirva de guia para
el alumno que tenga interés de profundizar sus
conocimientos en lo que respecta al espacio vectorial de

los polinomios.
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CAFPITULO 1

PRELIMINARES
1.1 OPERACION BINARIA
Definicién 1.1.1 Una funcién é de VxV —> V es una
operacidn binaria sobre un conjunto vV, s8i v
solamente si a cada par ordenado (vi,vz) € VxV le

asigna wuno y un s6lo elemento en V; es usual denotar
$(vi,v2z) = vi X vz

Ejemplos

La suma sobre R es Dbinaria

$:(RxR) —> R

é(x +y) = (x+y) € R

$(2,3) = 2+3 = 5 €R

Nota: La definicién de ¢ significa que toda
operacién binaria en V es clausurativa.

Existen también operaciones que no son binarias,
cuando multiplicamos por ejemplo un nimero por un
"vector”.

Sean v € R vy a € Z; aqui los vectores estdn en
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R yv los escalares en Z.
a.V € R

$ (ZxR) > R, esta operacidn no es binaria

porque a € Z y V € R

1.2 EL CONCEPTQ DEL ESPACIO VECTORIAL

Daflinicién 1.2.1.~ Sea V un conjunto no vacio de
elementos denominados vectores, sobre el cual estan
definidas dos operaciones; una binaria llamada suma
de vectores + y otra no binaria denominada producto
de vector por escalar; V Jjunto con las operaciones
(+y .) es un espacio vectorial, esi Yy solamente
si cumple con 1las siguientes propiedades:

i) Y vi, vz € V tal que Vi + vz = vz + Vi
(PROPIEDAD CONMUTATIVA)

ii) ¥—= vi,v2,va,e V tal que (vi + vz )+va = vi+(va+ v3)
(PROPIEDAD ASOCIATIVA)

iii)@d0v € V vV vev tal que v +(0v)= v
(EXISTENCIA DEL ELEMENTO NEUTRO DE LA SUMA)

iv)Vv v,eE V J(-v) tal que v + (-v)=0v

(EXISTENCIA DEL INVERSO ADITIVO)

Las siguientes propiedades se cumplen para la
operacién no Dbinaria.

v) ¥a €R ¥ wvi,;va € V, a (vi + vz)=avi+ avz
(PRIMERA PROPIEDAD DISTRIBUTIVA)

vi) ¥ a,8B € R YV v eV tal que (a+B)vi =av +pv

(SEGUNDA PROPIEDAD DISTRIBUTIVA )
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vii) ¥ a, B €ER ¥ v eV tal que (a.B) v = a(B.v)
(PROPIEDAD ASOCIATIVA DE LA MULTIPLICACION POR UN
ESCALAR)
viii) ¥V v €V 1.Vv=V
(PROPIEDAD DE LA IDENTIDAD MULTIPLICATIVA)
Por definicién de operacidn binaria se cumple la
cerradura de la suma entre vectores.
v vi,vz, € V vi + V2 = va ===> va € V y
La Cerradura de la multiplicacién de vector por
escalar se cumple también.

¥V ae€R ¥V veV==>a (v) eV

ILUSTRACION DEL CONCEPTO DEL ESPACIO VECTORIAL

Sea V = P2 el conjunto de los polinomios de
grado menor o igual que 2, con las operaciones;
binaria suma entre polinomios v producto de

polinomios por escalar.
Sean pi(x) = (azx2 + aix + aoc) € Pz
p2(x) = (b2x2 + bix + bo ) € P2
Y 8sea la suma entre polinomios en Pz definida como
Pi1(x) + p2(x) = (a=2x2 + aix +ao)+(bz2x2 + bix + bo)

(az+bz)x2 + (ai+bi)x + (ao+bo) y la

operacidn producto por escalar definida como.

a.p1(x) = a(az2x? + aix + ao)
a.pi(x) = a.azx?2 + a.aix + a.ao es polinomio en P2.
Para probar que Pz (+,.) es un Espacio Vectorial

necesitaremos un tercer polinomio en P2, sea éste
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pa3(x) = c=2xX2 + cixX + co
Es importante dar a conocer que de ahora en
adelante cuando nos vayamos a referir al vector
cero de los polinomios nos referiremos como el Op,
queriendo expresar con esto que:
Op = 0x2 +0x +0
Obviamente no vamoe a verificar 1la cerradura de la
suma, pués ésta es una operacién binaria.
Verifiquemos la Propiedad Conmutativa de la suma de
polinomios en Pz ; esto es:
i) ¥ p1, p2 € P2 tal que P1 + p2 = pz2 +p1 € P2
Pi+ Pz = (az2x2+aix+aoc)+(ba2x2 +bix + bo)

= (bz2x2 +bix + bo) + (azx2+aix+ao)

= (az + b2)x2 + (b1 + ai1)x + (bo + ao)

= (bz + az)x2 + (a1 + bi)x + (ao + bo)

= (b2x2 +bix + bo ) + (az2x2+aix+ao)

= pz2 +p1
Verifiquemos 1la Propiedad Asociativa de la Suma
ii) V pa,p2. v p3 € Pz tal que
(pi+ p2] + p3 =pi+lpz +pal]

[pPi+pz] + pa =[(azx2+ai1x+ao)+(bzx2+bix+bo) ]+(czx2+c1ixX+Cco)

[(az+b2)x2 +(ai1+b1)x +(ao+bo)] + (c2x2 + cix + co)

[(az+b2+cz2)x2 + (ai+bl+ci)x +(ao+ bo +co)]

(azx2+ai1x+ao)+ [(bax2+bix+bo) + (czx2+cix+co)]

I

pPi+lpz + p3 ]
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La Existencia del Elemento Neutro de la Suma
iii) 3 Op € Pz YV p € Pz tal que p+0p =p
p+ 0p = (a2x2 + @ixXx + ao) + (0x2 + Ox + 0)
= (az + 0)x2+(a1 +0)x + (a0 + 0)
= (a2 X2 + aixX + ao)
= p € Pz
La Propiedad del Inverso Aditivo
iv) V¥V pe P2 dJd-p€ Pz tal que p +[-pl= Op
Siendo -p =-(0x2 + Ox + 0)
p +[-p] = (azx2+aix+ao) +(-az2x? - aix - &ao)

(az -az ) X2 + (a1 - ai1)x +(ao - ao)

1

I

(0x2 + Ox + 0)
= Op

Verificaremos la Propiedad Distributiva de la suma
de escalares por un vector.
v) ¥ p € Pz ¥V a,B € R tal que (a + B)p = ap + PBp
(a + B)p =(a+B)(a2x2 + aix + al)

= a(azx? + aix + ao) + PB(azx2 + aix + ao)

= (a.a2x? + a.aix +a.ac) +(B.az2x2 + B.aix +B.ao)

= a.p + B.p

La Propiedad Distributiva de la Suma de vectores
por un escalar

vi) ¥ pi, p2 € P2 ¥ a € R tal que alpi+pzl=apz+api € Pz

alpi+pz3 alazx2+ aix + ac ) + (bz2x2 + bix + bo)]

a(azx2+ aix + ao) + a(azx2 + aix + ao)

api + apz
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La Propiedad Asociativa del Producto Escalar por un
vector
vii) ¥ p€ Pz ¥ a,B€ R tal que a(Bp) = (aB)p € P2

a[B(azx2 + aix + ao)]

a(Bp)

(aB) (azx2 + aix + ao)

(aB)p
La propiedad del Idéntico Multiplicativo
viii) ¥V p € Pz 1 € P2, 1p = p € Pz

l(az2x2 + aix + ao)

1.p

I

azx? + aix + ao
= p € Pz

Ahora presentemos un ejemplo del cual P2 es un caso
particular: Los polinomios Pn de grado menor o igual que
n.Hemos probado que P2 con sus correspondientes
operaciones binaria de la suma entre polinomios y
producto de un escalar por un polinomio en Pz es
un espacio vectorial; de igual manera podemos
probar que Pa,Pés... ¥ asi sucesivamente son

espacios vectoriales.

Hagamoslo ahora con Pn, el conjunto de los
polinomios de grado menor o igual que n € Z+, con
sus correspondientes operaciones; una binaria 1llamada
suma de polinomios en Pn, definida de la siguiente
manera:

P1 = (anxn+an-1xn—1 +. . . +aix+ao) € Pn

v p2 - (bnx? +bn-1XP—1+..._.+b1ix +bo) € Pn son
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polinomios tipicos de grado menor o igual que n.
P1 +p2 =(anxXN+an-1x0"1+.. . +aix+ao)+(bnxn+bn-1xn"1 +. ..+
bix+bx + bo)
= (an+bn)x?+(an-1 +bn-1)x"-1 +_ . .+(ai1+bi)x+(aoc + bo);

y otra llamada producto de un polinomio vector por

escalar real definida como sigue a.p € Pn
YV a € R Y pe Pn
a. p = alanx® + an-1Xx2-1 + ... + aix + ao)
= a.anX” + a.an-1Xx*"1 + ... + a.aix +a.ao

Como vemos a.p también es un polinomio en Pn.

Verificaremos si Pn con sus correspondientes
operaciones de (+,.) es un espacio
vectorial; para lo cual necesitaremos tres
polinomios tipicos en Pn, como sigue:

P1 =(8nX” + an-1xX""1 + ... + a1X + ao ) € Pn

Pz =(bnx"® + bn-1%x"—1 + ... + bix + bo) € Pn

P3 =(CnX" + Cn-1Xn"1 4+ _ .. + CciX + Cco) € Pn

No vamos a probar la cerradura de la suma, pués
ésta es una operacién Dbinaria .
Verificaremos si se cumplen las siguientes
propiedades relacionadas con la suma de vectores
La Propiedad Conmutativa
i) ¥V p1, p2 € Pn tal que Pi+ P2 = pz +p1 € Pn

Pi+ P2 = (8nx”® + an-1xn~1 + ... + aix + ao) +(bnx» +

bn-1xn—1 + ... + ®lx + bo)

= (an + bn)x® +(a8n-1 +bn-1)xP"1+. . . +(ai1+bi)x+(ao+bo)



n A

= (bn + an)x® +(bn-1 +an-1)xX""1+, ., . +(bi+ai)x+(botao)

pr +p2 =(bax® +bn-i1xn-1 + ... + Plx 4+ bo) + (anxn +
8n—-1X""1 + _ .. + aix + ao)
= pz +p1

La Propiedad Asociativa de 1la Suma
ii) V¥V pi,p2,p3 € Pn tal que [pi+pz2] + pa =pi+([pz + pa]
[pi+ p2] + pa= [(anx® +...+ ai1x+ao)+(bnx®+...+ bix + bo)]
+{OnX2 ¥ ... + CiX ¥ Cco)
= [(an + bn)x»® +...+(a1 + b1)x +(ao + bo)]
+ (CnX®™ + ... + CaX + Co0)
= [(an + bn+ cn)x™ +...+(8a1 + b1+ c1)X

+(ao+bo+co) ]

(anx?+...+a1x+ao)+[ (bnx"+...+ bix + bo)+

(baxn + ... + bix + bo)]

pi+lpz + p3]
La Propiedad del Elemento Idéntico de 1la suma
iii) 30Op € Pnvp €Pn tal que p + Op =p € Pn

(anx™ + an-1x"—1 + ... + aix + ao)

I

p + Op

+ (0xn + Oxn—1 + _ .. + Ox + 0)

1

(an+0)xX"+ (an-1 +0)xn—1+. . +(ai+o)x+(ao+0)

(anxX® + an-1xn"1 + ... + aix + ao)
= P
La Propiedad del Inversoc Aditivo
iv) Vp€ Pn J-p € Pn tal que p +[-pl= Op
p +[-p] = (anX™ + an-1X""1 + ... + ai1xXx + 80)

+ (—anx® - Aan-1xXx*"1 - .. - aix - ao)



= [(an—an )X +(an-1

+(ao — ao)]
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— gn—l)xn-l.. .+(al — al)x

= (Ox» + Oxr-1 + ... + Ox + 0)
= Op
La Propiedad Distributiva de la multiplicacién de
escalares por un vector
vi) ¥ p € Pn ¥V a,B € R tal que (a+ B)p = ap + Bp
(a + B)p =(a+B) (anx® + an-1x"-1 + + aix + a0)
= a(anx™ + an-ixn-1 + + aix + ao) +
B(anxn + an-1xn-1 + + aix + ao)
= (aanxX™ + qan-1x""1 + + aaix +aao) +
(Banxn + Ban-1xn—1 + + Paix +Bao)
= ap + Bp
La Propiedad Distributiva de la suma de vectores
por un escalar
vii) ¥ p1, p2 € Pn ¥ a € R tal que
alpi+pz] = (apz +api) € Pn
alpi+p2] =al(anx® + an-i1xn-1 + + aixX + ao)
+ (bnx? + bn-1xn~1 + + bix + bo)]
= a(anx™ + an-1xn—1 + + aix + ao) +
a(anx® + an-1xX"-1 + ... + aix + ao)
=(apz +api) € Pn
La Propiedad Asociativa del Producto de escalares
por un vector
ix) ¥ p€ Pn ¥ a,B € R tal que a(Bp) = (aB)p
a(Bp) = alB(anx® + an-1x""1 + ... + aix + ao)]
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= (aB) (anxXn™ + an-1x7-1 + ... + &aix + ao)
= (aB)p
La Propiedad del Elemento Idéntico de la
Multiplicacién
X) ¥ p € Pn l.p=p
1p = 1(anx™ + an-1X""1 + ... + &aix + ao)
1p =1(anxn) +1l(&n-1x""1) + ... +1(a1x + ao)
1p =anx”® + 8n-1XP~1 + ... + a&aixXx + ao

lp = p € Pn
Hemos probado que los polinomios de grado menor o
igual que n constituyen un espacio vectorial.
1.3 COMBINACION LINEAL Y ESPACIO GENERADO
Definicién 1.3.1.-Sean  vi, Vv2,...,Vvn vectores de un

espacio wvectorial V.

Un wvector v € V es una combinacién lineal de
Vi, VZ,..:3 Vo, 8i y solamente si, existen
escalares reales Ci1, C=Z,..Cn tales que Vv=C1.Vi+
CZ. V2 * vew Crn.Nn

Por Ejemplo

p(x)=(Bx2 + 7x) € Pz es una combinacién lineal de

2x2 y 3x ya que:
Bx2 + 7x = c1(2x2) + cz2(3x)
8x2 = ci(2x2) ===> ci1=4
™ = cz(3x) ===> ¢c2= 7/3
1.4 ESPACIO GENERADO DE VECTORES
Definicién 1.4.1 .- Se dice que los vectores 't
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,VZ2,...,Vn €n un espacio vectorial V generan V si

y 8solamente s8i todo vector de V se puede expresar

como una combinacién lineal de ellos; de otra
forma dicho, ¥ v €V existen escalares ai,
82,...,8n tales que:

v = &aivi 4+az2vz2  +...+8nVn

1.5 DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL DE VECTORES

Definiciénl.BH.1.—- Sea vi V2 L, ...,Vn n vectores de
un espacio vectorial v, con sus correspondientes
operaciones, binaria suma de vectores v producto
de un escalar por un vector; ademés Ci, C2,..Cn
escalares reales; se dice que los wvectores vi,
VZ2,...,Vn son linealmente independientes en V 81 vy

solamente 8i 1la unica solucién para la igualdad

ci.Vi + cz.vz2 +...+ CnVn = 0 es C1 = €2 =...=Ctn=0
Ejemplo de Independencia Lineal

Sea P2z, el espacio vectorial de los polinomios de
grado menor o 1igual que 2, previamente tratado,

para lo cual
pP1(x)=(x2 + x + 2) € P2; p2(x)=(2x2 + x)e P2 vy
pa(x)=(3x2+2x+2) € P2 son polinomios particulares de
P2,
Verificaremos si 1la WUnica solucidén para la igualdad
aipi(x) + azpz(x) + azpa(x) = 0 implica ai=zaz=az=0
como unica solucidn

a1(x2 + x + 2) + az2(2x2 + x) + aa(3x2 + 2x +2) = 0
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===> a1X2? + aixX + Zai + 282xX2 +xaz + 3aax? + Zaax +2a3=0
===>(a1X2 + 2a2x? + 3as3x2)+(aix + azx + Z2asx)+(2ai+2az)=0
==> x2(ai1 + 2az + 3az)+x(ai1 + az + 2as3) + (2a1 +2asz) = 0
===> a3 + 2Zaz + 3az = 0
ay + az + 2az = 0
Z2a1 + Z2as =0
Este es un sistema lineal de ecuaciones homogéneo
que tiene tres ecuaciones vy tres 1incébégnitas ai,
a2, y aas; lo que equivale a tener tres predicados

ti, tz y ta con tres variables ai,az y as.

ti: a1 + 2Zaz + 3a3 =0

ta: a1 + az + Z2as =0

ta: 2a1 + 2az =0

Encontremos el Conjunto Solucidn Ati( a1 + 2Zaz +3a3)
A tz(ar + az + 2asz) A ta( 2a1 + 2az) = At(a) del

sistema lineal.

Su matriz aumentada y equivalente son:

(12 3 10 ] (1 2 3 10
112 !0 . 01 1 !o0
2 0 2 10 2 0 2 !0
L J L J
(1 2 3 10 ] (1 0 1 1 o]

- 011 !0 ~ 01 1 ! o
0 00 !0 000 ! 0
L L
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De donde obtenemos el siguiente conjunto solucién

At(a) ={(a1, a=z, as)/ai= -aas,az =-aa;as € R} R3
Por 1lo que se concluye que; pi(x) ,p2(x) y pa(x)
no son linealmente independientes en Pz va que la
unica solucién del sistema lineal de ecuaciones
no es ai1 = az = aa = 0
1.6 BASES Y DIMENSION DE UN ESPACIO VECTORIAL
Definicién 1.6.1.- Un conjunto de vectores B= {vi,
VZ2,...,Vn} constituye una base para Vv si v

solamente s8i cumple con 1lo siguiente:

i) B = {vi, v2, ... , Vn} es linealmente independiente
en V, vy
ii) B {v1i, v2, ... , Vn} genera V

Se puede probar que existe mas de una base para
un mismo espacio veétorial . Pero todas las bases
de un mismo espacio vectorial tienen igual numero

de elementos.

Bi = {1,%x,%x2 } es una base para Pz y

Bz = { 2, 3x,x2} es otra base para Pz ; pero las
dos bases tienen el mismo numero de elementos, esto
es, 3.

Definicién de Dimengién .-Un numero entero n esg la
dimensién de un espacio vectorial V si vy solamente
si, n es el numero de vectores que tiene cualquier
base de V.

Si el espacio vectorial V tiene una base finita, V
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recibe el nombre de Espacio Vectorial de Dimensidn
finita. En cualquier otro caso se dice que V es

un Espacio Vectorial de dimensién infinita. §Si
V={01}, diremos que V es de Dimensién Cero. Pn es
un espacio de dimensidén (n + 1).
ILUSTRACION DE BADE ¥ DIMENSION DE UN  ESPACIO
VECTORIAL Vamos a verificar que B= { x2, x, 1}
es una base para el espacio vectorial de los
polinomioe de grado menor o igual que dos.
Para que un conjunto de vectores sea una base
para el espacio vectorial de los polinomios de
grado menor o igual que 2 debemos primero probar
que cualguier polinomio en Pz eg una combinaciédn
lineal de x=2, X v 1, y luego que B es linealmente
independiente en Pz.
¥ p(x) € Pz, existen constantes c¢i, cz, C3 tales que
p(x) = cix2 + c2x + ca(1l)

Tomemos un polinomio tipico en Pz, sea este

ax? + bx + ¢, luego, ax2 + bx + ¢ = C1X2 + c2X + C3
=== ax2 = cix=< ey a= Cc1

===> bx = c2X === b= cz

bt C = ca === c = Ca

Lo que quiere decir que cualquier polinomio, ax2 +
bx + ¢ en Pz es una combinacidén lineal de los
polinomios dados en el conjunto B.

Verifiquemos ahora si B es linealmente
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independientes en Pz.
c1(x2) + c2(x) + ca(l) = 0x=2 + Ox + 0(1) (A)
La solucién 1unica para (A) es ci1 = 0, cz = 0, y ca= 0
Lo que indica que B= { x2, x.1 } es linealmente
independiente en Pz vy unido a lo previamente probado,
concluimos que B es una base para P2

1.7 SUB -ESPACIO VECTORIAL

Sea H un sub-conjunto no vacio de un espacio
vectorial V., H es un sub-espacio de V si y
solamente si H es en si mismo un espacio

vectorial, Jjunto con las does operaciones definidas

en el espacio vectorial V.

Para probar que H C V es un subespacio de v,

junto con las correspondientes operaciones, basta
probar que se cumplen para H las propiedades
clausurativas de la suma de vectores y la

multiplicacién de escalares por vectores en H.
Pz por ejemplo es un subespacio de Pz, pues todos los
pi(x), pz(x) € P2, también eetén en Pa; vy (pi(x)

+ p2(x)) € Pz v [a.pl(x)] € Pz, a real.



CAPITULO 2

P INOMI ORT N A

2.1 PRODUCTO INTERNO REAL
Definicién2.1.1 .- Sea Pn el espaclio vectorial de

loe polinomios de grado menor o igual que 5 19

decimos que en Pn hemos definido un producto
interno, 81 y solamente si , existe una funcidn
B :Pn XPn > R, que cumple con lo siguiente
(1) <v,v> >08i1 (v =0);

ii) <v,v> =0 8iy solo si v = Ov;

iii) <vai,vz + va> = <vi,va> + <vi,va> v vi,v2z € V

iv) <vi,vz> = <vz,vi> Y vi,vz € V

vi) <avi,vz> = a&vi,va> v a € R v vi,vz € V
Ee usual denotar a (vi,vz) = <vl,vae> € R

Se puede probar que para Pn, los Polinomicose de
grado menor o igual que n en el intervalo [a,bl],
la siguiente funcidén (.3 define un producto

interno:

$(vi,vz) = Jb pi1(x) p2(x) dx = <pi,p2>, pPi,p2 € P2
-
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Por Ejemplo., sean loe polinomios pi(x) = 2Xx + 2 v pz
(x) = X, polinomiog de grado menor o igual que 1.
Calcular el producto interno entre los polinomios
P1 V¥ Ppz.
Aplicaremos la definicién previa de producto
interno para polinomios, esto es
$(vi, vz = <vi,vz> = <pi(x),pz2(x)> =
Q(V1,V2):Ib pi(x)pz(x) dx = ; haciendo a=0 y b=l

a

1 pr(x) pz(x) dx = Jl(2x+2)xdx = [1(2x2 + 2x)dx
(0] 0 0

s
e}

=> [(2/3)x2 + x=2 ]

===> [ 2/3 + 1 - 0] =5/3 = <pa(x),pz(x)> = <2x + 2,x>

2.2 NORMA DE UN VECTOR
Definicién 2.2.1.- Dado un espacio vectorial V con

sus correspondientes operaciones, sobre el que
ge ha definido un producto interno, la norma de
un vector v € V estd dado por:

”V" =+f<v,v> , Vv eV

Por Ejemplo

En caso de polinomios de grado menor o 1igual que 1
p(x) = 2x +2

Calculemos 1la norma de p(x); para lo cual tomamos
el previamente definido producto interno, entre

polinomioe y obtenemos que
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|pcs|| = + £ <p(X),P(X)>T=

I Poofl = 2x + 2| =

+f’jl p(xX) p(X) ax°' = +4[1(2x+25(2x+253§'=+f jl(Zx +2)2dx
0 0 0

= 44 Il(qxz +8x +4)dx?

o}

= +4[ 4/3x3® +4x2 + 4x ] giﬁ

[0}
t

= [ 4/3 + 4 +4]1% =[28/31%

2.3 PROPIEDADES DE LA NORMA DE UN VECTOR

Se puede mostrar que ¥V v € V, se cumple que:

(1) v >0 SiJ( v= 0)

(ii) v =0 si v =0

(111) flavj| = |a| |||

(1v) |vi + va| <o = ||va| + ||ve]
Vvev, | v v =1

2.4 VECTORES ORTOGONALES

DefiniciénZ.4.1 .-Sea V un espacio vectorial con
sus correspondientes operaciones; sobre el que se
ha definido un producto interno; dos vectores
vVi,vz € V son ortogonales; si y solamente si
<vi,vz>=0

2.4.1 TEOREMAS RELATIVOS A LA ORTOGONALIDAD

Teorema 1 En un espacio vectorial V, sobre el que

se ha definido un producto interno, todo conjunto
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de vectores, no vacio, ortogonal en V es linealmente
independiente en V. En particular, en un espacio
vectorial de dimensidén finita n (dim V = n), todo
conjunto ortogonal de vectores que conste de n
elementos, ninguno de los cuales es el vector
cero, es una base para V.

(La demostracién de este teorema la encontrarad en

El texto, Cdlculo de Apostol, Tomo 2 pag. 692

editorial Del Castillo 1980)

Definicion2.4.2.- El conjunto de vectores
B={ui,uz,...un} en V es un conjunto ORTONORMAL =si y
solamente si

(i) <ui.ug> =0, ¥ i,J, tal que JC1=3) (1) vy
(11) <ua.uz > = 1 (2)

Si s86lo satisface (1), ee dice que el conjunto
es ortogonal

Proceso de Ortonormalizacién de Gram-Schmidt.

Sea H un sub-espacio de dimensidn m de V.
Entonces H tiene una base ortonormal.

PROCESQ DE ORTOGONALIZACION DE GRAM-SCHMIDT

El proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt es
de caracter constructivo, con el cual dada una base B
cualquiera para un espacio vectorial V, se puede
obtener wuna base ORTONORMAL.
Dijimoe en lineas previas que s8i un conjunto de

vectores B es ortogonal en un espacio vectorial V
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estos vectores son también linealmente independiente
en V, pero que ademas la Independencia lineal
de vectores no garantiza ortogonalidad.

Construyamos a partir del teorema 2.4.2.2 una base
ORTONORMAL a partir de un conjunto de vectores
linealmente independientes.
Partiremos de una base cualquiera B={vi,vz,...Vnl}
para el espacio vectorial V; pasaremos por una
base ORTOGONAL Bi={vi ' ,v2",...vn"} y finalmente
llegaremos &a una base ORTONORMAL

B2 ={ui,uz,...un}
Este proceso denominado de ortogonalizacién de Gram-
Schmidt, se ejecuta en los siguientes pasos

PRIMER PASQ

Dado wvi € B , hagamos

Vi

vilz —— = ui, recordemos que "V/"Vl"":l
| v

SEGUNDO PASO

Hagamos v’z=vz-<v2,u1>u1

Probaremos que v'Z2Z es ortogonal a ui

<ui,v 2> = <vi,vz - <vz,ui>ui>
= <ul,vz> - <vz,ui> <ui,ul>
= <ui,vz> - <vz,ui>
= <ui,vz> - <ui,vz> = 0

Entonces ua y vz son ortogonales
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vz
Definimos uz=
llv=||
TERCER PASQ
Sea vz~ = va - <va,ui>ui - <va,uz>u=z

<ui,va> = <ui,va> - <ui,va><ui,ui>-<va,uz><ui,u2>

<ui,va> - <ui,va> = 0
Entonces v'a y ui1 8son ortogonales

Probaremos que v'a es ortogonal &a uz

<uz,va> = <uz,va> <v3,ui><ui,uz>—-<va,uz><uz,uz>

<uz,va> - <va,uz> = 0

Entonces va y uz son ortogonales

v's
Hagamos ua = ———, con 1lo cual | ua“ = 1
v =i
Tenemos ya ui, uz , y ua mutuamente ortogonales y con

norma uno, esto es son ortonormales.

CUARTO PASO
Hagamos

vl4 = va-<v4.,u1>ui-<v4,uz>uz-<v4, us>us-...-<v4,u4>u4

vfk TVR-<Ve,U1>U1—-<Vir,Uz2>U2—. . .<Virk,U1>Ui1—-.. .<Vk,Uk+1>Uk-1
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v
ugk = —, [fux| = 1
[} v /x|
Hemos asi obtenido Bz = { ui, uz, ...,uwx}, Que es8
una base ortonormal para V, pues ui,uz,...,Ux 80n
mutuamente ortogonales y ”u1” = “uz“ = ool = juk] =1
Nota: Esta prueba para cualgquier n € Z+* se la

hace por induccién

Ilustremos el Método de Gram-Schmidt
Construyamos una base ortonormal para Pz [0,1]
Partiremos de 1la base estandar para log Polinomios
de grado menor o igual a 2, esto es B={1l,x,x2}
Pasaremos por una base Bi={v'1 ,v'z ,v'a} y
finalmente llegaremos a una base ORTONORMAL
Bz={ui,uz,us }.

En lineas previae se definidé al producto interno
entre polinomios como la integral del producto de
los polinomioe en un intervalo dado.

Sabemos que vi =1, v2 = X y vVa = X2

PRIMER PASO

Calculando la norma de vi tenemos que

[[<vi,vi>||2 = jl (1.1)dx= Jx 12 dx=x |1 =1
o o o

De donde uir = 1

v la Norma de wui es = 1
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SEGUNDO PASO

Hagamos vie = vZ - <vz2ui>ui

<vz,ui> = jl x(1)dx :jl xdx = x2/2 |* = 1/2
o o 0

v 2 = x - 1/2
Probaremos que viz v ui1i 8on ortogonales
Para lo cual debe ocurrir que el producto interno
entre <v'z,ui1> debe ser 1igual &a cero.

<V z,u1> = jl {(x-1/2)(1)ax =
o)

1= 1/2 -1/2=0

===> [l(x—l/Z)dx = x2/2-1/2
o 0

Por lo que v'Z y u1 son ortogonales

o

[lv™ =2 =+{fl(x—l/2)2 dxlu ={j1(x2—x+l/4)dx1821/(1221/2f3
o

De donde uz = vz / ”v‘z”

uz =2 3 (x-1/2)/1/2{3 ={3(2x-1)
TERCER PASO
Hagamos via =T va —<v3 ui>ui - <vV3 uz>usz
Realizaremos los cédlculos correspondientes a los
productos internos.

<va , ui> = jl X2 dx = x3|1 = 1/3
o 0

<va,uz> = 13 Jl x2 (2x-1) dx = 4’3]1 (2x3 -x2) dx =T3/6
C o]
Luego

via = x2 - 1/3 - (3/6[f§(2x—1)] = X2 -x + 1/6



Calculando 1la Norma de v'3 , tenemos

| vis| = [fl (x2 -x + 1/6)dx }x =

o

(o]

jjv 3 “={f1 (x4 - 2x3 +4\3x2 -x/3 +1/36) }K

|v'3 || = 1/7180 =1/6{5
v'3

De donde usz = ————
|v3 |

ud = 6/5 (x2 - x + 1/8) = {5 (x=2 - 6x + 1)
Obviamente, la norma de uas es igual a 1.
Verificaremos que v a3 y uz son ortogonales
Entonces el producto interno entre <v az.uz> es 0
<vi3,uz> = fE]l(x2 X +1/6)(2x-1) dx=

o]

= f3I1(2x3 - 3x2 + 4/3% - 1/8)dx
o

<v’a uz>= {3 1/2x4 - x3 - 2/3x2 -1/6x]|1
0

<v-3uz>= 7/6-7/6 = 0
De donde 1la base ortonormal para Pz es

Br1 = { ui,uz,ua} = { 1, f3(2x-1) , fB(xz - 6x + 1)}
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CONCLUSIONES
Al llegar al término de este trabajo, una de
mis conclusiones a las que he llegado, es que he podido
vivir la importancia de conocer el Algebra Lineal, y sus
aplicaciones que tiene en el estudio de los CONTENIDOS
Programaticos que manda a impartir en los Centros de
Educacién Media,El Ministerio de Educacidn.
Lo tratado en este trabajo hace referencia al ESPACIO
VECTORIAL DE LOS POLINOMIOS, 1los mismos que en
secundaria se trata a partir del TERCER CURSO del Ciclo
Basico, vy de CUARTO CURSO en adelante se trata la
Funcién Polindémica, para lo cual es importante que el
estudiante sepa como trabajar en el ESPACIO VECTORIAL DE
LOS POLINOMIOS.
Lo que se ha hecho en este trabajo es tambien, dar un
aporte a toda persona que haga educacidén, que cuide al
realizar una definicidén de utilizar 1la siguiente
estructura.
PRIMERO._ Describa todos loes elementos que intervienen
en la definicién.
SEGUNDO._ Escriba la expresién matemdtica a definir, y
utilice la expresién SI Y SOLAMENTE SI.
TERCERO._ Diga qué condicién debe cumplir, la expresidn

matematica que se define
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