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I NTRODUCC I ON

E1 preeente trabaJo monográflco, eatá dlaeñado para eervlr

en un curao de Aleebra Llneal , cuando loe eatudlantee

tengan claro eI concepto de eapaclo vectorial.

Entre lae operaclonea máe Importantea de Algebra Lineal

eetán Ia adlclón y multiplicaclón por un eecalar-

Laa propiedadee algebralcae báeicae de la adiclón y la

r¡ultlpllcaclón por eecalar para vectoree en Rn eon váILdae

para loe eepacloa vectorlalee de loe pollnomioe. Uno de

loa prlncipalee éxitoe matemátlcoe del preaente aiglo, ee

l,legar al conocimlento de que exieten muchoe eapacioa

vectorialea ademáe de Rn.

Dentro de loe eepacloe vectorlalee diferentee de Rn eetan

loe eepacloe vectorLalee de loe pollnomloe Pn.

En 1965, Solomon lJ. Golo¡nb, inventor de loa "POLIOMIMOS"

que habfa eetudiado en Harvard, publlcó un libro

fundamental eobre eI tema, titulado POTYOHINOS.

Loe polinomloe, nacldoB como un paeatLempo matemátlco r¡áa

o ¡Denoa intraecendente, han terninado por convertlrae en

eI curgo de loe añoa en una área de lnveetlgaclón

lmportante dentro del anállels combinatorlo.

La eetructura en el de eete trabaJo monográfico eetá dada

de Ia algulente manera. En el capltulo I denomlnado

PRELIMINARES ee dan laa definicionee báglcae de1 Algebra

tlneal , taLee como: vector, operaclón blnarla, operaclón

no blnaria, eepaclo vectorlal, comblnacion llneal.eapa-



a
clo generado, dependenel,a e lndependencla llnea1 , baee y

dlmeneióna del eepaclo vectorlal y aubeepaclo vectorlal
con BUE recpectlvae propledadea, 6e hace ademáa de 1ae

general lzac lonee, eue reepectivae iluetraclonee en Pz y

Pn.

En eI capltulo II, denominado POLINOMIOS Y ORTOGONALIDAD

ae dan a conocer laa deflnlcionee e iluatraclonea de

producto interno real, norma de polLnonloB, vectoreg

ortogonalee, conetrucción de conJuntoe ortogonalee,

proceeo de ortogonal l-zac lón de GraruSchrnldt, proyecclón

ortogonal de pollnonioa y cornplenento ortogonal de I>o11-

nomloa, con aua reepectivae lluetraclonea e¡ P2.

En Ia eepera de que eL preaente trabaJo alrva de gula para

eI alumno gue tenga lnterée de profundlzar au8

conoclmientoe en 1o que reapecta aI eepaclo vectorl"al de

loe po 1lnomloa.
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1.1 OPRRACÍON RINARIA

Def lntctón 1 - 1- 1 Una func Ión I de VxV 
-> 

V ee una

operaclón blnarla eobre un conJunto V, ef y

eolamente ef a cada par ordenado (v1,v2) € VxV 1e

aelgna uno y un eóIo elemento en V; ee ugual denotar

l(vr,vz) = vl*vz

E-J ernp l os

La Euma eobre R ee blnaria

0:(RxR) 
-> 

R

0(x+y¡ = (x+y) € R

a(2,3) = 2+3 -- 5€R
Nota: La deflnlclón de I aigniflca que toda

operaclón blnarla en V ee claueurativa.

Exl6ten también operaclonea que no aon blnariae,

cuando ¡nultipllcamoa por eJemplo un nlmero por un

"vector " .

Sean v €R y a€Zi aquf loe vectorea eetán en

CAP I TULO I

P R E L I II I II AR E S



1l-
R y Ioa eacalarea en Z-

a.V €R

porque o, ez yv€R
1.2 EL CDNCE TO NEL ESPACTO VECTORÍAÍ.

Defrnlctón 'l -2^ 1 .- Sea V un conJunto no vaclo de

elenentoe denominadoe vectorea, Bobre el cual eatan

deflnldae doe operaclonea; una blnarla l la¡¡ada auna

de vectoree + y otra no blnarla denomlnada producto

de vector por eeeala¡r; V Junto con 1ae operaclonee

( + y .) ee un eapaclo vectorl"al , Bl y eola.nente

ef cumple con lae B1Éulentea propledadee:

f ) V vr, v2 € V tal que v1 + v2 -- v2 + v:.

( PROPIBDAD C'NHUTATIVA )

ll) V-- v1,v2,vs.. V ta1 gue (vr + v2 )+va = v1*(vz+ vs)

(PROPIEDAD ASOCIATIVA)

lli )lov € V V v e V tal que v +(Or,)= v

(EXISTENCIA DEL ELEMENTO NEUTRO DE LA SU},IA)

Iv)V v,€ V J (-.,) tal que v + ( -v)=Ov
(EXISTBNCIA DEL INVERSO ADITIVO)

Lae aigulentee propiedadee ae cumplen pera Ia

operaclón no blnarla.
v)Va eR V vr,vz e V, a (v:. + v2)=ov1+ ov2

(PRIMERA PROPIEDAD DISTRIBUTIVA)

vi) Y q,,9 €R V veV tel que (o+B)vr =ov +Bv

(SEGUNDA PROPIEDAD DISTRIBLTTIVA )
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vii) V o, I e R V v € V tal que (o-B) v = a(9-v)

(PROPIEDAD ASOCIATIVA DE IA }IUTTIPLICACION POR UN

ESCATAR)

viii) V v € V l-V = V

(PROPIEDAD DE LA IDENTIDAD MULTIPLICATIVA)

Por deflnición de operac lón blnarla ee cumple Ia

cerradura de La au!¡a entre vectoree.

V vr,vz, gV v1 +v2=vs===>vs€Vy

La Cemadura de Ia Dultiplicaclón de vector l>or

eacalar Be cr:rople tamblén.

VoeR V veV===>o(v)eV
TTUSTRJqCTON DEL CONCEPTO DET, ESPACTO VEC:TORIAT.

Sea $ = Pz eI conJunto de loe pollnomloe de

grado menor o lgual que 2, con lae operaclones;

blnarla auma entre polinonJ.oa y producto de

pollnomloa l>or escalar -

Sean pa(x) = (azxa + aax + ao) e Pz

pz(x) = (bzxz + b¡,x + bo ) e Pz

Y aea Ia auna entre polLnomloa en P2 deflnlda como

pr(x) + pz(x) = ( a2x2 + aax +ao)+(bzx2 + btx + bo)

= (a2+bz)x2 + (a1+br)x + (ao+bo) y la
operaclón producto por eacalar deflnlda como.

a.pr(x) = q(42x2 + aax + ao)

o.pr(x) = a.a2x2 + o,.a:.x + q.ao eB polinomlo en P2-

Para probar que Pz (+,. ) ee un Eepaclo Vectorlal

neceeltaremog un tercer polLnomlo en Pe, Erea éete
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ps(x)=czx2+c1x+co

Ee lnportante dar a conocer que de ahora en

adelante cuando noa vaya¡noa a referir aI vector

cero de loe l>ollnomloa noÉ referlremoe como el Op,

queriendo expreEler con eato que:

Op = ¡¡z +Ox +O

Obvla¡nente no vamoa a verlflcar La cerradura de la

auna, puée éata ea una operaclón binarla.

Verlflque¡aoe la Propiedad Conmutatlva de la eu.u¡a de

polinonioe en Pz ; eeto ea:

1)Vpr,pzeP2 tal que p1 +p2=p2+p1 €P2

p1.F p2 = ( a2x2+arx+ao )+ ( bzx2 +brx + bo)

= (b2xz +bj.x + bo) + (a2x2+a1x+ao)

= (az + \2)az + (br + ar)x + (bo + ao)

= (bz + az)x2 + (ar + br)x + ¡ao + bo)

= (b2x2 +b¡.x + bo ) + (a2x2+arx+ao)

= pZ +pa

Verlfiquemoe 1a Propledad AeocLatlva de .La Sr¡¡¡a

il) V pr,pz, y p3 e Pz tal que

[pr+ pz] + p3 =pa+[pz +pa]

Ip1+p2] + ps =[ (azxz+arx+ao)+(bzxz+b:.x+bo) ]+(czx2+cr.x+co)

= [ (az+bz )xz +(ar+br)x +(ao+bo)] + (c2x2 + c1x + co)

= f ( a,2+b2+c2 )x2 + (a1+b1+c1)x +(ao+ bo +co)l

=(a2x2+arx+ao)+ [ (b2*2+b1x+bo) + (czx2+c1x+co)]

= p1+[p2 + ps J



1-4

La Exiatencia del Elemento Neutro de Ia Suma

f11)J0pePz VpePz tal que p+Op=P

p+0p = (a2x2 +a1x+ao) + (0x2 +0x+0)

= (a2 + Q)¡z+(a1 *0)x + (ao + O)

= (a2 xz + a1x + ao)

:p e pz

La Propledad del InverEo Aditlvo

1v) v p G Pz !l -p e Pz tal que p +[-P]= op

Elendo -p =-(Ox2 + 0x + O)

p +[-p] = (azx2+a:.x+ao) +(-a2x2 - a1x - ao)

= (az -az ) x2 + (ar - ar)x +(ao - ao)

= (O¡z+ Ox+0)

=0p
VerLflcarenoe la Propledad Diatrlbutlva de la euma

de eacalarea por un vector.

v)V p€ Pz V 4,9 ÉR taL que (o+g¡p=qP+9P

(o + 9¡p =(q+P) (azxz + a1x + aO)

= o(aax2 + &1x + ao) + 9(ezx2 + arx + ao)

= (q.azx2 + a.ar.x +o.ao) +(9.azx2 + B.a1x +6.ao)

= o.p + §.p

La Propledad Dletrlbutlva de la Suma de vectorea

por un eacalar

vi)V p1,92ÉPz VaeR ta1 que alpr*pz l=qI¡2+o,PL € P2

q[E¡a-r¡2] = q[a2x2+ a1x + ao ) + (b2x2 + brx + bo)]

= d( a:zxz+ a1x + ao) + a(azx2 + a1x + eo)

= Op1 + Opz

I
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La Propledad Aeoclativa de1 Producto Eacalar Por un

vector

vii) V p€ Pz V c,BeR ta1 que o(Fp)=(aB)p€P2
q(gp) = o[g(azx2 1¿1¡+ ao)J

= (qg) ( azxz + alx + ao)

= ( qg)p

ta propiedad deI ldéntlco Multipllcatlvo

vtLi) V p€ Pz 1€P2, lp=p€P2

I.p = 1(azx2+a1x+ao)

= azx2 + a1x + eo

Pz

Ahora preeentemoe un eJemplo del cual Pz ea un caao

partlcular: l,oe pollnoE¡ioe Pn de grado menor o igual que

n.Hemoe probado que Pz con aua correapondlentea

operaclonee blnarla de Ia auma entre polinourLoe y

producto de un eecalar por un polinoulo en P¿ eB

un eepaclo vectorial; de lEual m&nera podemoa

probar que Ps,P¿,... V aef eucealva.nente eon

eepacloe vectorlalea.

HagámoeLo ahora con P-, e] conJunto de loe

pollnomloe de grado menor o iguaL que n e Z+, con

aua correapondLentea operacionea; una blnarla llamada

au¡ra de pollnonloa en P", deflnlda de Ia elgulente

nanera :

pr. = ( a¡¡tñ+arr-:-xn- 1 +...+a:.x+ao) € Pn

y pz = (b¡¡xn +br¡-J,xn-1+...+bJ.x +bo ) € Pn aon

= P€
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poll.nomLos tfplcoe de grado menor o igual que n.

I)1 +p2 =(a¡;xñ*an-rxr¡-1+. . .+alx+ao)+(bnxn+bn-rx¡a-1 +- - -+

brx+bx + bo)

= ( a4+bn )xn+ ( an-:, *br,-r)xn-1 +. . . + ( ar+br )x+ ( ao + bo);

y otra llamada producto de un pollnonio vector por

eecalar real deflnlda como eLgue o.p € Pn

VoeR Ype P'.

A. p = ct( ar¡xn + arr-¡.Xn-a + ... + a1x + ao)

= o,- ar¡Xrr + A.añ-J.Xn-1 + .-- + a.alx +4.Ao

Cooo vernoa a-p también ea un pollnomlo en P".

Verlficaremoa el P.' ton aua correaPondlentea

operacl-onee de (+,. ) ed un eapaclo

vectorlal; pa.ra 1o cual neceeitaremoe trea

pollnouloe tlpicoa en Pn. como elEue:

p:' = ( er¡xn 4 8¡¡-1xn-1 + ... + a1x + ao ) € Pn

p2 =(b'rx'! + b¡¡-1xa-1 + -.. + brx + bo) € P"

ps =(cr¡xñ + cta-1xn-:' + ... + c1x + co) € Pr¡

No va¡noÉr a probar Ia cerradura de la auura, puée

éata ee¡ t¡na operaclón blnarla -

Verificaremoe ei ae cumplen lae elgulentes

propledadee relaclonadae con Ia au¡na de vectorea

La Propledad Conmutativa

i) Y pr, pz E Pa tal que I>1+ I>2 = p2 +pr € Pn

Pr¡- p2 = ( anxn * á.n-l-xn-a + ... + a1x + ao) + ( bnxr¡ +

br¡-rX¡-1 -+ ... -.. b1X + bo)

= (an + ba)xn +(arr-r +!¡¡-1)¡¡n-a+...+(a1+br)x+(ao+bo)



= (bn * a¡r)xn +(bn-r +a¡1-1)xn-1+...+(bl+ar.)x+(bo+ao)

pL +p2 =(bnxn *br¡-rXn-1 -i - - - + brx + bo) + (a"x. +

€,n-Lxn-1 + ... + aLx + Ao)

1-7

= p2 +p1

Propiedad Asociativa de la Suma

V pr,pz,»s € P¡. tal que [pr+pz] + P3 =p1+[pe + ps]

P2l + Ps= [(añx. +...+ a].x+ao )+ ( b¡,ax'¡+. . . + brx + bo)l

+(ct.Ixn + .-. + c1x + co)

= [(a', + br, )x. +...+(e]. + b:")x +(ao + bo)J

+ ( c¡|txn + ... + c1x + co)

= [(a'¡ + bn+ c¡.)xn +...+(a1 + b¡.-] c:. )x

+(a6+bo+co)J

= (anx'r+-..+aax+ao)+[ (bnx.+-..+ brx + bo)+

( b'.x. + ... + br.x + bo)l

= p1+[p2 + p3]

Propiedad del Eleu¡ento Idéntlco de 1a auma

Jop e Prr v P € Pn tal que p + oP = p € Pn

0p = ( a¿¡n + an-1xt1-1 + ... + a:.x + ao)

+ (Oxn + Oxn-1 + ... + Ox + O)

= ( at¡+O )xr¡+ ( a¡a-a +0)xn-1+-. +(a1+o)x+(ao+O)

= ( arrKn + an-1xn-l + --- + a1X + ao)

=p
Propledad deI InverEo Adltivo
V p e P.. J -p e Pn tal que p +[-p]= Op

I) +[-p] = ( atú(n * 6.r¡-rxn-a + ... + a1x + ao)

+ ( -AnXn - En-lXn- a arX - ao )

La

ii )

I Pr+

La

rii )

p+

La

rv)
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- [ (a'¡-an)xn +(ar¡-1 - ..¡1-1)xr¡-l'...+(41 - ar )x

+(ao - ao) I

: (Oxn + Oxb-1 + .-. + 0x + O)

=Op

La Propledad DlEtributiva de Ia rnultIPIlcaclón de

eacalaree por un vector

vi) V p€ P'. V a,B €R tal que (a+g¡n=op+Bp

(o + p¡, -(a+g¡(anx- + ar¡-rXn-1 + -.. + a1x + aO)

= O( An)<t¡ * 8,n-1Xn-1 + ... + Ar,X + aO) +

B(anx. * an-rxn-1 + ,.. + ar-x + ao)

= ( qa¡|¡xr! + o.a¡l-lxn-a + ... + oa¡-x +aao) +

( Barrx- + garr-axn-1 + ... + garx +¡ig6 ¡

=qp+Bp
La Propiedad Dietrlbut lva de la E r.¡rna de veetorea

por un eecalar

v11) V pr, pz € Prr V <¡ e R tal que

a[pr*pz] = (opz +apr) € Pa

a[pr*pz] =a[ (ar¡xñ * an-j-xn-1 + ..- + ar-x + ao)

+ ( bnxtr * bn-lxn-a + ... + brx + bo)l

= o'( arrxrt * a¡r-rxn-a + ... + a1x + ao) +

o( anx!1 + at!-1xr¡-t + --- + ar.x + ao)

=(qp2 +opr ) € Pa

l,a Propledad Aeoclativa de1 Producto de eacalarea

POr Un vector

lx) V p€ Pn V o,O €R tal que o(Op) = (o0)p

o(BP)=olB(anxn+arr-axn-1 +.-. + arx + ao)]



= (oF) (atx- + Ln-1Xn-1 + ... + arx + ao)

= (aB)P

La Propledad del Elemento Idéntlco de

Flu It 1p1lcac lón

x) V p € Pa l.p = p

1p = 116rr¡¡a + ata-axn-L + ... + ar.X + Ao)

1p =t(s"¡¡n¡ +1(an-txn-1) + ... +1(a1X + ao)

1P =a..xt + an-axt:-1 + -.. + a.¡-x + ao

tp=p€Pn

Hemoe probado que loa pollnomlog de grado menor

lgual que n conatltuyen un eepaclo vectorlal.

1.3 COMBINACION I,INEAI. Y ESPACIO GENFRAM

ñeflnlclón 1-3- 1.-Sean va, v2,. -.,Vn vectorea de

eapaclo vectorlal V.

Un vector v € V es una comblnaclón lineal

l_9

1a

o

un

v1, v2,..., vr¡, el y BoLamente Bf,

eecalareg realea c1r c2, -.cn talee que

C2.VZ * ..- Cn.Vn

Por Elemol o

p(x)=(8xz + 7x) € Pz ea una combinación

Zxz y 3x ya que:

Bx2 + Zx = ¿a(l:Frz) + ca(3x)

8x2 = s1(l><z) ===> ct=4

7x = cz(3x) ===1 ¿2= J/J
1.4 ESPACIO GENERAr'o NE VECTORES

de

ex l aten

v=c 1 . v1+

Ilnea1 de

Deflnlclón 1.4. I Se dice que loe vectoree V].
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zo
,v2,...,Vr¡ en un eaPaclo vectorlal v generan v el
y aolamente ef todo vector de V 8e puede expreaar

cono una comblnación lineal de elloe; de otra

forma dlcho, V v €V exlsten eecalarea áa,

82'...,8r¡ talea que:

v = a1vJ' +a2v2 +. . . +ar¡vf¡

1.5 DEPENDENCIA E INDRPNNNENCIA T,INRAÍ, NE VECf,OIIES

Deflnlclónl -5-1-- Sea vl ,y2 ,..,,v¡r n vectorea de

un eapaclo vectorlal V, con aua correepondlentea

operaclonea, blnarla Br¡ma de vectoreg y producto

de un eocalar por un vector; ademáe cL, e2, - -cn

eBcalarea reales; ae dlce que 1oe vectorea v1,

v2,...,vrr aon llnealmente independlentee en V al y

aolamente af Ia única aoluclón para 1a igualdad

cJ-.v:, + c2.v2 +...* Cr¡V¡¡ = O ea c:- = c2 =...=g¡=Q
E,Jemolo de Indeoendencla Ll neal

Sea Pz, el eepaclo vectorial de 1oe pollnonlog de

grado r¡enor o lguel que 2, prevla!¡ente tratado,

Para 1o cual .

p1(x)=(x2 + x + 2) e Pz; pz(x)=(ta2 + x)€ Pz y

ps(x) = ( 3x2+2x+2) E P2 Bon pollnomloa partlcularea de

Pz-

Verificaremoe ei Ia únlca Eoluclón para Ia lgualdad

arpr(x) + a2pz(x) + aspg(x) =O Lmpllca 61=s2=63=Q

cotrlo única eoluclón

ar(x2 * x + 2) * ^(2*= + x) + ee(3xz + 2x +2) - O
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===> aax2 + a1x + 2a1. + 2azx2 +xae * 3agx2 + 2aax +2ae=O

===>(a1x2 + 2a2x2 + 3aax2)+(a1x + a2x + 2aox)+(2a:-+2as)=O

==¡ ¡2(a1 + 2az + 3ag)+x(ar + a2 + 2aa) + (2a:. +2as) = O

===> a1 + 2a2 + 3as = 0

a1 +42+2as =Q
Za:- + 2ao :O

Eete es un sletema ]lneaI de ecuaclonea honogéneo

que tlene tres ecuaciones y trea lncóSnltae 81 r

a2. y as; Lo que equLvale a tener tre6 Predlcadoa

t:-, tz y ts con trea varlablee &r.,a2 y ao.

t1: a1 + 2az + 3a3 =0
Lz: a¡-+az+zas =Q
tg: Za:- + Zas = Q

Encontremoa eI ConJunto Soluci.ón Atr( ar + 2az +3a3)

¡ tz(ar + a2 + 2ao) r to( 2ar + zeg) = At(a) del

alBtema Ilneal.

Su matrlz an¡mentada y equlvalente Eon:

o

0

1

0

o

2

2

2

1

0

1

1

2

2 3 i0
0

o

L 2 3 iO
1

1

o

o

0

o

0

1

1

o

0

1

U

0

o

o

1

o

1

0

1

o

o I
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De donde obtenemoe el alEulente conJunto eoluclón

At(B) ={(ar, az, as)/ai-= -as,a2 =-as;43 € R} RB

Por 1o que ae coneluye que; pr(x) ,p2(xl y ps(x)

no Bon llnealnente lndependlentee en Pz ya que 1a

únlca eoluclón del Blstema lIneal de ecuacionee

nOeB A1 =AZ=As=O

1.6 BASES Y DIT4ENSION NF UN ESPACIO VECTORTAÍ,

Defin{ ción 1-6-1.- Un conJunto de vectoreB B= {v1 ,

vz, - -.,vn) constituye una baee para V el y

Bolamente Bf cumple con lo el8iulente:

t) g = {vr, V2r ... , vn} ea llnealnente lndependlente

en V, y

li) B {vr, v2, ... , vn} genera V

Se puede probar gue exlgte máa de una baee pa.ra

un miemo eal>aclo vectortal , pero todae Iae baeea

de un r¡lgmo eepaclo vectorlal tlenen lgual núnero

de elementoa.

B:. = {1,x,x2 } ea una baee para Pz y

Bz = f 2, Sx,xz) eE ott'a baee para Pz ; pero lae

doe baeee tlenen e1 nlemo número de elementoa, esto

ea, 3.

DefJnlnJón .i D lmene 1ón .-Un nú¡oero entero n ee la
dlmenei,ón de un eapaclo vectorlal

Bf, n ea eI número de vectoree

baee de V.

St el eepaclo vectorlal V tlene

V ei y solanente

que tiene cualquler

una baee finLta, V
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reclbe el nombre de Eapaclo Vectorlal de Dlmenelón

flnita. En cualquler otro caao ae dice que V ee

un Eopaclo Vectorlal de dlmenalón lnflnita. Sl

V={O}, diremoe que V ee de Dlmenelón Cero. Pn ea

un eapacio de dlmeneión (n + 1).

ÍLUSTRACTON DE BASE Y DIMENSION NE UTN ESPACIO

VRCaORIAT. Vamoe a verlf l-car que §= { ¡¡2, x, 1 )

e€, una baee para eI eepaclo vectorlal de loe

pollnomloe de grado menor o i8ual que doe.

Para que un conJunto de vectorea sea una baee

para eI eepaclo vectorial- de loa polinomloe de

grado menor o l-gual, que 2 debemoe primero probar

que cualguler poll,nomlo en Pz ea una comblnaclón

Iinea1 de x2, x y 1, y luego que B ee lIneal¡¡ente

independlente en Pz.

V p(x) € P2, exiaten conetantea cL, c2, ca talee que

p(x)=c1x2+c2x+ca(1)

Tomemos un pollnomlo tfplco en P2, Bea eete

ax2+bx+c, luego, ax2+bx+c = crx2 +c2x+ca

==:> A¡r¡2 = C¡-X2 ===> a= C:-

===> bx = c2X ===> b= cz

c3 ===>

declr

e8 una

elen

ahora

c= c3

que cualquier

conblnac 1ón

conJunto B.

ei B

to que qulere

bx+ e en Pz

poLlnomloe dadoe

Ver 1f lquemoe

polinomlo, ax2 +

Ilneal de los

ea L l-nea Irrente
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lndependlentea en Pz-

cr(xz) + cz(x) + cs(1) = Oxz + Ox + O(1) (A)

La solución únlca para (A) eB c1 = O, cz = 0, y cg= 0

Lo que indica que B= t ¡2, x.1 ) ea llnealmente

independlente en Pz y unido a 1o previa.nente probado,

conclulmos que B ee una baae para Pz

1.7 SUR -ESPACIO VECTORIAÍ.

Sea H un eub-conJunto no vacfo de un eepaclo

vectorlal V, H ee un eub-eepaclo de V el y

eola¡nente ef H ee en ai mlemo un eapacio

vectorlal , Junto con lae doe operaclonee deflnldae

en el eepacio vectorlal V.

Para probar que H C V ea un eubeapaclo de V,

Junto con Iae correepondlentee operaelonee, baeta

probar gue ae cumplen para H lae propiedadea

claueuratl-vaa de Ia Enma de vectorea y Ia

multl-pI1caelón de eecalarea por veetorea en H.

Pz por eJenplo ea un subegpacio de Pe, pueE todoe 1oe

pr(x), pz(x) e Pz. r.DbL¡s'¡ .-r.r¡ en Pe: y (pa(x)

+ pz(x)) e Pz y [d.p1(x)f e Pz, q real.



CAPI TULO 2

POLINOIIIOS Y ORTOGONALIDAD

2- 1 PRODUCTO IN'TERNO REAT,

Deflntcrón2- l - l .- Sea Pn eI e'Paclo vectorlal de

loe pollnomioe de grado menor o lEua1 que n,

decLmoe que en Pn he¡ooa deflnldo un producto

lnterno, ai y Bolamente Bf , exiate una funclón

,r| : P" ¡p" 

-> 

p, que cumple con lo Blgulente

(1) (v,V) >0el )(v=0);
11) (v,v) =Q Bl y 6c¡1cl e¡1 v=Ov;

lll) <vr,vz + vs> = <vJ,,v2> + <v1,vs> v v1,v2 € V

iv) <v:-,v2> = <v2,va> V vr,v2 € V

vi) <qv1,v2> = a<v:,,vz> v o € R v v1,v2 € V

Ea uaual denotar a f (v:-,vz) = 4vl,v2) € R

Se puede probar que para P'., Ioe Polinomloe de

Srado menor o igual que n en el intervalo [a,b],
Ia elguiente funeión + deflne un producto

lnterno:

0 (vr,ve > =
J
b pr(x) pz(x) dx <P1,p2>, pa,p2 e Pz
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Por E.lemolo, eean loa pollno¡nloe pr(x) = 2x + 2 y pz

(x) = x, pollnomloe de Srado ¡nenor o 18ua1 que 1-

CaLcular e1 producto lnterno entre Ioe Pollnomloe

Pl, y P2.

ApLlcaremoe Ia deflniclón prevla de Producto

lnterno para pollnomioE, eato es

l(v:.,v2¡= <vr.,v2> = <pr(x),pz(x)> =

r)(vr,vzr=[b pr(x)pz(x) dx : ; haclendo a=0 y b=1
J^

1 pr(x) pz(x) dx
o

r(2x+2)xdx =
o

1( 2x2 + 2x )dx
oJ

j
J

> l(2/3)xs + x2 l L
o

5,/3 = <pr(x),pz(x)> = <2x + 2,x>> l2/3 +1-01

2.2 NORMA NE UN VRCTOR

Deflnrclón 2-2-1.- Dado un eapaclo vectorlal V

aua correapondlentee operacionee, eobre el

ee ha deflnido un producto lnterno, la norma

un vector v € V está dado por:

¡¡v¡¡ =+jEiil , Yv€v

con

que

de

Por FJemolo

En caeo de pollnomloe de

P(x) = 2x +2

Calculemoe Ia norma de

eI prevJ.a.mente deflnldo
polinomlos y obtenemoe

grado nenor o lgual que 1

p(x); para

producto

que

1o cua 1 toma.noe

lnterno, entre

I



=ll 2x + 2ll

Se puede moBtrar que

(i) ll"ll >o
(11) ll"ll =Q

Y v e V, ee er¡mple que

2'7

+2)

vectorlal con

eI que ae

vectore E

eolamente el

ll 
p( * )ll =

ll p,,.,ll

<P x ,p+

+ p =+

+ x+
o

[ 4,231s *4* +

I 4/3 + 4 +4lN =tZA/3ltt

o

2 - 3 PROP]ENANES DE LA NORI.T A DE UN VECTOR

p =+
o

+1

oo

+

+

si7(

S1

v= 0)

v =0
(rrr) llavll = l"l ll"ll
(1v) llvr + vzll < o = llvrll + llvzll

v v e v, ll v,/ll vll ll = 1

2.4 VECTORES ORTOGONALF'S

Deflnlclón2-4-1 .-Sea V un eepaclo

auBcorrespondlentee operacloneai aobre

ha deflnldo un producto lnterno; doe

vl,,v2 € V eon ortogonalea; Bi y

<v:-,vz>=o

2.4.1 TEORE}TAS REI.ATIVOS A LA ORTOGONAT.INAN

Teorena 1 En un eapaclo vectorlal V, eobre el que

ae ha definido un producto lnterno, todo conJunto

I
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de vectorea, no vaclo, ortogonal en V ea Iinealmente

independiente en V- En particular, en un eepaclo

vectorlal de dinenslón finlta n (dlu¡ V = n), todo

conJunto ortogonal de vectorea que conate de n

elementoe, nln8uno de 1oe cualea eB e1 vector

cero, ee una baee para V.

(ta demoatración de eate teorer¡a Ia encontrará en

: EI texto, Cá1cu1o de Apoeto}, Tomo 2 pag. 692

edltorlal Del Caetillo 1980)

fleflrrtctón2-¿-2-- BI coaJunto de vectoree

B={u:.,u2,.. .un} en V ee un conJunto ORTONORMAL ai y

eolanente ei
(i) <ur.u¡. = 0, V I,J, tal que ]( I = J) (1) v

(1i) <ur-ur > = 1 (2t

SI aóIo eatleface ( 1), ae dlce que el conJunto

ee orto8onal

Proceao de Ortonormalizaclón de Gra¡n-Schmidt.

Sea H un eub-eepaclo de dlmenelón m de V.

Entoncea H tlene una baae ortonormal-

PROCESO DE ORTOGONA T.T ZACION NF GRAU- SC}Í}'I T NT

EI proceeo de ortogonal lzac 1ón de Gran-Schmidt ee

de earacter conetructivo, con eI cual dada una baee B

cualqulera ¡>ara un eepacio vectorlal V, ae puede

obtener una baee OR1ONORMAL-

DlJimoe en llneaa previae que Bl un conJunto de

vectorea B ee ortogonal en un eepacio vectorLal V
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eBtoB vectoreE Bon tamblén Ilnealmente independlente

en V, pero que ademáe Ia Independencia llneal

de vectorea no garantiza ortogonalidad.

Conetruya.moe a partlr de1 teorema 2.4.2.2 una base

OR?ONORMAL a partir de un eonJunto de vectorea

Ilnealmente lndependl-entee-

Partlremoa de una baee cualqulera B={vr,vz,...vn}
para el eepaclo vectorlal V; paaaremoa por una

baee ORTOGONAL Ba={v1 ' ,vz' ,. . .vn } y flnalnente

llegaremoe a una baee ORTONORMAL

Bz ={ur,ue,...un}
Eate proceao denomlnado de ortogona I lzaclón de Gram-

Sch¡rldt, Be eJecuta en loe giguienteg paaoa

PRÍMFR PASO

Dado v1 € B, hagamog

vt
= ul, recordemog que llvzzllvrll ll =r

ll",ll

SEGUNDO PASO

I

Hágamoa

Probaremog

y '2=g2- (VZ , ür )ür

2 ea ortogonal I ur.

= <l'a,V2 - <V2, U:.>U1>

= <u1,v2> - <v2,u1> <u1,u1>

= <u1 ,v2> - <v2,ul->

= <u1 ,v2> - <u1 ,v2> = 0

u1 y v2 aon ortogonalee

que v

<ul' , v'2>

Entonce e



De f ln lmoe

TERCFR PASO

Sea vs' =

<Ur- , v3>

Entonce 6

Probaremoe

<u2,vs> =

Entonce s

v'g y u1

que v

<u2,v3> -
<u2,v3> -
v3YU2

v3
Hagamoe us =

ll''"ll

Tenemoe ya u1, u2

norma uno, eato eB

30

aon ortogonalea
-3 eÉ, ortogonal a u2

<v3 , u:, ><ua , u2 >- <v3 , u2 ><u2 , u2>

<v3,u2> = 0

son ortogonalee

con lo cual ll ""ll 1

, y us mutuamente ortogonalea y con

son ortonormalea,

v'2
u2= 

-

ll "=ll

v3 - <v3,u1>u1 - <v3,u2>u2

<u1 ,v3> - <u¡. , v3><u1 , ur>-<v3, uz><u:- , u2>

<ur-,v3> - <u:-,vs> = o

gtJARTO PASO

Hagamos

v/{ = v{-<v{.ur->u1-<v4,U2>u2-<v{,u3>u3-. . .-<v4,U¡>u¿

yf¡ =y¡-(Vr,U1>U:,-<vk,u2>U2-. . . <vk,U1>UL-. . .<Vk,ukr-t->Uh-1
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uk= ll""ll
ll"'"ll

Her¡oe ael obtenldo Bz = f u:., u2, . . . ,uL] , que eE

una baee ortonormal para V, puea uL,u2,...,u¡. Bon

mutuamente ortogonalee y llurll = ll"=ll = ... = llurll = 1

Nota: Eeta prueba para cualquier n e Z+ ae Ia

hace por lnducción

I hletr.elnoe el llátodo de Gran-S.lb.ir dt

ConetruyamoB una baee ortonormal para Pz [O,1]

Partiremoe de Ia baee eetandar para loa Pollnor¡loe

de Brado nenor o lgual a 2, eeto ee B={1,x,xz} .

Paearemoe por una baee Br={v'r ,V'2 ,v'g} y

fLnalmente Llegaremoe a una baee ORTONORHAL

Bz={ur,uz,ug }.

En llneaa prevLae ae deftntó aI producto lnterno

entre pollnomloe como Ia Lntegral- deI producto de

loe poILnomloe en un lntervaLo dado.

Sabemoa que vr = 1, v2 = x y v3 = x2

I,QIXER PASO

Calculando Ia norma de v:. tenemoe que

ll <vr,v:.>ll = = fr (1.1)dx= fr 12 dx= x ll = |Jo Jo lo
De donde ur = 1

y la Norma de u1 ee = 1

1

¡
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Hagamoe v'2 = v2

<v2.u¡-> = J:. 
x( 1) dx

I

<v2ul->uL

xdx = x2/2 l,/2
Jo

L

0

v'2 =x-L/2
Probaremoe que v'z y u1 Bon ortogonalee

Para 1o cual debe ocurrlr que el producto

entre <v-2,u1> debe aer igual a cero.

<v'z.u:.) = lt (x-L/Z) ( l)dx =
Jo

lnterno

a Ioe

l(x-t/Z)dx =
o

x2/2-l/2 l/2 -l/2=O1

0

Por Io que v'2 y ua Eton ortogonaleB

",'] L ( xz - x+ t / 4 ) a*)X- V t rz= t t zr s=.I
tI

=I: *=láx2 dx

ll "'"ll L(x-l/2)z
o

De donde ll "'"ll
uz =2 fA G-Uz)/L/2f3 =Í3(zx-t,

TERCER PASO

Hagamoe v' s : vel -<v3 ur->uJ. - <vo u2>uz

Reallzaremoe 1oe cálculoa correapond lentea

productoe Internoe.

<v3 ur) r/3

<,",u=> = fT ¡z ( l¡-1) dx 13 I: (2xe -¡z ) dx =¡]5,/6

Luego

= v'z /

fr
Jo

v3= y2 r/3 f3,/6tr3(2x-1) l xz -x + I/6
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Ca lcu l ando

ll "'"ll =

ll"'s

Ia Nór¡na de

r. (x2 -x + 1,26)dx
o

v'3 tenenoa

tr

ll=[r'
U"

15=

(x4 - 2xe +4\3xz -x/3 +l/36) 4

II L/Í'fEo. --rlafdlt

v'3
De donde ug

ll"'s ll

u3 = 65 (x2 - x + L,t6) = l5 (xa - 6x + 1)

Obviamente, la norma de ua ea igual a 1.

Verlflcaremoe que v's y vz aon ortogonalea

Entonce8 eI producto lnterno entre <v's.uz) ee O

(vl3,ue> = q r(x2 -x +t,t6l(2x-]-) dx--
o

= /3Tr(2x3 - 3x2 + 4,t3x - L/6)dx
Jo

<v/" ur>= lTf t,tzx. - ¡s - 2/3xz -L/6x)l t
lo

<v-3uz)= 7/6-7/6 = Q

De donde Ia baee ortonormal para P2 eB

Br = t u¡.,uz,us} = { 1, f§(2x-1) , f5(xz - 6x + 1)}
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CONCLUSIONES

AI llegar aI término de eate trabaJo, una de

mle conclusiones a lae que he lfegado, ee que he podido

vlvlr la importancla de conocer el Algebra Llnea}, y etus

ap.Licaclonee que tlene en e1 eetudio de Ioe CONTENIDOS

Programáticoe que manda a lmpartlr en 1oe Centroe de

Educación Medla,El Minieterlo de Educaclón.

Lo tratado en eate trabaJo hace referencia aI ESPACIO

VECTORIAL DE LOS POLINOMIOS, Ioe miemog que en

aecundaria ae trata a partlr del TERCER CURSO del CIcIo

Básieo, y de CUARTO CURSO en adelante ae trata Ia

Funclón PoLlnómica, para 1o cual ee importante que eI

eetudlante aepa como trabajar en eI ESPACIO VECTORIAL DE

IOS POLINOMIOS.

Lo que ee ha hecho en eete trabaJo ee tambien, dar un

aporte a toda pergona que haga educación, que cuide al
reallzar una deflnición de utilizar Ia aiEuiente

eatructura .

PRIMERO.- Deecrlba todoe 1oe elementoe que lntervienen

en la definic Ión -

SEGUNDO.- Eecriba la expreelón matemátlca a definir, y

utll-lce Ia expreelón SI Y SOTAMENTE SI -

TERCERO. - Diga qué condlclón debe cumpllr, Ia expreelón

matemátlca que ee define
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ANEXO

o

p

€

p

V

I mpI ica

......Entoncee

AIfa

Beta

Pertenece

EI Cero de p

Polinomio en Pn

0p

I

pr(x) Polinomio en x

Pn Eepaclo Pollnomlo de grado menor

o igual que n

InteEraI

Eepaclo Vectorial V

ca. "., ,.,...Conetante real

Pz- - -. .Pollnou¡lo de Grado

menor o i8ual que 2

ll'll

vI

At

Ov

Para todo

Exlete

Ralz Cuadrada

Norma de v

Producto Interno

Predicado

EI cero de V

Producto

Suma+



V Eepaclo Vectorial

Elementoe de V

Conjunto de todoeRn

1oe n-vectoreB.

a, b

H

0

B

Subeepac io

LÍnltes de

Vector i.aI

1a

Integra]

I

Func ión

Base

NeBac lón

E1 ConJunto de 1oeR

Númeroe reales


