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INTRODUCCION

Los origenes de la nocién de funcién ¥ su influencia
significativa en la evolucién de la matemdtica puede
anotarse en el siglo XVII. El concepto de funcién aparece
explicitamente con Leibniz, por el afio de 1692, posterior-
mente utilizado por Bernoulli. M&s tarde Euler en 1734 por
primera vez introdujo el simbolo f(x), quien dio ademés un
concepto general para funcién, concepto que en el afio de
1854 quedd establecido por Dirichlet como correspondencia
arbitraria entre dos variables.

Este trabajo de monograffa, en lo que respecta a las
definiciones, es un compendio de varios autores que
pretenden aunar diversas experiencias de los mateméticos
destacados en los dltimos tiempos.

Esta monograffa comprende tres capitulos

Capftulo I , es la la fase inicial del trabajo que consta
de algunas definiciones preliminares y el estudio de una
funcién en general.

Capftulo II,es la parte medular de esta monograffa , se
analiza a la funcién real de una variable.

Capftulo IITI, esta Ultima parte de la monografia se
extiende al estudio de las funciones polinémicas lineal y
cuadrédtica; v la funcién exponencial.

Todas las definiciones son debidamente ilustradas a base de

ejemplos, diagramas y grdficas, aspirando que este estudio

de funciones reales sea didéctico.
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CAPITULO 1

FUNCION

1.1 PRELIMINARES
Para el estudio de funciones es necesario revisar el
concepto de relacién.
Definicién 1.1: Sean A y B dos conjuntos no vacfos. A algin
elemento a € A queremos asociar un elemento b € B, bajo
alguna regla de correspondencia, tal asociacién se llama
una relacién de A en B. Ademés diremos que una relacién R
de A en B es un subconjunto S del producto cartesiano

A X B
Se dice que dos elementos a y b de R estédn en relacién

Si y solo si el par ordenado (a,b) € 8§.

En la siguiente ilustracién la asociacién esté4 represen-

tada por flechas ( diagrama de Venn).



Al elemento aeA asociamos el elemento 1€B ===> a R 1
Al elemento beaA asociamos el elemento 2€B ===> b R 2
Al elemento deaA asociamos el elemento 3e€B ===> d R 3

Para indicar que los elementos a y b estén asociados o
relacionados notaremos: a R b que se lee "a estéd relacio-
nado con b", bajo la regla R, a saber: (a,b) € §

<===> g R b.
En el diagrama se puede observar la siguiente relacidn:

a R 1

b R 2

d kK 23
Este tipo de asociacién se encuentra a menudo en forma
natural, ej. las flores con sus respectivos colores; los
elementos quimicos con sus correspondientes pesos atdémi-
cos;los estudiantes con su peso, edad y estatura.También en
la actividad del comercio se puede observar a diario los
productos de un Supermercado por ejemplo, y sus pre-
cios.Cualesquiera de estas asociaciones que puedan estable-
cerse entre los elementos de un mismo conjunto o entre

elementos de dos conjuntos implican en matemdtica una

relacién.
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El conjunto A se llama conjunto de partida, cuya notacién
es DE Y se denomina dominio de la relacién, Dy=A.
Y el conjunto B se |lama conjunto de llegada, cuya notacidén

es j{k Yy se denomina rango de la relacién, o simplemente

dominio de imégenes.

Ejemplos de relaciones:

Sean los conjuntos A= {2,3,4,6} vy B= {4 6,8}

i) S| = {(2,4); (3,6); (4,8))
y la relacién Ri ¢ "x es la mitad de Y ".

ii) 8, = {4,4); (6,6))
¥y la relacién Ry : "X es igual a y"

iii) s, ={(2,4);(2,6);(2,8);(3,5);(4,4);(4,8);(6,6)}
¥y la relacién Ry ¢+ "x es divisor de y"

iv) s, = {(6,4))

y la relacidén Ry : "X es mayor que y"



1.2 FUNCION
Definicién 1.2.: Sean A Yy B dos conjuntos no vacios. Una
funcién o transformacién f de un conjunto A en un conjunto
B es una regla que asigna a cada elemento a de A exacta-
mente un elemento b de B . Se dice que f transforma a en b,
0 que f lleva a a b Yy que f transforma o lleva A en B.
La notacién clédsica para indicar que f es una funcién de
A en B es: A —i;—> B
o también

£: A

> B

Y su regla de correspondencia X

>y = f(x)
Nuestra pregunta ahora es ¢ COmo conocer que una relacién
€s una funcién o aplicacién?.
Tomando el ejemplo de los productos de un supermercado y
Sus precios fijos, de 1la misma manera que el vendedor
conoce cuales son los productos para la venta y el precio
que debe asociar a cada producto, matemdticamente se debe
conocer a los elementos del conjunto de partida de la
aplicacién o funcién y» ¥ conocer ademéds el conjunto de
llegada de dicha aplicacién o funcién . Pero, asf{ como para
el vendedor no es suficiente saber cuales son los productos
€n venta y cuales todos sus precios para poder determinar
a cada producto su pPrecio; en matemética debemos conocer
los pares ordenados formados con los elementos del conjunto

de partida y sus correspondientes imdgenes asociadas por la

funcién.
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Ejemplo 1.
Sean los conjuntos : A ={productos de venta} ={a,b,c,d}

y B ={precios unitarios}={5,6,8,9}

A x B ={(a,5);(b,6);(c,8);(d,9)}
Estos pares ordenados son los elementos del producto
cartesiano A X B.
donde el conjunto de los pares ordenados (x,y) ¢ A x B
El anélisis del ejemplo propuesto nos permite clarificar el
contexto de la definicién dada:se ha definido una funcién-
saplicacién o transformacién f de un conjunto A en un
conjunto B, como un subconjunto del producto cartesiano A
X B tal que a todo elemento xeA hace corresponder un Gnico
elemento yeB, que llamamos imagen del elemento X por la
regla f, cuya notacién usual es y = f(x)

f’

A - B

Observaciones: . En f no pueden haber dos pares ordenados
con primeras componentes iguales.

A un elemento de A no le puede corresponder dos o més
elementos en el conjunto B.

Una funcién es una relacién de valor dnico o relacién

funcional.

Cualquier notacién utilizada para funcién: f,d, etc., f,o
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denota la funcidn que se aplica sobre el elemento del
conjunto de partida.

f(x) ; & (x) es el elemento del conjunto de llegada o
imagen. Ejemplos de funciones:
Ejemplo 2. Sean los conjuntos X ={familia de un estudiante}
X ={Freddy,Marcelo,Irene,Betty}

Y={edad de los miembros de la familia} = (35,18,30,15)}

En este diagrama podemos observar que ninguna persona
tiene dos edades y todas las personas tienen al menos
una edad, lo que nos permite concluir que en toda funcién
se cumple las siguientes proposiciones:

Todo elemento del conjunto de partida tiene una imagen en
el conjunto de llegada.

Cada elemento del conjunto X tiene uno y solo una imagen
en el conjunto Y.
Ejemplo 3. Sean los conjuntos A ={2,3,4} y B = {6,7,8,9}.

Y sea la funcién f de A en B:
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f
A
f A > B
2 > 6=f(2) 2
3 > 8=f(3) 3 \
—
4 > 7=f(7)

=D f = { (216)v (318)! (417) }
Ejemplo 4. Sean los conjuntos A={a,b,c,d,e} y B={x,y,z,w)}
sea la funcién ¢ de A en B:

fb = {(asx),(b:y)s(cy}')i(d,z)!(efw) }

Diagrama de Venn Representacién gréafica

A " B A

A X B
a w
b A
¢ ] :
d Y
bl

x “
a b ¢ d e

Ejemplo 5. Reconocer cuales de los siguientes conjuntos
representan una funcién:

a) f ={{1,2);(3,4);(5,6)}
f si es una funcién porque los pares ordenados de este
conjunto esté4n conformados de tal manera que ningin

elemento de la primera componente se repite.

b) h ={(1,3);(2,5);(1,4)}
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h no es una funcién porque existe un par ordenado cuya
primera componente se repite en otro par ordenado, a saber
en los pares ordenados (1,3) y (1,4) se repite el elemento

I, por lo tanto esta relacién no es una funcién.

1.3 DOMINIO Y CONTRADOMINIO DE UNA FUNCION

Hemos definido que f es una funcién de A en B, cuya

notacién més usual es f: A—> B.

Definicién 1.3.1 El conjunto A o conjunto de partida se

denomina Dominio de la funcién f Y se nota por D[, a saber

el dominio de f est4 formado por todos los elementos de A.

Di = A ====> Df={ X / y=f(x), ¥x €A }

*El dominio da la existencia a una funcidn.

Definicién 1.3.2 El Contradominio de la funcién f consta

de todas las imdgenes f(x) de los elementos x € A, a saber

el contradominio es un subconjunto del conjunto B o

conjunto de llegada.

El contradominio de f notamos por Ry , esto implica Rf c B
Ry = { f(x) / x € A}

Los elementos del conjunto B asociados con los elementos

del conjunto A forman otro conjunto denominado Contra-

dominio de f.

Con las siguientes ilustraciones se esclarece las defini-

ciones dadas sobre dominio Y contradominio de una funcién:
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a) A =il T B

En este diagrama se observa que el conjunto de llegada B es
igual al contradominio o recorrido de f.

A saber B = Rr

A
b)
/) ~
r()
Y,
! Y

En este diagrama se observa que el conjunto de llegada B

contiene al contradominio o recorrido de f.

A saber B ::Rr

Ejemplo 1. Sean X={1,2,3} ¥ Y={5,6,7}
Una funcién f de X en Y es el conjunto:
I ={(1,8)35(2,7):(3,6)})
D{ ={1,2,3}
Ry ={5,7,6}
Df = X y R]» =Y
Ejemplo 2. Sean A={a,b,c,d} A B={m,n,r,s,t}
Una funcién ¢ de A en B es el conjunto:

¢ ={(a,m);(b,n);(c,r);(d,s)}
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D¢ =A={a,b,c,d}

R¢ ={m,n,r,s} y Rﬁ c B
Ejemplo 3. Sean X ={2,5,10) y Y ={3,7,10)}

f de X en Y es el conjunto:

f ={(2,10);(5,10);(10,10)}

Df = {2,5,10)} = X Rf = {10}
Con la ilustracién de estos ejemplos podemos concluir que
el dominio de una funcién f, Df es igual al conjunto de
partida y el contradominio de f puede ser igual al
conjunto de llegada,o un subconjunto propio del conjunto de
llegada.
Ejemplo 4. Determinar el dominio y contradomionio o rango
de las funciones cuyas representaciones gr4dficas son las
siguientes:
a). f={(a,1)5(b,3);(b,4);(c,5);(d,5)} » f no es funcién,
porque b tiene dos imégenes.

b). g={(a,r);(b,S);(c,WJ;(d,x);(e,y)} » 8 si es funcién

D; ={a,b,c,d,e} y Ry ={r,s,x,w,y}

a) b)
4 4

y

] X

4 W

3 s

1 T
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1.4. TIPOS DE FUNCIONES

1.4.1. Funcién Inyectiva

Definicién . Una funcién f de un conjunto A en un conjunto
B es uno a uno si y solo si cada b elemento de B es imagen
de a lo mds un elemento a de A.
Ejemplo 1.Sean los conjuntos

A ={2,3,4,5}

g B = {4,9,16,25)}

<

f : A

> B

> f = {(2,4);(3,9);(4,16);(5,25)} es una funcién uno
& uno porque cada elemento de B es imagen de a lo m&s un
elemento a de A, en el diagrama podemos observar que cada
beB tiene a lo mis una flecha dirigida hacia si.

f

.

5>

Para mostrar que f es uno a uno, se prueba que

i

f{al ) = f(az ) ====> a[ = az
lo cual significa que a elementos diferentes de A co-

rresponden imigenes diferentes en B.
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Observemos y analicemos estos diagramas:

Ejemplo 2. X — Y

g: X > Y no es inyectiva

glxy ) = 8(x, ) y x5 = x,

Ejemplo 3. . Ty

h : X — > vy es inyectiva

1.4.2 Funcién Sobreyectiva

Definicién: Una funcién de un conjunto A en un conjunto B
es sobre B si cada elemento b de B es imagen al menos de un
elemento a de A.

Ejemplos: 1. Sean los conjuntos A ={2,3,5} y B ={6,15}

Yy g: A > B
====> g ={(2,6);(3,15);(5,15)} es sobre, puesto que todo
elemento b € B es imagen de al menos un elemento a € A.

En la ilustracién podemos observar que todo elemento b de

B tiene al menos una flecha dirigida hacia si misma.
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g

A _

=%

Para mostrar que g es una funcién sobreyectiva, se muestra

que ¥ a € A existe b e B tal que g(a) = b, esta proposi-
cién es equivalente a Rg = B. Lo cual significa gue si no
existen en A elementos que no sean imédgenes de algin
elemento de A, la funcién es sobreyectiva.

* f(x) es la imagen del conjunto A.

Observemos y analicemos estos diagramas:

Ejemplo.2 f

h
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Rh # B entonces h no es sobreyectiva
n de Y no es imagen de algin elemento

conjunto X.

1.4.3 Funcién Biyectiva
Definicién: Una funcién de un conjunto A en un conjunto B
es biyectiva o biunfivoca , Si a la vez es inyectiva v
sobreyectiva A saber cuando todo elemento b del conjunto de
llegada es exactamente imagen de un elemento a del conjunto
de partida y ademés Ry = B ====> { es una funcién biyecti-
va.
Para mostrar que f es biyectiva debemos mostrar que:
¥ a € A, a = a; en el dominio, entonces

f(a1 ) = f(a2 ) en el contradominio.
Observemos y analicemos el siguiente diagrama:

f

a0 oe
| |

f es inyectiva y sobreyectiva ====> f es biyectiva.
1.4.4 Definicién: Sean las funciones

g A—> B vy fi: B—> C

% > y=g(x) y ——3 z=f(y)

se denomina funcién compuesta de de g y f » Cuya notacidn
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es f o g a la funcién de A en C definida por

(f o g)(x) = f(g(x))

entonces f og : A > C cuya regla de correspondencia

es z=(f o g)(x)=f(g(x))=f(y)
Ejemplo 1. Sean las funciones f={(2,7);(3,6);(4,8);(5,9)}
y 8={(6,5);(7,3);(8,4);(9,2)}, determinar g o f.

solucién: g o f={(2,3);(3,5);(4,4);(5,2)}

f g
A~ T~ B T T ¢

* Es importante observar que el conjunto de llegada de £ es
igual al conjunto de salida de s.

1.4.5 Funcién Inversa
Definicién: Sean los conjuntos A y B, la funcién

f : A

> B , biyectiva, cuya

regla de correspondencia x

>y = f(x)
definimos la funcién inversa de f como:

1 . B

> Ay su regla de correspon-

dencia es y

>x = 1 (y)

Ejemplo. 1 Sean los conjuntos A={a,b,c,d} ¥y B={1,2,3,4}
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y f={(a,1);(b,2);(c,3);(d,4))} una funcién

biyectiva, entonces existe su inversa:

£l = {(1,a);(2,b);(3,c);(4,d)} la inversa de f.

f es una funcién sobreyectiva.

Al comparar los elementos de f y f'l vemos que se inter-
cambia el orden de los componentes en cada par ordenado,
por lo que concluimos que el dominio de la funcién f pasa
a ser el contradominio de la funcién inversa f'l iy el
contradominio o recorrido de la funcién f pasa a ser el
dominio de la funcién inversa f°! esta doble relacién de
correspondencia solo se da en una funcién biyectiva.

Observemos el diagrama

Propiedad de la funcién inversa: Si f 1 A

> B es una

funcién fiyectiva =====> f* : B > A es su

inversa, entonces la composicién f% o f

n
—

y también f o f’!

1
—

Los siguientes diagramas ilustran esta propiedad:
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a). f f“‘

(f1 o £) (x) = x

b. £ f

y=f(x)

(fOf-l)(y)=y




CAPITULO II

1. FUNCIONES REALES DE UNA VARIABLE

2.1 Definicién: Lés funciones cuyo dominio Y contradominio
son subconjuntos de los nimeros reales se denominan
funciones reales de una variable.
La notacién de estas funciones es

f: R

> R

Y su regla de correspondencia X

> f(x)=y
donde el dominio y el dominio de imdgenes son los reales,
A saber la primera componente x estd en R y la segunda
componente y también esta en R.

La forma de notar funcional identifica claramente la

variable dependiente ¥, como f(x), lo que es equivalente a

escribir: y= f(x)

El valor de la funcién f : R > R

definido por X

>f(x)= 2x+1
para X = 2 ====> f(2) = 5 , puesto qQue X como variable

independiente puede tomar Cualquier valor dentro del
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dominio.
2.2 Dominio y Rango de una funcién real:
El dominio y rango es la parte més sobresaliente en el
andlisis de cualquier funcién real.
Para determinar el dominio de f definida por y=f(x),
analizamos cuéles son los valores posibles para x, cuando
esta implicito en la regla de correspondencia.
Ejemplo 1: Sea una funcién f que se define por f(x) = Vx+2,
tiene dominio implicito Dy = {x : x & =2 }.

Ejemplo 2: Sea una funcién g definida por g(x)= 1/(x2—4),
Ds ={x /,x € R-{ -2, 2}, es otro caso de dominio implici-
to.

Ejemplo 3. Sea f una funcién definida por f(x)=yx-3 , x23
en este caso el dominio es explicito Dy = { %3 x23}. En
general x representa un ndmero arbitrario en el dominio de

f v se llama variable independiente.

El contradominio 0 rango de una funcién f esté represen-
tado por f(x) y se llama variable dependiente, puesto que
su valor depende de los valores que se asigne a x,

Para determinar el contradominio o rango de una funcién f
definida por y=f(x), reemplazamos los valores asignados
para x eny = f(x) y de esta manera obtenemos el conjunto
de imédgenes que constituye el contradominio de una funcién.
Ejemplo 1. Determinar el dominio y el rango de estas

funciones,cuyas reglas de correspondencia estén dadas por

las siguientes expresiones:
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&)« hy & > R
X > h(x) = Vx! - 2
Solucién: A = Dy =(-o, - 2]JU[ 2 , ®) y Rh =Rr! +{0}
b). f : R > R
X > f(x) = x
Solucién: D; = x reales R; = R
¢c). g : R > R
X > g(x) = 2x + 3
Solucién: DB = X reales Rg = R
Ejemplo 2. Para f(x) = yx =1 determinar el dominio y el

rango de f

Solucién: x - 1 no est4 definido para x < 1, por lo tanto
el dominio de f es el intervalo {xf x 2 1}.

Para encontrar el contradominio de f partimos de que x -
1 no puede ser negativo y lo que es més al variar X en el
dominio f(x) toma todos los valores no negativos, Iuego el

recorrido es f(x)=20 fig.2.a

Coyx =1 si x2 1

Ejemplo 3. Para f(x) = {
L 1 - x sixs 1
determinar el dominio de f
Solucién: h estd definido para X 2 1 y x < 1, entonces el

dominio de f es toda la recta real.

Para determinar el rango de h observemos que cuando x 21

el dominio es x 2 1 Yy para x < 1 el valor de 1 - x es

positivo, por lo tanto el recorrido de h es el intervalo
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2.3 Graficacién de funciones reales
Definicién: La grdfica de una funcién definida por y = f(x)
es el conjunto de todos los puntos (x,y) en el plano, donde
X es la distancia dirigida desde el eje Y; y es la distan-
cia dirigida desde el eje X.Las funciones reales estéan en

R2 Y su representacién grédfica se lo hace en el plano

cartesiano.

Dada una funcién , para su representacion grdfica en el
plano cartesiano o plano coordenado determinamos una escala
arbitraria igual para la coordenada en X y la coordenada en
Y, en X ubicamos la primera componente que corresponde a un
elemento del dominio; Yy en Y ubicamos la segunda componente
que corresponde a un elemento del rango. Con un procedi-
miento andlogo se ubican algunos puntos en el plano, y por
la propiedad del continuo de los nimeros reales podemos
inducir la representacién grédfica de una funcién real.
Para calcular manualmente los valores de la funcién f para
algunos valores x en R , formamos una tabla de valores,
En este trabajo la graficacién de funciones se realizé
utilizando un microcomputador en el Programa ECXEL 4.0

Fg 1.a; fig 1.b; figl.c.
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2.4 Ilustracidn grafica de tipos de funciones reales

Como ya se dieron las definiciones de funcién inyec-
tiva, sobreyectiva, biyectiva; funcién inversa. [lustra-
remos gréficamente estas definiciones para funciones
reales., = Funcién inyectiva
Ejemplo 1. Sea la -funcién f : R —> R

X —> f(x) = x + 2

Si f es una funcién inyectiva debe cumplir que:
f(xl ) = f(xz ) ====> X = X
en efecto 2 + Xy = 2 + Xy ====r X = Xy » por lo tanto la

funcién f es inyectiva.
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La funcién lineal es inyectiva. fig 3.a

iy
@
I
Sty

uncion inyectiva

+

I
Ja -
<

Ejemplo 2. Sea f(x) = x? X € R

b
Grdficamente podemos observar si una funcién es inyectiva

© no, trazando paralelas al eje X. Si alguna de estas

paralelas intersecta a la curva en un solo punto, garantiza

que la funcién es inyectiva Y si intersecta en méds de un

punto la funcién no es inyectiva. fig 3.b
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[ es funcion inyectiva

- Funcidén sobreyectiva
Ejemplo 1. La funcién f : R ——> R
X ——> (%) = x + 3 esn

sobreyectiva, para mostrar tomemos un Y, € R ¥y encontremos

X, + 3

un x. € R tal que Y, .

0
TREES By W §y = 4
====> f(x, ) = f(y, - 3) =(y, - 3) +3 =y,
Lo que nos permite concluir que dado cualquier ¥, en el con-
junto de llegada siempre existe un dominio X, = ¥, = 3 tal
que f(xu ) = Y, por lo tanto la funcidén es sobreyectiva.

fig 4.a
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I €S tuncion sobreyectiva

b
-

Ejemplo 2. Sea f(x) = 1/( x2 + 1) determinar si f es
sobreyectiva,

Grdficamente podemos observar si una funcién es sobreyec-
tiva o no.

Sea y un elemento del conjunto de llegada, si la recta
horizontal que pasa por Yy intersecta al menos en un punto
a la curva, entonces la funcién es sobreyectiva y si no

intersecta para algdn valor Y, entonces la funcién no es

sobreyectiva. fig 4.b
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- Funcién biyectiva

Ejemplos: 1. Sea f(x) = 3x + 5

tiva.

====> { es biyectiva.

2. Sea g(x) = X , gradficamente analicemos que
.

biyectiva. Tig 5. & Tig 5.8, .

33

y mostrar que f es biyec-

€es
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- Funcién inversa

Ejemplo 1. Sea f: R

> R definida por f(x) = x + 4
que es una biyeccién, entonces existe la inversa de la
funcién f, la misma que calculamos :

Yy =X+ 4 ===> x =y - 4 = ¢ (y), a saber f! (y) =y - 4
Ejemplo 2. Sea la funcién 8: R ——> R definida por

g(x) = x3 y calcular g* . Habfamos visto que g es una

funcién inyectiva Yy sobreyectiva, entonces g es una

funcién biyectiva y consecuentemente existe su inversa.
] -1

g(x) = ¥ = x ====> X =y ====>g (y) = j;f'if—‘, a saber
g'l : R ——> R es la inversa de g2, cuya regla de
correspondencia y —> g'l (y) = ¥y fig 5.c.

En la representacién grdfica podemos observar que f y £l

son simétricas respecto a la grdfica de la funcién identi-

dad.

y ! P N e - 1, .
Wit = B g L ELT el sa e 4

P
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2.5 Operaciones con funciones reales:

Suma de funciones.- Definicién: Sean f Yy & dos funciones

reales
T & R > R N g: R > R
X > f(x) ) 3 > g(x)

la suma de f con g es la funcién definida por

( f +g) : R > R cuya regla de correspondencia es

X

> ( f+g ) (x) = f(x) + g(x)

El dominio D( f+g ) = D; N Dg

Producto de funciones.- Definicién: El producto de f con g
(tomando 1.) es la funcién definida por

( f.g ) : R

> R con la regla de correspondencia

X

> ( f.g ) (x) = f(x) g(x)
El dominio D( f.g ) = Df n Dg

Cociente de funciones.- Definicién: El cociente
de f con g (también tomando 1.) es la funcién definida por

( f/g ) : R

> R cuya regla de correspondencia es

X

> (f/g) (x) = f(x)/g(x)
El dominio D( f/g ) = Df n Dg

Con este ejemplo ilustramos las 3 definiciones.Sean las

funciones f: R

> R y g: R

> R ¥y su regla

de corresp. X > f(x)=4 X

>g(x)=x
Como podemos observar f es una funcién constante y g es la

funcién identidad. Aplicando las definiciones tenemos:
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a).Suma de funciones:

(f + g) : R

> R

X > ( f+g ) (x) =f(x)+g(x) =4+x

====> el D( f+g ) = D¢ ﬂl% = R NR =R

b).Producto de ( f.g) : R

> R

X > (f.g)(x)=f(x)g(x)=4x

====> D( f.g) =Df an:RnR=R

c). Cociente de funciones (f/g):R

> R

X >(f/78)(x)=f(x)/g(x)=4/x,
x=0

====> D(f/g)= D; n D, = RN R -{x/x=0}

2.6 Funcibén par y funcién impar: definicién e ilustracién
grafica.
Definicién: Una funcién f con dominio R es par
si f(-x) = f(x) para todo elemento x en R,

esto significa que para una funcién f tal que siempre que
X esté en el dominio, -x también estd en el dominio.

*Una funcién polihémica €S par si y solo si todos los
términos del polinomio son de grado par. Ej. la funcién
cuadrética,ax2 +c; la funcién bicuadrédtica, ax‘ + son
funciones pares.

En las ilustraciones graficas podemos observar que a
valores opuestos de x de asigna igual valor de Y; ¥ ademés

€s simétrica respecto al eje Y. fig 6.a y 6.b
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Definicién: Una funcién f con dominio R es impar

si f(-x) = -f(x) para todo elemento x en R
¥ Una funcidén polinémica es impar si y solo si todos los
términos del polinomio son de grado impar.
En las ilustraciones grdficas se puede observar que a
valores opuestos de x se asigna valores opuestos de Y ¥y

también es simétrica respecto al origen. fig 7.a; fig 7.b

foed THRens ) ninar

gl
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2.7 Funcién creciente y funcién decreciente.
Definicién: Sea f una funcién definida sobre un intervalo
I y sean X ¥ X, elementos de I,
la funcién real f se dice que es creciente en I,
si y solo si
VX X% eI, x < x ===k Tix, ] % fix, )
Ejemplo 1.Sea f una funcién definida por f(x) = 3x2 x20

D; = { 0, + » } fig.8.a

Definicién: Sea f una funcién definida sobre un intervalo
I; y sean Xp Xy elementos de I

se denomina decreciente en I , 81 y solo si

v

VX, X) E A, X < X, ====> f(xl ) f(x2 )

Ejemplo 3. Sea f definida por f(x) 3x2 s X £ 0

Dp = { - o, 0} fig.8.b
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Ejercicio; Reconozcamos cuales son la representacién

grafica de una funcién y determinar las caracter{sticas

relevantes de las siguientes ilustraciones gréaficas.

Siendo la funcién f: R——> R

1‘ A

%1 - Arrl
/ N

S ==y

Y

/

f es: funcién biyectiva, g no es funcidn

creciente.

g €s par creciente

f no es funcién
y decreciente.
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CAPITULO II1

3. FUNCIONES POLINOMICAS

3.1 Funcién Lineal

Definicién: Una funcién f: R

> R cuya regla de

correspondencia es X

> f(x)= ax + b

se llama funcién lineal, a y b son constantes reales.

El dominio Df = R, implica que y=f(x) = ax = b estd definido
para todos los reales;

y Rf = R, implica que todo elemento y en R es imagen de
un elemento x en R, esta proposicién garantiza que la
funcién lineal es biyectiva.

En una funcién lineal f definida por f(x) = ax + b se
pueden considerar los siguientes casos:

1. b= 0 ====> f(x) = 4Xx, en su representacién gréfica se

observa que pasa por el origen.
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2. b=0 y a=1 ====> f(x) = x es la recta identidad.

3. a = 0 ====> f(x) = b es la recta constante, en su
representacién gréfica observamos que es paralela al eje X.

fig 10.a Fos idoniidad

]
= .: -
5 S e B ,.‘;‘

‘ -
- 7: f’

- rd

! -

v

L A

i




46

Funcién inversa de f lineal: Sea f una funcién definida

por f(x)=2x-3,

su inversa f! est4 definida por f’! (y)=(y+3)/2. fig 10.c

Transformaci6n y desplazamiento vertical: En la representa-

cién grafica de esta funcién podemos considerar tres

posibilidades: . Si b=0, la recta pasa por el origen.

Si b>»0, la recta se desplaza sobre el eje + Y, b

unidades.

Si b<0, la recta se desplaza sobre el eje - Y , b unida-

des.

fig.10.d
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3.2 Funcién cuadréitica
Definicién: Una funcién f : R > R cuya regla de
correspondencia es X > f(x) = ax2 + bx +c
es una funcién cuadrética.
a, b, ¢ son constantes reales sy a-=0
D; =R , esto implica que f(x) = ax2+ bx + ¢ estd definido

para cualquier x elemento de los reales.

Rr=R

Transformaci6én de f y desplazamiento vertical:

Sea f(x) = xt o+ ¢ que define a la funcién f, la representa-

cién grédfica de f nos permite analizar tres posibilidades:
Si ¢ =0, el vértice de la parédbola estd en el origen.

. Si ¢ >0, hay un desplazamiento sobre el eje + Y.

Si ¢ < 0, hay un desplazamiento sobre el eje - Y.



48

v - Terioz
% Sf
% s . /
\.%= /
\ Ty F
\ : y;
. Y,
Y ol + 7
N 4
L7 Tea- 4 = )
2 e Vi -
.. l s

L _ B j"‘(-sﬂ,__-;"'" o —

Transformaci6én de f y desplazamiento horizontal:
Sea f una funcién definida por f(x) = (x+c)2 , la represen-
tacién gréfica de f nos muestra tres posibilidades:

Si ¢ > 0, hay un desplazamiento sobre el eje -X.

Si ¢ < 0, hay un desplazamiento sobre el eje +X

fig.11.d
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Transformaci6n de f sin desplazamiento:
Sea g una funcién definida por f(x}:x2
Si a la funcién f multiplicamos por un escalar a
====> f(x)= ax1 puede considerarse dos casos:
1. para a>1 las ordenadas de todos los puntos se multipli-

can por dicho escalar.

Para 0 < a<l las ordenadas de todos los puntos se dividen

para 4. fig.11l.a

* Para a>0 la par4bola se dirige hacia arriba del eje X; y
su vértice determina el valor minimo de la funcién.
* Para a<0 la parédbola se dirige hacia abajo del eje X; y

Su vértice determina el valor méximo de la funcién. fig9.a
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.La gréafica de f(x) = x2 + 2X es una parédbola intersecta

en (0,0) ; y esto representa que una raiz es igual a 0.
Por completacién de cuadrados tenemos
f(x)=x2 +2x+1-1 = f(x)=(x+1ﬂ -1.

.La grdfica de la funcién f definida por

f(x):x2 - 2X +5 es una parédbola que no intersecta en el eje
X, entonces la funcién no tiene raices reales, a saber no
intersecta en el eje de X.
Por completacién de cuadrados tenemos

f(x)=x! -2x+1+4 = f(x)=(x-1)° +4

La representacién gréfica de estos casos fig 11.b
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3.3 Funcidén Exponencial
Definicién 1: Sea a una constante real positiva y x un
elemento de los reales,

una funcidén f : R d

> R

cuya regla de correspondencia es f(x) = al
se llama funcién exponenecial, con dominio el conjunto de

los reales y contradominio el conjunto de los reales

positivos.
Propiedades de lalfuncién exponencial:

Para a>1, entonces la funcién es estrictamente creciente,

.Para O<a<1l, entonces la funcién es estrictamente
decreciente, X; < Xy ===> f[ > Q

La funcién es siempre positiva, a saber toma solo valores
positivos.
* Es caracteristica de la funcién exponencial ser una
funcién biyectiva, lo cual garantiza que tiene inversa.
* En la representacién grdfica se observa que la curva

siempre intersecta en el punto (0,1).

fig.13.a y fig 13.b
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*La funcién exponencial definida por f(x)= e!

se llama funcién exponencial natural. fig.13.c

]
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* La fig.13.d ilustra la transformacién y desplazamiento

de una funcién exponencial con desplazamiento
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CONCLUSIONES:

Las funciones reales constituyen el fundamento del
célculo y el anélisis matemédtico.
. El lenguaje matemdtico no puede prescindir de términos
como conjunto y funcién, son tan amplios y a la vez tan
comprensibles que con un dominio de sus propiedades se
llega a conceptualizar las definiciones mids abstractas.
- La definicién de funcién real da la consistencia a los
axiomas relativos a los nimeros reales.

El mundo de la matemética con las funciones ha alcanzado
los mds altos niveles de abstraccién y generalizacién de
las cosas.

. Funcién es un término universalizado en la matemé4tica Ay
en las ciencias aplicadas, que facilita el uso de una
terminologia adecuada Yy comprensible.

. El andlisis de una funcién enmarca explicitamente a todo
lo concreto y lo abstracto, que en otras €épocas resultaban
desconexas.

La funcién real encuentra un nexo matemdtico entre el
dlgebra y la geometria, lo cual salva las limitaciones a
estas subdisciplinas conocida como la algebrizacién de la
geometria.

- El estudio de Matemdtica con funciones constituye un

nuevo enfoque de esta ciencia que le da el cardcter de una

ciencia formal.

Cnclusién general: Para estudiar matemdtica solo se
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requiere que se ensefie con criterio formativo, sin limita-

cién de tiempo y con una adaptacién mental adecuada.
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