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I NTRODUCC I ON

Los orfgenes de la noción de función y su influencia
significativa en la evolución de la matenática puede

anotarse en el siglo XVII. EI concepto de función aparece
explfcitarnente con Leibniz, por el año de 1692, posterior_
mente utilizado por Bernoulli. Más tBrde Euler en 1234 por
primera vez introdujo el slmbolo f (x), quien dio además un

concepto general para función, concepto que en el año de

1854 quedó establecido por Dirichlet como correspondencia
arbi traria entre dos variables.
Dste trabajo de nonograffa, en lo que respecta a Ias
definiciones, es un compendio de v¿rios autores que

pretenden aunar diversas experiencias de los rnatemát icos
destacados en los últimos tiempos,

Esta monograffa comprende tre§ capftulos :

Capftulo I , es la la fase inicial del trabajo que consta
de algunas definiciones preliminares y el estudio de una

función en gene ra l

Capftulo II,es la parte medular de esta monograffa , se

analiza a la función real de una variable,
Capftulo III, esta última parte de la monograffa se

extiende al estudio de las funciones polinómicas tineal y

cuadrática; y la función exponencial.
Todas las definiciones son debidamente ilustredas a base de

ejemplos, diagramas y gráficas, aspirando que este estudio
de funciones reales sea didáctico.
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FUNCION

l.l PRELII.IINARES

Para el estudio de funciones es necesario revisa¡ el
concepto de re I ac ión.
Definición l.l: Sean A y B dos conjuntos no vacfos, A algún
elemento a E A queremos asociar un elemento b e B, bajo
alguna regra de correspondencia, tar asociación se llama
una relación de A en B. Además diremos que una rel&ción R

de A en B es un subconjunto S del producto cartesieno
ArB

Se dice que dos elementos a y b de R están en relacÍón
si y solo si el par ordenado (a,b) e s.

En la
tada

siguiente i lustración la asociación está represen_
Por flechas ( diagrama de Venn).

CAPITULO 1
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B

Al elemento a€A asociamos el elemento

Al elemento beA asociamos el elemento

Al elemento deA asociamos el elemento
Para indicer que los. elementos a y

relacionados notarernos: a R b que se

nado con b", bajo la regla R, a saber:

<:>aRb.

b están asociados o

lee "a está relacio-
(a'b) e s

I €B

2€B

3eB

L

)

3

R

p

a

b

d

En el diagrama se puede observar Ia siguiente relación:
aR I

bR2

dR3
Este tipo de asociación se eDcuentra a menudo en forma
natural, ej. las flores con sus respectivos colores; los
elementos qufmicos con sus correspondientes pesos atómi_
cos; los estudiantes con su peso, edad y estatura.También en
la actividad del comercio se puede observar a diario los
productos de un supermercado por ejemplo, y sus pre_
cios,Cualesquiera de estas asociaciones que puedan estable_
cerse entre los elementos de un mismo conjunto o entre
elementos de dos conjuntos implican en ma,temát ica una
relación.

I
)
3

R
A,---------

b_
&

c
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El conjunto A se llama conjunto de partida, cuya notación
es D¡ Y se denomina dominio de la retación, qEA.
Y el conjunto B se llama conjunto de I legada, cuya notación
u" (f y se denomina r8ngo de la relación, o sinplemente
dominio de imágenes.

Ej emplos de relaclones:

Sean los conjuntos A= (2,3,4,6) y g= {4 61g}

i) Sl = 112,4); (3,6); (4,8))
y la relación R, : ,'x es la mitad de y,,.

ii) 52 = (a,a); (6,6))
y la relación R2 : "x es igual a y,,

iii) SJ ={1214r.;(2,6)i(2,8);(3,6);(4,4);(4,8);(6,6)}
y la relación R, : "x es divisor de y,,

iv) Sr = {(6,4)}
y la relación R.: ,,x es mayor que y,,
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I .2 FUNCION

Definición 1.2.: Sean A y B dos conjuntos no vacfos. Una
función o transformación f de un conjunto A en un conjunto
B es una regla que asigna a cada elemento a de A exacta_
mente un elemento b de B Se dice que f transforma a en b,
oquef llevaaab y que f transforma o lleva A en B.
La notación clásica para indicar que f es una función de
A en B es: e f , ¡

o tsmbién

f : A 
-> 

B

NuestrB pre8unta ahora es i Cómo conocer que un¿ relación
es una función o aplicación?,
Tomándo el ejemplo de los productos de un supermercado y
sus precios fijos, de la misna manera que el vendedor
conoce cuales son los productos para la venta y el precio
que debe asociar a cada producto, mstemáticamente se debe
conocer a los elementos del conjunto de partida de la
aplicación o función , y conocer además el conjunto de
llegada de dicha aplicación o función . pero, asf como para
el vendedor no es suficiente saber cuales son los productos
en venta y cuales todos sus precios para poater determinar
a cada producto su precio; en oatemtltica debemos conocer
los pares ordenados formados con los ele¡nentos del conjunto
de partida y sus correspondientes imágenes asociadas por la
función



Ejemplo 1

Sean los

l0

conjuntos : A ={productos de venta} ={a,b,c,d}
y B = {prec ios unitarios}={S,6,g,9}

A x B =((a,5); (b,6); (c,8); (d,9))
Estos pares ordenados son los elementos del producto
cartes iano A x B.

donde el conjunto de los pares ordenados (x,y) c A x B

El ¿nálisis del ejemplo propuesto nos permite clarificar er
coñtexto de la definición dada:se h¿ definido una función_

'aplicación o transformación f de un conjunto A en un

conjunto B' como un subconjunto del producto cartesiano A

x B tal que a todo elemento x€A hace corresponder un único
elemento y€B' que l lamamos imagen der elemento x por ra
regla f, cuya notación usual es y = f (x)

fA ,- 
B

Observaciones: . En f no pueden haber dos pares ordenados
con pr imeras componentes iguales.
. A un elemento de A no le puede corresponder dOs o más

elementos en el conjunto B.

. Una función es una relación de vBlor único o relación
func i ona I .

. Cualquier notación utilizada para función: f ,$, etc,, f,ó

,ffi..$
\ 't¡r,

,)¡$

y= f ( x



denota la función que se aplica sobre el
conjunto de partids.
. f (x) ; 0 (x) es el elemento del conjunto

1l

e I emento de I

de llegada o

imagen. Ejemplos de func iones ¡

Ejemplo 2. Sean los conjuntos X ={familia de un estudiante}
X ={Freddy,Marcelo, Irene,Bet ty)

y={edad de los miembros de la familia} = {35,1g,30,1S}

En este diagrama podemos observar que ninguna persona
tiene dos edades y todas las personas tienen al menos

una edad, lo que nos permite concluir que en toda función
se cumple las siguientes proposiciones:

. Todo elemento dei conjunto de partida tiene una imagen en
el conjunto de I legada.

. Cada elemento del conjunto X tiene uno y solo una imagen
en el conjunto y.

Ejemplo 3. Sean los conjuntos a ={2,3,4} y B = {6,7r8,9}.
Y sea la función f de A en B:

f

YX

Marce I

I rene

Betty

redd t<

30

l5

l8
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de

conjuntos

12

B

de este

n i ngún

f A->

2->

3->

B

6=f(2)

8=f(3)

4-> 7=f (71

-> 
f = { (2,6), (3,8), (4,7) }

Ejemplo 4. sean los conjuntos A={a,b,c,d,e} y B={x tV¡z,wl
sea la función ó de A en 83

ó = ((a,x), (b,y), (c,y) ,(d,z), (e,w) )

Diagrama de Venn

AB
Representac ión gráf i ca

AxB

v

abc
Ejemplo 5. Reconocer cuales de los siguientes

representan una func ión:

a) f =t(1,2);(3,4); (5,6))
f si es una función porque los
conjunto es t án conformados de

elemento de la primera componente

b) h ={(r,3);(2,5);(1,4)}

pares

tal
ordenados

mane ra

repite.

3

l

a
b
c
d

x
v

z

SE

que

6

o

7

9

I



h no es una función porque existe
primera componente se repite en otro
en los pares ordenados (1,3) y (1,4)

I, por lo tanto estB. relaci6n no es

13

un par ordenado cuya

par ordenado, a saber

se repite eI elemento

una func i ón.

I .3 DO}IINIO Y CONTRADOMINIO DE I,'NA FUNCION

Hemos definido que f es una función de A en B, cuya

notación más usual es f ¡ A_> B.

Definición f.3.1 El conjunto A o conjunto de partida se

denomina Dominio de la función f y se nota por Df , a saber
el dominio de f está formado por todos los elementos de A.

Df = A ====> Df ={ x / y=f(x), Yx eA }

*El dominio da la existencia a una función.
Definición 1,3.2 EL Contradominio de la función f consta
de todes las imágenes f(x) de los elementos x € A, a saber
eI contradominio es un subconjunto deI conjunto B o

conjunto de I I egada.

El contradominio de f notamos por Rf , esto implica Rf c B

Rt={f(x)/xeA}
Los elementos del conjunto B asociados con los elementos
del conjunto A forms,n otro conjunto denominado contra-
dominio de f.
Con las siguientes i lustraciones se esclarece las defini_
ciones d¿das sobre dominio y contradominio de una función:



1+

f_
a) B

DI Rt

En este diagrama se observa que el conjunto de I legada B es

igual al contradominio o recorrido de f.
A saber B-Rf

b)

En este diagrama se observa que el conjunto de I legada B

contiene al contradominio o recor¡ido de f.

A saber B =R

Ejemplo l. Sean X={1,2,3} y y={5,6,2}
Una función f de X en y es el conjunto:

f ={(1,5);(2,7);(3,6)}
Df =(l'2,3)
R¡ =(5,7,6)
Df =x y Rf =y

Ejemplo 2. sean A={a,b,c,d) y B={m,n,r,s,t}
Una función r[ de A en B es el conjunto:.
4, ={(a,m); (b,n); (c, r); (d,s) }

B

)

f

Y
I

)
Dr\.-/
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Da =A={a,b,c,d}*i =t''n'r's) Y

Ejenplo 3. Sean X =i2,5,10)

*ó ÉB

y Y ={3,7,10}
f de X en y es el conjunto:

f ={(2, t0); (5, to); (10, t0)}
Dr={2,5,10}=X Rt={tO}

Con la ilustración de estos ejemplos podemos concluir que

el doninio de una función f, Df es igual al conjunto de
partida y el contradominio de f puede ser igual al
conjunto de llegada,o un subconjunto propio del conjunto de

I I egada.

Ejemplo 4. Determinar el dominio y contradomionio o ranSo
de las funciones cuyas representaciones gráficas son las
siguientes:

a). f = { ( a , I ) ; ( b , 3 ) ; ( b , 4 ) ; ( c , s ) ; ( d , s ) } , f no es func ión,
porque b tiene dos imágenes.

b).

Df

a)

g= { ( a, r ) ; ( b , s ) ; ( c , w ) ; ( d , x ) ; ( e , y ) } 8, si es f unción
={a,b,c,d,e} Y Rf ={r,s,xrwry}

b)

x

s

r

5

4

3

I

a d abcdeb C
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1.4 TIPOS DE

I. Func I ón

FUNC I ONES

Inycct iva1.4

Definición . Una función f de un conjunto A en un conjunto
B es uno a uno si y solo si cada b eleoento de B es imagen
de a lo más un elenento a de e.

Ejemplo l.Sean los conjuntos

A ={2,3,4,S}
Y B = {4,9,16,251

y f : A_> B

-> 

f = { ( 2 , a ) ; ( 3 , 9 ) ; ( ¿ , 1 6 ) ; ( 5 , 2 S ) } es una función uno
a uno porque cada elemento de B es imagen de a lo más un
elemento a de A, en er diagrama podemos observar que cada
beB tiene a lo más una flecha dirigida hacia si.

Pare mostrar que f es uno a uno, se prueba que
f(a, ) = f(a¡ ) :-l= > al = al

lo cual significa que a e¡ementos diferentes de A co_
rresponden imágenes diferentes en B.

B

2

3

4

5

t6

?5

4

9
I
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Observemos y anal icemos estos diagramas:

Ejemplo 2
I

Y

8: X 

-> 

Y no es inyectiva
I ( xJ s(x{ ) y xl=x{

A-

X .-''
h

Ejemplo 3 Y

h : X 

-> 

y es lnyectiva

1.4.2 Función sobreyectiva
Definición: Una función de un conjunto A en un conjunto B

es sobre B si cada elemento b de B es imagen aI menos de un
e I emento a de A.

Ejemplos: l. sean los conjuntos A ={2,3,5} y B ={6,15)
Y 8: A 

- 

> B

====> 8 =l(2,6); (3,15); (5, t5)] es sobre, puesto que todo
elemento b e B es imagen de al menos un elemento I € A,
En 1¿ ilustración podemos observar que todo eremento b de
B tiene al menos una flecha dirigida hacia si misma.

2
4
6
a1

1

3

5

7

7

2
3

1

-----\

\-
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Para mostrar que g es una función sobreyectiva, se nuestra
que +a€Aexiste b€Btalque g(a) = b, esta proposi_
ción es equivalente u R8 = B. Lo cu¿l significa que si no
existen en A elementos que no sean imágenes de algrin
elemento de A, la función es sobreyectiva.
* f (x) es la imagen del conjunto A.

Obseryemos y anal icemos estos diagramas:
Ej emp I o. ? ¡

D f es sobreyect iva

h

E
u

B

I B

Yx

1

3
5

a
b

d

m

n

s

t¡
b

d

6

1

-------T

n
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Rh * B entonces h no es sobreyectiva
n de Y no es imagen de algrln elemento

conjunto X.

1.4.3 Punción Biyectiya
Definición: Una función de un conjunto A en un conjunto B

es biyectiva o biunfvoca , si a la vez es inyectiva y

sobreyectiva A saber cuando todo elemento b del conjunto de

I Iegada es exactamente imagen de un elemento a del conjunto
de partida y además Rf = B ====) f es una función blyecti-
va,

Pars mostrar que f es biyectiva debemos rnostrar que:
* a € A, 8l = a2 en el dominio, entonces

f(at ) = f(a, ) en el contradominio.
Observemos y anal icemos el siguiente diagrama:

f
B

f es inyectiva y sobrey€ctiva ====>
1.4.4 Deflnlción: Sean las funciones

8: A 
-_> 

B y f :

se denomina funclón compuesta de de g y

f es biyectiva.

B->c
y 

-> 

z=f ly)
f , cuya notaclón

I

a
b

d

n
r
s



20

es fog a la función de A en C definida por

(f o e)(x) = f (e(x) )

entonces f og: A->C cuya regla de correspondencia
es 2=(f o 8)(x)=f1s1x))=f (y)
Ejemplo l. sean las funciones f=[ (Z,ll;(3,it);(4,A);(S,r)]
v g={(6'5);(7,3); (8,+¡; G,zl}, determinar g o f .

solución: g o f={ (2,31; (3,5); (4,4); (5,A)}

f8

80f
* Es importante observar que el conjunto de llegada de f. es

igual al conJunto de salida de §.

I .4.5 Función I nversa

Definición: Sean los conjuntos A y B, la función

f : O 

-_> 
B r biyectiva, cuya

definimos la función inversa de f como:

f-l . B 

-> 

A y su regla de correspon-
dencia es y 

-> 

x = t-l (y)

CB

¿

J

4

5

6

8

9

2

3

4

5

Ejemplo. 1 §ean los conjuntos A={a,b,c,d} y B={1t2,3,4}
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y f =t (a,1); (b,2); (c,3); (d,4) ) una función
biyectiva, entonces existe su inversa:

f-l = { ( I , a ) ; ( 2 , b ) ; ( 3 , c ) ¡ ( 4 , d ) } la inversa de f.

f es una función sobreyectiva.
Al comparar los elementos de f y f-l vemos que se inter_
cambia el orden de 1os componentes en cada par ordenado,
por lo que concluimos que el dominio de la función f pasa

a ser el contradominio de la función inversa f-l ; y el
contradominio o recorrido de Ia función f pasa a ser el
dominio de la función inversa f-l esta doble rel6ción de

correspondencia solo se da en una función biyectiva.
observemos eI diagrama :

f-l
Propiedad de la función inversa: si f ¡ A 

-> 

B es una

o f = It
o f-l = Iu

f
B

f unción f iyect iva

i nve rsa, entonces la composición f-l
y también f

a

b

d

Los siguientes diagram¡s ilustran esta propiedad:



8). f -lf

A D

(f of)(x) =x :> f-l of =I

b). f -l

B

l\

f

A

=f-l (y=f (x )

y=f(x)

(f o f-l )(y)=y =:> f o f-l =r I

,--,.--.-.



CAPITT]IO I I

2 FUNCIONE§ REALE§ DE UilA VARIABLE

2.1 Definición: Las funciones cuyo dominio y contradominio
son subconjuntos de los números reales se denominan
funciones reales de una variable.
La notac ión de estas func i ones es

f . R_> R

y su re8la de correspondencia f (x)= y
donde el dominio y et dominio de imágenes son los reales.
A saber la primera componente x está en R y la segunda
componente y también esta en R.

La forma de notar funcional identifica claramente la
variable dependiente yr como f(x), lo que es equivalente a
escribi y= f (x)
El valor de la función f : R 

-> 
R

def inido por x 

->f 
(x) = zx+l

Para x = ! ====> f(2) = S, puesto que x como variable
independiente puede tomar cualquier valor dentro deI
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dominio.

2.2 Dominio y Rango de una función real:
El dominio y ranSo es la parte más sobresaliente en el
¿nál isis de cualquier función real.
Para deterniner el dominio de f definida por y=f(x),
an¿I izamos cuáles son los valores posibles para tr, cuando
esta impllcito en ls regla de co¡respondencia.
Ejemplo l: Sea una función f que se define por f(xl = fx+2,
tiene dominio implfcito DJ = {x : x ¿ _2 }.
Ejemplo 2: sea una función g definida por g(x)= t¡¡*t _Or,

D, ={x /,x e R - { -2,2 }, €s otro caso de dominio implfci-
to.

Ejemplo 3, Sea f una función definida por f (x)=G:-T , x¿3
en este caso el dominio es explfcito Dl = { x: xp3}. En
general x representa un número arbitrario en el dominio de
f y se llama variable independiente.

El contradominio o. rango de una función f está represen_
tado por f (x) y se llama vari¿ble dependiente, puesto que

su valor depende de los valores que se asigne a x.
Para determinar el contradominio o rango de una función f
definida por y=f(x), reemplazamos ros varores asignados
para x en y = f (x) y de esta manera obtenemos el conjunto
de imágenes que constituye el contradominio de una función.
Ejemplo 1, Determinar el dominio y el rango de estas
funciones' cuyas reglas de correspondencia estÁn dedas por
las siguientes expres iones:

ffi
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a). h: A-> R

Solución: A

b). f : R 

-->x->
So lución: Dl =

c), g I R 

->

= (-@,

R

f (x) = ¡J
x reales

R

o) I R¡ =n+ 1161

Rf :R

h(x)

=D[

2

2luf. 2

= ti *2

8(x) = 2x + 3

Soluclónt Dt = x reales R! = R

E je¡nplo 2. Para f (x) = iX--- 
.r determinar el dominlo y el

rango de f
Solución: x - 1 no está definido para x < l, por lo tanto
el dominio de f es el intervalo {x: x } 1},
Pare encontrar el contradominio de f partimos de que x _

1no puede ser negativo y lo que es ¡nás ar variar x en el
dominio f(x) toma todos los valores no negetÍvos, luego el
recorr i do es f(x):0 f iE.2.a

y'x-¡ si x>l
Ejemplo 3. para f (x)

I x si x< 1

determinar el dominio de f
Solución: h est6 definido para x ¿ I y x < I
dominio de f es to.da la recta real.
Para determinar el rango de h observemos que

el dominio es x:1y para, x < I el velor
positivo, por lo tanto el recorrido de h es

entonces el

cuando x : I

de I - x es

el inte¡vaio
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2.3 Graficación de funciones realee
Definición: La gráfica de una función definida por y = f (x)
es el conjunto de todos los puntos (x,y) en eI plano, donde

x es Ia distancia dirigida desde el eje y; y es la distan_
cia dirigida desde el eje x,Las funciones reares están en

Rl y su representación gráfica se lo hace en el plano
cartesiano.

Dada une función , para su representación gráfica en el
plano cartesiano o plano coordenado determinamos una escala
arbitraria igual para la coordenada en x y la coordenada en
Y, en X ubicamos Ia primera componente que corresponde a un

elemento del dominio; y en y ubicamos la segunda componente
que corresponde a un elemento deI rango. Con un procedi_
miento análogo se ubican algunos puntos en el plano, y por
la propiedad del contfnuo de los números reales podemos

inducir la representación gráfica de una función real.
Para calcular manualmente Ios valores de la función f para
algunos valores x en R, formamos una tabra de valores.
En este trabajo l.a graficaci6n de funciones se real izó
utilizando un microcomputador en el program& ECXEL 4.0
Fg 1.a; fie r.b; fig1.c.
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2.4 Ilustración gráfica de tipos de funciones ¡eales
Como ya se dieron las definiciones de función inyec_

t iva, sob¡eyect iva, biyect iva; función inversa, I lustra-
femos 8¡áficamente estas definiciones para funciones
rea I es Función inyectiva
EjemPlo 1. Sea la.función f , R _-> R

x 

-> 

f (x\ = x + 2

Si f es una función inyectiva debe cumplir que:

f(xl ) = f(x2 ) ====> xl = x2

en efecto z

función f es

+ xl = 2 +

inyectiva.
X2 ====> Xl = xl por lo tanto la
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La función lineal es inyectiva. fig 3.a

i es Íunción inyectiva

I
:t
;1

i

+

+

,l

Ejemplo 2, Sea f (x) = *! , * . R

Gráficamente podemos observar si una función es inyectlva
o no, trazando paralelas al eJe X. Si alguna de estas
paralelas intersecta a la curva en un solo punto, garantiza
que la función es inyectiva y si intersecta en más de un
punto la función no es inyectiva. fig 3.b

-lrlt
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- Función sobreyect i va

Ejemplo l. La función f

sobreyect i va,

unxo€R tal

R-> R

x 

-> 

f (x)

I

=x+3
para mostrar tomemos un yo E R y encontremos

f(xo )

que Yo=xo+3

===-> xo = Yo - 3

- f(yo - 3) =(yo 3) + 3 = yo

Lo que nos permite concluir que dado cualquier yo en el
junto de

que f(x
f ig 4.a

llegada siempre existe un dominio xo = yo - 3 tal
o ) = yo por lo tanto l¿ función es sobreyectiva.

1



32

f es iunctón sobreyecttva
.l

i
-t

I
1-

:; +
4+

-1

iiqJi

Ejemplo 2, Sea f (x) = t/( *1 * 1)

sobreyect i va.

Gráficamente podemos observar si una

t iva o no,

Sea y un elemento del conjunto de

determinar si f es

func ión es sobreyec-

I legada, si la recta
horizontal que pasa por y intersecta al menos en un punto
a la curva, entonces la función es sobreyectiva y si no

intersecta para algún valor y, entonces la función no es

sobreyect íva. f ig 4. b

Iit
rl

I --+____t__it..
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Ejemplos:

t i va.

biyect iva

1. Sea f (x) 3x + 5

S i a, a2 ====> 3a, = 3a¡

3a2 +5 ====> f(at )= f(al )

biyect iva.

mostrar que f es biyec-

anal icemos que g es
t

v 3a.-l 5+

f ES

2. Sea g(x)

biyect iva.

gráficamente

; fig 5.c.

x

5fig a

I
I
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h es función biyectiva
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- Función inversa

Ejemplo 1. Sea f : R 

-> 

R definida por f (x) = x + 4

que es una biyección, entonces existe la inversa de la
función f, la misma que calculamos :

y = x+ 4 ===> x= y - 4 = ¡-I (y), a saber f-l (y) =y _ 4

Ejemplo 2. Sea la función g3 R 

-> 

R definida por

s(x) = xJ , calcular g-l Habfamos visto que g es una
función inyectiva y sobreyectiva, entonces I es una
función biyectiva y consecuentemente exlste su inversa,
g(x)=y=xJ ====> x = y ====> g-l (v)=rf,asaber

correspondencia y 

-> 

e-l (y) = y fig 5.c,
En la representación gráfica podemos observar que f y f-l
son simétricas respecto a la gráfica de la función identr_
dad.

rii. -i *s l¿; [i,¡¡ir id¡¡ iÍtr.er,.a tle i]

:

)



2.5 operaciones con

Suma de func iones. -
reales

f . R_> R 8: R 

-> 

R

x 

-> 
f (x) x _> g(x)

l¿ suma de f con g es la función definida por
( f + g) ' R 

-> 

R cuya regla de correspondencia es

El dominio D( f+e ) = Df n Ds

Producto de funciones.- Definición: El producto de f con g

( tomando l.) es la función definida por

( f .e ) . R 

-> 
R con la regla de correspondencia

x 

-> 

( f .e ) (x) = ¡1*) g(x)
EI dominio D( f,e ) = Df n Dt

Cociente de funciones.- Definlción¡ El cociente
de f con g (también tomando 1.) es la función definída por
( f lZ ) ' R 

-> 

R cuya regla de correspondencia es

El dominio D(f/s)=DtnDt
ejemplo ilustramos las 3 definiciones.Sean las

8: R-> R y su regla

36

funciones reales:

Definición: Sean f y g dos funciones

v

Con es te

fun c iones f
de corresp,

Como podemos observar f es una

x 

->g(¡)=¡¡función constante y g es la
las definiciones tenemos:

R-> R

f (x ) =4

v

función ident idBd, Apl icando



a).§una de funciones:

(f + g¡

====> eI D( f+g )

b).Producto de (

37

R

( f+g ¡ (x) =f 1*¡*r,x) =4+x

flR=R

R-->

RD=Dfn
r.e) :

t

====> !( f .S) =

c). cociente de

D¡f1 Dr=

func iones

====> p(f/s)= Dl n D,

R_> R

x 

-> 
(f .e) (x)=f (x)s(x)=4x

RnR=R

It/zltR 
-> 

R

x 

-> 
(f / s) (x)=f (x)/g(x )=4 /x,

x=0

R fl R -{¡/¡=9}

2.6 Funclón par y función lmpar: deflnición e ilust¡ación
gróf i ca .

Definición: Una función f con dominio R es par
si f(-x) = f (x) para todo elemento x en R,

esto significa que para una función f tal que siempre que
x esté en el dominio, _x también está en el dominio.
*Una función pol inómica es par si y solo si todos los
términos del polinomio son de grado par. Ej. la función
cuadrát ica,ax2 +c; la función bicuadrát ica, ax{ + c son
f unciones pares,

En las i lustraciones gráficas podemos observar que a
valores opuestos de x de asigna igual valor de y; y además
es si¡nétrica respecto al eje y. fig 6.a y 6.b
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g es func¡ón par
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Definición: Una función f con dominio R es impar
si f(-x) = -f(x) para todo elemento x en R

+ Una función polinómica es impar si y solo si todos los
términos del pol inomio son de grado impar.

En las i lustraciones gráficas se puede observar que a

valo¡es opuestos de x se asigna valores opuestos de yi y

también es simétrica respecto al origen. fie 7.a; fie 7.b

[ ¡-'..r í¡1f¡r'iril'i ¡li]liai
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2.7 Función creciente y función decreciente.
Definición: Sea f una función definida sobre un intervalo
I y sean xl y x2 elementos de I,
la función real f se dice que es creciente en I,
si y solo si

v xl ,xl

Ejemplo

Dr--( 0, + o )

€ I' xl < x2

l. Sea f una función

f (x1 ) s

definida

f(xl )

por f(x) = 3x

fie.8.a

1

Definición:

I; y sean x

se denom i na

v xl , xl e

Ejemplo 3.

D¡ = { -o

Sea f una func i ón

, x2 e I ementos de

decrec iente en I ,

* x2 ====> f (x, )

def inida sobre un intervalo
I

si v so I o

> f ( x,

= 3x2

SI

Sea

xl

f
)

x<0
0

definida por f (x)

fie.8.b
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Ejercicio: Reconozcamos cuales son la
gráfica de una función y determinar las
relevantes de las siguientes i Iustraciones
§iendo la función f : R_> R

42

representación

caracterfsticas
gráf i cas .

I ¡., ., a, ,l

$Lt):-ny2

z /./

f es: función biyect iva,

creciente.

g es par crec i ente
y decreciente.

o

g no es func i ón

f no es función

_-1ll')
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h es
func i ón decrec iente
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f es func i ón
par y creciente
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CAPITT]LO I I I

3 IUNCIONE§ POTI¡{O}llICAS

3.1 Función Lineal
Definición: Una función f: R _> R cuya regla de

se llama función lineal, a y b son constantes reares.
El dominio Dl = R, implica que y=f(x) = ax = b está definido
pará todos los reales;
y Rf = R' imprica que todo eremento y en R es imagen de

un elemento x en R, esta proposición garantiza que la
función I ineal es biyect iva.
En una función I ineal f definida por f (x) = ax + b se
pueden considerar los siguientes casos:
1. b = Q ====> f(x) = ax, en su representación gráfica se
observa que pasa por el origen.



') b=0 y a= I
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f (x) = x es la recta identidad,

en su

eje X.

fis lo.b

3. a = 0 ====> f (¡) = b es la recta constante,
representación gráfica observamos que es paralela al
fie lo'a I r::; i r I r l r I I I r ! :-.1 t1

¡

l,

-l-

.l--1
-.I

l Ll Ll i¡l 1q r¡ Jr Cr_-rn:.iai-ltrl

i jl I r-t t



Función inversa de f line¿l: Sea f una función
Por f (x)=2¡-3,

su inversa f-l está definida por f-l 1y¡=(y+3)/2,

i,i - l irrvers;-r tio í
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definida

fig 10.c

t

rt

"f'

Transformación y desplazamiento verticalr En Ia represent&_
ción 916fica de esta función podemos considerar tres
posibilidades: Si b=0, la recta pasa por el origen.

. Si b>0, la ¡ecta se desplaza sobre el eje .,'r. yr b

un idades

Si b<0, la recta se desplaza sobre el eje _ y , b unida_
des.

f is. ro.d
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reEla de

+ bx +c

-!i

. ri.,=.

i.l l!,,1

3.2 Función cuad¡át ica

Def ini c ión: Una función f
correspondenc ia es

R-> R

x 

-> 

f (x)

cuya

= ax
,)

es una función cuadrát ica.
a, b, c son constantes reales , E+_O

Df =R, esto implica que f (x) =axl+bx +c está definido
para cualquier x elemento de los reales.
Rf=R
Transformación de f y desplazatniento vertical:
Sea f(x) = xl + c que define a Ia función f, la representa_
ción gráfica de f hos permite analizar tres posibilidades:
. Si c = 0 , el vértice de la parábole está en el origen.
. Si c > 0 , hay un desplazamiento sobre el eje + y.
. Si c < 0, hay un desplazamiento sobre el eje - y.
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Transformación de f y desplazamiento horizontal:
Sea f una función definida por f (x¡ = (x+c)l , la represen_
tsción gráfica de f nos muestra tres posibitidades:
. Si c > 0, hay un desplazamiento sobre el eje _X.

. Si c < 0, hay un desplazamiento sobre el eje +X

f ig.11.d
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Transformación de f sin desplazamiento:

Sea I una función definida por f(x)=x2
Si a la función f multiplicamos por un escalar a

====¡ f (¡)= ¿¡¡ puede considerarse dos casos:
1. para a>l las ordenadas de todos los puntos se multipli_
can por di cho escalar,

Pera 0 < a<1 las ordenadas de todos los puntos se dividen
para 4. fig.ll.a

I
t

¡

-*-.-..-.. r}--

,ffi I
I

\q"

* Para a>0 Ia parábola se dirige hacia arriba del eje X; y

su vértice determina eI v¿lor mfnimo de la función.
,r Para a<0 la parábola se dirige hacia abajo del eje X; y
su vértice determina el valor máximo de la función. fig9,a
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\"/alor máximo Y rninimo dc la
írJnc¡r)rl í

llt-J-

I

I

I

r-l

1f

F.

.La gráfica de f(x) = *2 * 2*

en (0,0) ; y esto representa

Por completación de cuadrados

es una parábo I a intersecta
que una raíz es igual a 0.

tenemos

f(x)=xl +2x+1-t = f(x)=1¡11¡l -r.
.La gráfica de la función f definida por

f(x)=x2 - 2x +5 es una parábola que no intersect& en el eje
X, entonces la función no tiene rafces reales, a saber no

intersecta en el eje de X.

Por completación de cuadrados tenemos

f (x)=¡12 -2x+t+4 = f(x)=(x-1)l +4

La representación gráfica de estos casos fig 1l.b
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3.3 Función Exponenc ia I

Definicfón 1¡ sea I una const&nte real positiva y x un

e lemento de los reales,

unafunciónf¡¡-¡¡+
cuya regla de correspondencia es f(x) = a¡

se llama función exponenecial, con dominio el conjunto de

los reales y contradominio el conjunto de los reales
positivos.

Propiedades de la función exponencial ¡

. Para a>1, entonces la función es estrictamente creciente,
xl <x2 ===> ft . fl

.Para 0<a<1, entonces la función es estrictamente
decreciente, xl < x2 ===> ft r fl
' La función es siempre positiv&, a saber toma solo valores
pos i t ivos.

* Es c&racterfstica de la función exponencial ser una

función biyectiva, lo cual garantiza que tiene inversa.
* En la representación gráfica se obse¡va que la curva
siempre intersecta en el punto (O,l ).

fig.l3.a y fig 13.b
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se I lama func i ón
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función exponencial definida por f (x)= eI

exponenc ia I natural. fig.13.c

í¡Jnr.tf-¡n rjI tjOnlj¡ lr-ral na I Ufal

!
I
I
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I
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i

l

._-..._.-FJ.

La fig.13.d ilustra la transformación y desplazamiento

de una función exponencial con desplazamiento .

\

-'\-..
-_\.....---



56

CONCLUS IOHES :

. Las funciones reales constituyen el fundamento del
cálculo y el análisis matemático,

' El IenSuaje matemático no puede prescindir de términos
como conjunto y funcióni son tan amplios y a la vez tan
comprensibles que con un dominio de sus propiedades se

I lega a conceptual izar las definiciones más abstractas.
, La definición de función real da la consistencia a los
axio¡nas relativos a Ios números reales.
. El mundo de la matemática con las funciones ha alcanzado
los más al tos nive les de abstracción y Seneral ización de

las cosas.

, Función es un término universalizado en la matemática y
en las ciencias aplicadas, que facilita el uso de una
te rmi no logf a adecuada y comprensible.
. El análisis de una función enmarca explfcita¡nente a todo
lo concreto y lo abstracto, que en otras épocas resurtaban
desconexas

. La función real encuentra un nexo matemático entre eI
álSebra y l8 geometrfa, lo cual salva las limitaciones a
estas subdiscipl inas conocida como la algebrización de Ia
geome t rf a.

. El estudio de Matemát ica con

nuevo enfoque de esta ciencia que

func iones cons t i tuye un

le da el carácter de una
ciencia forma I .

. Cnclusión general: para estudiar matemática solo se



requ ¡ e re que se

ción de t iempo

enseñe con criterio
y con una adaptación

57

formativo, sin limita-
mental adecuada.

¿
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