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INTRODUCCION

El propdsitoc de este trabajo es dar a conocer al estu-
diante el Tema de SIMETRIA en forma facil y sencilla,
entendiéndose por Simetria de una figura a las posibili-
dades de hacerla coincidir consigo mismo moviéndola sin
deformarle por medio de rotacidén y reflexidon. Comenzare-
mos estudiande la operacién binaria y sus caracteristi-
cas, analizaremos las funciones: Identidad, Inyectiwva,
Sobreyectiva, Composicién de Funciones y la Funcién In-
versa. Lﬁego pasaremos a revisar Grupos y sus axiomas,
analizar el ejemplo del grupo de simetrias, ncs daremcs
cuenta que dentro de wun grupo es posible encontrar un
grupo mas pequerio, asi por ejemplo el grupo de rotaciones
del tridngulo es parte del grupc de las simetrias del
tridngulo. Con este ejemplo nos sugiere el concepto de
Subgrupo y estaremos en capacidad de entender un grupo
cuyos elementcs son permutaciones. Avanzando con nuestro
andlisis veremos el Isomorfismo con lo gque entenderemos
que dos grupos son lIsomorfos si tienen la misma estructu-
ra algebraica y tunicamente difieren en sus elementos.
Habiendo entendido el tema anterior, pasaremos a demos-
trar el Teorema de Cayley que nos dice "que todo grupo es

Tsomorfo a un grupo de permutaciones”.

Por Gltimo analizaremos Isometrias que es una aplicacioén
més amplia de este singular movimiento de las diferentes

figuras geométricas.

~



1. INTRODUCCION A LA SIMETRIA.-

La palabra simetria proviene del griego symmetros que

significa mensurado, adecuado. La simetria en esencila es
la manera de mover las figuras de modo gue sigan
pareciendo las mismas. Por el momento damos esta

definicidén y luego con las herramientas del Capitulo II

estaremos en capacidad de profundizar en el Capitulo IV.

1.1. Clases de Simetria.-

Y.d.1. Simetria Bilateral.- La figura humana es
aproximadamente simétrica respecto de una recta vertical.
La silla de la figura es simétrica respecto a un plano

bisector que pasa por el asiento y el espaldar.
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1.1.2. Simetria Rotacional.—- La rotacién es el giro del

cuerpo alrededor de un eje, el eje de rotacién. Ejemplos:
el simbolo de la Isla de Mann, tres piernas corriendo, ©

la evastica, poseen simetria rotacional.

:‘

1.1.3. Simetria de traslaci6én.- La traslacidén es un
corrimiento simple y en linea recta. Como por ejemplo, la
traslacién de un tramo de via de fecrrocarril en uno o
mas durmientes a lo largo de un eje longitudinal

denominado eje de traslacién o de deslizamiento.

T +traslacién a la derecha una distancia igual. T  una

traslacidén a la izquierda igual distancia.
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1.2.2. Simetria identidad.- Es la representacion
invariada del objeto sobre si mismo. Toda figura de forma

constante posee esta clase de simetria.

Una figura puede ser simétrica respecto de varias rectas
simultédneamente o combinar las simetrias bilateral vy
rotacional. Por ejemplo, un cuadrado es bilateralmente
simétrico respecto de sus diagonales y respecto de las
rectas gque, pasando por el centro, son paralelas a los
lados, también puede ser rotado 80° con respecto a un eje

" gue pasa por la interseccidn de sus diagonales.

El conjunto de simetrias de una figura con su
multiplicacidén es un ejemplo de una estructura algebraica
2 la que se denomina grupo, para esto necesitamos

formular los conceptos de grupo, operacidén binaria, etc.

Cada figura tiene un grupo de simetrias, por ejemplo la
figura humana tiene dos simetrias: La identidad (I) vy la
reflexidén (r) respecto de una recta universal. La tabla

de multiplicar es

o
Ko
s

o | triangulo equiléatero posee seis operaciones de

simetria. (Este grafico estd en la siguiente pagina).



- La identidad

el mismo lugar.

— Rotaciones:

- Reflexiones:

(I), que dejan los puntos de la figura

w rota con respecto al eje que pasa por
interseccidn de sus alturas en senﬁido
agujas del reloj 120°

v rota con respecto al eje que pasa por
interseccién de sus alturas en sentido

agujas del relcj 240°

A A

X respecto a la recta X C B B G
A 6

v respecto a la recta ¥ C B A B
A B

z respecto a la recta Z2 C B C A

en

la

de

la

de
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El conjunto de simetrias de este tridngulo K = I, W, V,
X, Y, Z es cerrado conservando la operacidén (ccocmposicidn

de funciones).

Ud. se preguntard ;qué es cerrado?. Para aclarar ésta y
todas las demas preguntas, procigamos con el Capitulo II
que nos darada los conceptos bdsicos gque manejaremos luego

en el Capituleo IV.

cenryl
Wl

Ciencias }
| 3 v
Hemere 17 §=s

lstitute ae

""Ing




CAPITUILO IX

2. FUNCION, GRUPO, SUBGRUPO y PERMUTACION

2.1. Operacién binaria como funcidén
2.1.1. Definicién.— Una operacidén binaria es una funcién
que asigna a cada par ordenado de elementos de conjunto,

algin elemento del conjunto.

f: 8¢S -> S Tabla de multiplicar
S = {a,b} £ a b
SxS S a a b
b a b
E::ggq-,\\“%a
A —
Este ejemplo es una de las tantas operaciones

binarias que podemos definir.

Una operacidén binaria de un conjunto S puede cumplir con

las siguientes caracteristicas:

1) Conmutativa: Si y solo si aXb = bxkxa Ya,b € S
2) Asociativa: Si y solo si aXx(b¥c)=(axb)¥*c Ya,b,c € S
3) Existe el Neutro: a%e = eXa = a e € 5; ¥a € S

4) Existe el Inverso: a%¥a” = a"*¥a = e Va € S 38" € 5

Necesitaremos también la siguiente definicidn




Definicién
Si 8 es un grupo finito, entonces el orden |S| de S es el

numero de elementos en S.

Ahora, para entender mejor desarrollaremos algunos

ejemplos:

Problema 1
Sea S un conjuntec con un elemento 2, 3 vy n elementos.

Cudntas operaciones diferentes se puede definir en S7?

Solucién:
a) S = {a}
aka = a Una sola operacidén binaria
b)) S = {a,b} n=2, el numero de operaciones es: hay 4
elementos en SxS, |SxS| = 2 x 2 = 4, y para cada elemento
(a,b) de 5xS tiene 2 posibilidades, entonces 24 = 16
c) 8§ = {a,b,c} n=3, el numero de operaciones es: hay 9
elementos en Sx5, |SxS| = 3 x 3 = 9, entonces 3° = 18683
d) S = (a,b,...,n}, |Sx5] = nxn = n2
n2
[nxnxnl... ;1 entonces nin*.

Problema 2
Sea @ el conjunto de los numero racionales diferentes de
cero, explicar por gqué la divisidon (denotada por <) es

una operacidén binaria en Q



Q* = Q@ —{o} donde  (x=0 v z=0)

Si w/x € @ v v/z € Q 1(W=O v y=0) w, X, ¥y, 2 son
enteros
Ahora w/x + y/2 = wz/Xy € QF 1(W-Z=O)

Por lo tanto, la divisidn es una aplicacidén de Q@ x Q@ -> @

2.2. Funcidén.— Si a cada elemento de un conjunto A de
partida se le hace corresponder un Unico elemento del
conjunto B de llegada, se dice que el conjunto de estos
pares ordenados asi construidos es una funcién (o
aplicacién) de A en B y =se denota por
£

f: A->B o A->B
2.2.1. Clases de funciones.-
2.2.1.1. Funcién Identidad.-
Definicién: £f£: F -> F ¥x € F ; Ie(x) = x
Una aplicacién de F -> F que hace corresponder a todo x

de F el mismo elemento X Vv se designa Is

f: F > F
Ir
21 >I(x1)| = xa
Xz >I(xz2)| = =x=2
3 >I(x3)| = x=

2.2.1.2. Funcién Inyectiva.-
Definicién: £: E->F ¥xi1, xz€ Dmf
fixi)=Ff(xz) => Ri=x=2

6 xiFxz => f(xi)Ff(xz)



Una aplicacidén es inyectiva si dos

del conjunto de partida, tienen

cdistintas en el conjunto de llegada.

g

elementos diferentes

siempre imagenes

f: E —— > F
.

b >.

X2 b=
Xz >

EJEMPLO
Probar que f es inyectiva

f: 2 > v = 2%-1

H..
™

-
1

f(x=z)

2x2 - 1

W]
]
H
|
b
"

2X%41 = 2X=2
v llega x1 = x=z

por lo tanto f es Inyectiva

2.2.1.3. Funcion Sobreyectiva.-
Definicién: f: E -> F

Es una aplicacidon de un conjunto

cuando tode elemento de F es imagen

elemento x de E.

También se llama aplicacidén sobre

f(x) = yv es decir Rang F = E

Tr E >
£
|
PR e - N
# >
= -

E sobre un conjunto F, ‘

de por lo menos un

YveF axe€E, tal gque



EJEMPLO:

x
F=4{1,-1}, f: R-{o} -> F tal que f(x) = —
X

X es positivo implica |X| = x entonces y = X/ = 1, 51 =
es negativo |x] = -x =>y = x/-x = -1. f es sobreyectiva
del conjunto de los reales no nulos sobre F = {1,-1}

2.2.1.4. Funcidén Biyectiva.-

Definicién: Se dice que una aplicacién £:E->F es
biyectiva si a la vez es inyectiva y sobreyectiva.

Si f es una Dbiyeccidén de E en F, cada elemento vy de F es

la imagen de un elemento Unico x de E.

YyeF , !x€BE, tal que yv = f£(x)
f: B 5 F
£
o
s I
s
EJEMPLO:

La aplicacidén f: N -> N*=N-{o} es una biyeccidén
x —-> x+1

Yxixz € N

fixa) = ¥l = £lixe) = a2kl
X1+ 1 = %2 + 1
X1 = Xz, f es inyectiva

=x=y-1
f(x)=£f(y-1)
f(x)=(y-1)+1

fixl=y f es sobreyectiva
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2.2.1.5. Composicion de funciones
B
C
f(a)
y=f(x)
]
£ =3
A D

) gof \ ’
X z=g(f(x))=(gof) (x)

Definicién. Dadas las aplicaciones

f: A -> B v g: C->0D
tales que f(A)cC, el conjunto de parejas ordenadas
{(x,2):/%€A y z= g(£(x))}
es una funcidén, llamada compuesta de g con f, y se
designa por gof: A->D. Una condicidén necesaria para gue
la composicién de funciones gof(x) exista es que el

RgfcDmg

EJEMPLO:
Si A=B=C=D=R f(x)=A->B ; g(x) = C->D
f(x) = x=

g(x)= Cos x

(Bof)(x)
(8of) (x)

1l

g(x2) = Cos (x2)

g(f(x))

f(g(x))

f(Cos x) = (Cos x)2
Como podemos notar la operacidon no es en general
conmutativa, es decir que

fog # gof

il
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2.2.1.6. Funcién Inversa.-
Dada una funcién f: A->B = {(x,y)€AxB/y=f(x)}
Definiremos f-1: B->A = {(y,x)eBxA/(x,y)ef},
f-1 es una relacidén de B->A, ya que es un Subconjunto del
producto cartesiano BxA, esto es, £f-1¢BxA pero no es
necesariamente una funcidén. Sin embargo, si la funcién es
bivectiva, entonces f—-1 es una funcién de B scbre A vy
recibe el nombre de funcidn inversa. Con la
caracteristica de que

f~1sF = Ta v faf=1 = Ip

Z.9. Bapo.—
Definiremos grupo como una estructura gque consta de un
conjunto G, con una operacidén gque posee elemento neutro y

donde todo elemento tiene inverso.

2.3.1. Definicidon.- Un grupo (G,*) es un conjunto no
vacio de elementos G, junto con una operacidn binaria x

en G que satisface los siguientes axiomas:

i) La operaciétn binaria * es asociativa

=2 aecG ¥xeG, tal gque eX¥x = xke = X

(Este elemento es elemento identidad para ¥ en G).

3) VaeG, 3a"€eG tal que a"*%a = a*a ™ = e
(el elemento a° es el inverso de a). Bajo la

operacidén *.
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Para entender mejor la definiciédn v los axiomas
analizaremos algunos ejemplos de Grupos que serdan de

utilidad para el estudio que estamos efectuando.

Ejemplo 1
El conjunto de todos los Enteros no negativos (incluyendo

el 0) con la operacidn +

Tiene el elemento identidad 0, pero no tiene el inverso

para 2, luego podemos decir que ng €s un grupo.

Con esto podemos concluir que todos conjuntos no siempre
son grupos; para Qgue sea grupo es necesario aque la

operacidon defina v cumpla con los axiomas enunciados.

Problema 2
Sea 8 el conjunto de los enteros pares. Demostrar que S

con la adicién de enteros es un Grupo.

Sea a = 2a1, b = Zbai dos elementos cualesgquiera de §
1) Operaciodn binaria

a+b = 2(ai+bi) es un elemento tinico de S.

2) Existe el elemento neutro

a¥Xe = e¥Xa = 0 ; QeSS 3=eesS

o
I
W}
¥*
o

O
1}
[\Y)
*
Q
o

O+a = a+0 = a Vae$ “ ‘:'“
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C = 2%ai
Zai1+2%0 = 2a1 = a
2%0+2a1 = Zai = a

2) Existe el elemento inverso
Ya=2a =a ' =-2al €5 tal que

Zai+(-2a1) = 2%0 = 0

Problema 3

Dados el conjunto {0,1,2} construir la tabla de
multiplicar (denotaremos asi a una operacidn binaria

correspondiente al grupo).

Sea m un entero positivo fijo. Cuando m = 3

Sim=3 1la tabla de multiplicar es

o 1 2
o|lo| 1] 2]
1{1)z2]o
2l 201

Existe el elemento neutro que es el 0.
Existe el inverso de cada elemento, por ejemplo, el
inverso de 1 es el 2, v del 2 es el 1, yv es asociativa

{(verifique el lector).

Con el agafijtmte 1051:2:83 construir la tabla de

multiplicar
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Sim=4 la tabla de multiplicar es

O] W

O W N

’_,l

wWw N = O
Wl | - i o
Ol W (\V)

[
AN

Existe el elemento neutro que es el 0.

Existe el inverso de cada elemento, por ejemplo, el
inverso de 1 es el 3, el inverso de 2 es 2 y de 3 es 1,
ademds es asociativa (verifigque el lector).

Como observara las datos de las tablas definen una
cperacién binaria sobre un conjunto gque satisface la

definicién de grupo.

2.3.2. Grupos Ciclicos.-
2.3.2.1. Definicidén: Los Grupos que se generan a partir
ce un solo elemento se llaman ¢iclicos; entonces G es
ciclico si podemos encontrar un elemento a&€G tal que

n veces

1
I
G = <a> = {a »/n € Z} en donde a™ = a¥aX...Xa

1

Por lo tanto a es un generador de G; v el grupo G = <a>

es ciclico.

Por convexidn adoptaremos af=e

-

a~1l = g




2.3.3. Grupo Abeliano.-
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2.3.3.1. Definicidn: Un grupo G es abeliano si su

operacién binaria es conmutativa.

Propiedad elemental de los Grupos Ciclicos:

“"Todo Grupo ciclico es abeliano”

Demostracién:

Sea G un Grupco Ciclico y sea a un generador de G, tal que

G = <a> = {an/n € Z}

Si g1 v gz son dos elementos cualesquiera de
enteros r y s tales que g1 = a* y gz = a®
=> gigz = arage= g¥+e = ge+r = gegr = gogy

de modo gque G es abeliano.

G, existen

Ejemplos
G = (z,+) es un Grupo Ciclico?. Si es asi obtenga 1los
gensradores (2,+) = <1> = {...-8; -2, =1, O, 1, 2, 3,:ce}
it o B =Rty 0 1y 2,805
a = generador de los Enteros
n = numeros enteros
a =1
an= 1© = 0O
11 = 1
12 = 141 = 2
LL)~h = =1
fli=="= ({1l)=3)= = =1 %+ -1 = =&
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Entonces (Z,+) es un Grupo Ciclico con dos generadores, 1

y -1.

2.4. Subgrupos.-

Si encontramos que un subconjunto de G forma un grupo més
peguefio dentro de otro G, esto es un ejemplo de subgrupo.
Ldemds es importante anotar que:. todo subconjunto de un

Erupo no es un subgrupo.

2.4.1. Definicién: Si H es un subconjunto de un grupo G
cerrado bajo la operacién de grupo de Gy s8i1 H es €1
mismo un grupo bajo esta operaciédn inducida, entonces H
es un subgrupo de G. Denotaremos por H=G o G=ZH el hecho
de gque H es un subgrupo de G, y H<G o G>H significaréd que

E<G, pero H#G.

Criterio de subgrupo gque debemos tomar encuenta para
verificar gue es un subgrupo:

Un conjunto H de un grupo G es subgrupo de G si y sblo si

’_l

H es cerrado bajo la operacidén binaria de G.
2 la identidad e de G estéd en H;
3 para todos los a€H es cierto que a—1€eH también.

Més adelante daremos un criterio mds compacto.

Ejemplos:
Determinar si el subconjunto de numeros reales es
subgrupo bajo la suma del Grupo C de los numerocs

complejos bajo la suna
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1) Cerrada bajo la operacidén binaria de R

Ya.b € R a+b = ¢ c€eR

z1 = a+i0
A h+i0
zi+zz = (a+b)+i(0) por lo que Zi+Zz€R

2) La identidad e de G estd en R
e€R Ya€eR tal que =e€R
e = 0+i0 tal que Vz=a+iO

e+a = a+e = a

3) ¥z€eR 3z €R
z = a+i0 =3z =-a+i0
Z+Z" = Z+zm = € = O+10
Problema 1

Muéstrese que si Hy K son subgrupos de un grupo abeliano
G, entonces J = {h-k /he€eH y keK} es subgrupo de G
Sean J = {h-k /heH y keK}, entonces se sabe que h*k = kxh
porgue es abeliano vy como G es un Grupo, la operacidén es
asociativa, esto es
Asociativa: hi¥(hz*ki¥kz) = (hai¥hz*¥ki1)*ksz

¥ hi, h=2, ki, k2 € G
El neutro estd en J, esto es e€{(h-k) /h¥XkeJ} ya que e es

el elemento neutro del Grupo G

=5 eeH porgue H es subgrupo de G
=> e€K porque K es subgrupo de G
por lo gque

eie = e&d
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Veed, el inverso estd en J porque

aed
a=hxk
heH y kekK
gh—-1€H porgque H es subgrupo
ak—1€K porgue K es subgrupo
esto es h—1xk~1leJ
(h*k) * (h—1%xk-1) = e
h * [kx(h—1xk-1)] = e
h ¥ (h-1xk-1) x k = e
(h*h-1) *x (k—1%k) = e

e X e = e

e = e

Por lo tanto J es subgrupo de G.

Nos dedicaremos al estudio de grupos cuyos elementos son

permutaciones.

2.5. Permutacién

f es una permutacién de A <=> f: A -> A, f es bivectiva.

Ejemplo & = 41 By 8; 4AF
o: A ———> A

1 >2

2 >3

3 >1

4 >4

Lo que observamos en el gradfico podemos denotar de la

siguiente manera:
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1 2 3 4 1 2 3 4
o= , otro ejemplo T =
2 8 1 4 3 2 4 1

Teorema.-— La composicidn de sermutaciones es otra
permutacién, ésto es, probaremos que la composicién de
permutaciones es una operacién binaria en el conjunto de
permutaciones, y la denominamos como la multiplicacién de

permutaciones.

Demostracion

a,beG => axb € G
W.V son permutaciones de Q => WXV es una permutaciodn
W: A -> A V: A->A = WxV: A->A

W es biyectiva V es biyectiva WV es biyectiva

WxV es inyectiva

queremos demostrar que (a1 )WV = azWV => ai = a=z
partiendo de (aiW)V = (azW)V V es inyectiva
=> aiW = azW W es inyectiva
vy finalmente
— T = a2z

WxV es sobreyvectiva
Vac€A, yva que V sobre, 3:ma €A tal que (a )V = a

como W es sobre A, a"€eA tal que a” = a"W

a=a’v (a"W)V = (a" )WV ahora VaceA =a"€A
a(a" )WV = a

=> WXV es una permutaciodn
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Teorema
Sea A + 2
n
Sa = {121 G/G1 es una permutacidén A}=> (Sa,*) es un Grupo
Demostracion

Sean o, T, U permutaciones, por lo tanto son funciones

uno a uno vy sobre de A en A.

1) Demostraremos gque la multiplicacidén (composicidn) es

3)

asociativa Va€A

al(ot)ul = [a(oT)]u = [(ac)T]u = (ac)(Tu) = alo(Tu)l
=> (oT)u ¥ o(Tu) llevan toda a€A al mismo elemento
[(ao)T]u.

Por tanto son la misma permutacidén y la composicidbn es
asociativa

Con esto probamos que la composicidén de funciones es

ASOCIATIVA.

Demostraremos que existe en neutro para la operacidn.
La permutacién I tal gque al=a Vaca ; I es una
permutaciétn y actua como elemento neutro va que V

permutacidén ol = Io = o

Demostraremos que existe el elemento inverso. Para una
permutacidén o existe o-1; ya que si o esta 1ultima es
una permutacidén, entonces es un funcidén biyectiva, ¥y
por lo tanto existe su inversa o¢—1 tal que oc-1l-g =

geo-1 = 1
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Con esto hemos demostrado que es un Grupo de

Permutaciones.

Si A = {1,2,3,..,n} denominaremos 5n = {o/0 3 una

permutacidén de A en A.

Existe un tipo particular de las permutaciones que es

llamada ciclo.

2.5.1. Cieclo.~

Definicidén: Una permutaciéon o de un conjunto A es un

ciclo de longitud n si existen ai, az,...an € A tales gque
210 = az a20 = 83, ... 8n-10 = an an0 = a1

v XO = X VxeA tal que 1 (x€{a1, az, ... anl)
Escribimos o = (ai, az, ... an)

Ejemplos

Sea A = {1, 2, 3; 4, b5}

Un ciclo es (ly 8, &, 4) = 1 28 8 4 &
3 2 £ 1 4

da lo mismo denotar como
kly, 84 By 4) = (8, B 4,713 0 (0, 45 1, 8) 6 {4 1, 8, B}

Los ciclos son tipos particulares de permutaciones.

Problema 1

Expresar a = 1 2 8 4 5 8 T 8 9 10 11. 92 138 14
2 4 8 B 10912 14 1 8 B T '8 11 13

como producto de cicles disjuntos.
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Solucién:
la=2, 2a=4, 4a=8, 8a=1l. 3a=6, 6a=12, 12a=8, 8a=3, 5a=10,
10a=5, 7a=14, 14a=13, 13c=11], 1lla=7. Luego

a= (1,2,4,8){(3,6,12,8)(7,14,13,11)

2.5.2. Transposiciodn

Definicidén: Un Ciclo de longitud 2 es una transposicidn

(a1, a2,..., an) = (ai,az) (ai,azs) ... (a1, an)

Notese que:

Las transposiciones tiene la particularidad son ciclos

‘_.l
——t

de longitud 2. Dado un elemento de un grupo A,

Z) Los ciclos se pueden descomponer en transposiciones.

Z) La composicidn de un ciclo consigo mismo da la
identidad.

£) 51 ar = e r es el numero que me indica las veces gque
se debe operar el elemento consigo mismo hasta lograr
la identidad.

2) Las permutaciones de un conjunto finito es par, si
puedo expresar como el producto de un numero par de

transposiciones y de lo contrario es impar.

2.5.3. Permutaciones Pares e Impares

Definicién: Una permutacidén de un conjunto finito es par
o impar si se pueda expresar como el producto de un
numero par de transposiciones o como el producto de un

namero impar e transposiciones respectivamente.
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2.5.4. Grupos Alternantes
Para n22 el numero de permutaciones pares en Sn es igual
al nimero de permutaciones impares: es decir, Sn se
descompone en el conjunto de permutaciones pares e
impares constituye tener un orden de (n!)/2. Para
mostrar, sea An el conjunto de permutaciones pares en Sn

v sea Bn el conjunto de permutaciones impares para n22.

Para demostrar que An y Bn tienen el mismo numero de
elementos es necesario definir una funcidén uno a uno de

An sobre Bn.

Sea T cualgquier transposicién fija en Sn que existe
porgue n=2, podemos suponer que T=(1,2) definiremos la
funcidén h~

ht : An -> Bn

ght = 75 = (1;2)5

esto es, o0€An va a dar a (l1,2)0 bajo hTt. o es par, la
permutacién (1,2)c0 aparece como el producto de (1 +

numero par) es decir un numero impar de transposiciones,

asi gue, (1,2)c0 estd en Bn. Si para oy u€EAn sucede que
cht = uht orden (1,2)0 = (1,2)u, ¥y como Sn es grupo,
podemos cancelar, tenemos o = u. Asi hT es una funcidn

uno a uno.

Por nltimo 2 (1,2 & g1

& es una permutacidén impar T-185 es par
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Asi que s8i1 ©6€Bn entonces

T—18€An
(T8 )hT = T(7T-18) = &

V6eBn =a3t-18 € An - T-18 h~+=6

Por consiguiente, ht es sobre Bn, v se concluye gue el
nimero de elementos en An es el mismo qgque el numero de
elementos de Bn puesto gue existe una correspondencia

biunivoca entre los elementos de ambos conjuntos.

Teorema.— Si n22, la coleccidén de todas las permutaciones
pares de {1, 2, 3, ..., n} forman un subgrupo de orden

n!/2 del grupo simétrico Sn.

Definicién.- E1 subgrupo de Sn que consta de las
prermutaciones pares de n letras es el grupo alternante An
de n letras.

Tanto Sn como An son grupos muy importantes.

Ejemplos:

Problema 1

Demostrar que An = Sn implica gque n=1, la demostracidn es
por contradiccidén ya que p=>q = 1g=>p, €8 decir vamos a
suponer que ngl y llegar a que An$bBn, como nEl  tenemos
que n>1, A tiene al menos otro nimero que llamaremos 2,

Sn debe contener una permutacidén gque intercambie el 1 con
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el 2 y deje intactos los otros elementos T=(1,2) Tfﬁn,

puesto que T es una permutacidén impar y, por consiguiente

n#l => An + Sn.

Problema 2

Calcular of, Ba, a1, si

Q

I
N =
wn
MW
1 s
>
=M
L]

W

I
e
wWN
oOw
D
N O
)]
—

Solucidn:
alB = 1, 2 3 4 B B Ba = 1 2 3 4 5 6
3 6§ 4 2 6 1 2 B 4 1 3 B
Para encontrar a1 noétese que =x(aa~1l) = x, que por

consiguiente a-1 debe mandar xa a x. Ahora determinaremos
cuél es el elemento x que es enviado a 1. 6a = 1, vy por

tanto tenemos que la—1=6, después la=2, 2a-1=1.

Procediendo de esta manera obtenemos:

a~1 = 1 2 3 4 5 6
2 3 6 5 4 1



CAPITULO ITIXI

3. ISOMORKFIOMO y TEOREMA DE CAYLEY

3.1. Isomorfismo.-

3.1.1. Definicidén.- Un isomorfismo entre un grupo G y un
grupo G° es una funcién f uno a uno, gque lleva G sobre G~
v tal que para todas las x y ¥y en G

(xy)f = (%) ~«(v)E

Los grupos G y G son 1isomorfos. La notacidén usual es
G=G".
Teorema.— Si F: G->G° es un isomorfismo entre G y G° y e
es la identidad de G, entonces ef es la identidad en G’.
Ademéas

a—1if = (af)-1 VaceG
Para abreviar, un isomorfismo lleva la identidad a 1la

identidad ¥ los inversos a los inversos.

Demostracion:

Sea x°€G”. Como f es sobre, existe xeG tal que xf=x" =>

X" = xf = (ex)f = (ef)(xf) = (ef)x”
de manera andéloga
X" = Xf = (xe)f = (xf)(ef) = x"(ef)
Asi, para cada x"€G" tenemos
(ef)x” = x" = " (ef)

ef es la identidad de G~

ademds que para acG
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ef = (a—1a)f = (a-1f)(af)
ef = (a-a-1)f = (af)(a—1f)
a—1f = (af)-1
-Como mostrar gque dos grupcs son izomorfos?
La demostracidén se ha dividido en los siguientes pasos:
Paso 1 Definir la funcién f qué da el isomorfismo de G

v G°. Esto es indicar cual seria xf en G° ¥=xeG

Paso 2 Mostrar que f es sobre G~

Paso 3 Mostrar gque f es una funcidén uno a uno

Paso 4 Mostrar gque (xy)f = (xf)(yf) para todas las
x,VEeG

Se calculan ambos lados de la ecuaciédn y se observa si

son iguales.

Ejemplos:

Problema 1

Sea F: G->G° un isomorfismo entre el grupo G y un grupo
G°. Muéstrese que la transformacion f£-1: G"'->G definida
para x f-1=x por xf=x" donde x"€G", es una funcidén bien

definida y es un isomorfismo entre G y G .

Si G es isomorfo a G*; f£:G"->G

La funcién f-3: G"->G estd definida por x"f-1=x si xf=x~
a) B8i f: G->G es una isometria sabemos que f es biyvectiva
v por lo tanto f—-1 también es biyectiva.

) Probaremos que f—-1 conservan las operaciones, esto es

(x"y" )f-* = " f-1-y"f-1 sabemos
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x"f-1 = x ya que xf = x°
y'f-1 =y yva que yf = ¥’
por lo tanto x " f-1-y"f-1 = xy 0 |
ademés (xy)f = xf-yf
(xy)f = X7y~
(xy)f-f-1 = (x"y")f-2
Xy = [(RTYyT)1E<2 (2)

De (1) vy (2) tenemos

(x"y " Jf~2 = xy = x £y "£-4L

gque es lo que gqueriamos demostrar.

Teniendo ya conocimientos sobre ISOMORFISMO, estamos en

capacidad de hacer la demostracién del Teorema de Cayley.

3.2. Teorema de Cavlev.-
Todo grupo es isomorfo a un grupo de permutaciones

Sa: {de permutaciones de G en G}

G, % Sa
G ,0
& >Te
a >Ta
a+b >Ta+b
b >Tb
a—1 >Ta—1

Demostracion:

Para la demostracidén hemos dividido en tres pasos:

Primer Paso
Nuestra primera tarea es encontrar un conjunto G- de

permutaciones que sea candidato a formar un grupo
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isomorfo a G. Piénsese en G simplemente como conjunto y
sea Sa el grupo de todas las permutaciones de G. (Nbétese
gue en el caso finito si G tiene n elementos, Se tiene n!
elementoss Asi, en general, es clarc gue Su es demusiado
grande para ser isomorfo a G.) Definamos cierto
subconjunto de Sa. Para a€G sea fe la transformacién de G

.

en G dada por

xfa = xa
para xeG. (Podemos pensar en fa como multiplicacién
derecha por a.) Si xfa = yfa entonces xa = ya y por ser

operacién binaria ¥y con las leyes de cancelacién
obtenemos x=y. Asi fa es una funcién uno a uno. Ademés,
=1 yeG, entonces

(yva=1)fa = (va~1l)a = vy,
asi, fa lleva a G sobre G. Entonces como fa: G->G es uno
&2 uno vy sobre G, fa es una permutacién de G, esto es,

fa€Sa. Sea

G = {fa]acG}.

Segundo Paso

Efirmamos gque G~ es un subgrupo de Sa. Debemos mostrar
que G- es cerrado bajo la multiplicacidn de
permutaciones, que contiene la permutacién identidad ¥y
gue contiene el inverso de cada uno de sus elementos. En
primer lugar afirmamos que

fafe = fan.
Para mostrar gque estas funciones son iguales, debemos

mostrar gque actian igual sobre toda x€G. Ahora
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x(fafv) = (xfa)fe = (xa)fv = (xa)b = x(ab) = xfan.

Asi, fafvr = far y por tanto, G° es cerrado bajo la
multiplicacion. Es claro gue para toda Xe€G,

xfe = Xe = x,
donde e es el elemento identidad de G, de modo que feo es
la permutacidén identidad I de Sa v estd en G°. Como
fefr=far tenemos

fafa-1l = fan-1 = fe.

De aqui que

(fa)—1 = fa-1,

de modo que (fa)—1eG”. Entonces, G° es un subgrupo de Sa.

Tercer paso
Falta probar que G es isomorfo al grupo G~ descrito.
Definase § :G->G” por
adp = fa
para a€G. Si ap = bp entonces fa y fr deben ser la misma
permutacién de G. En particular,
efa = efwn,

asi que ea = eb y a = b. Por tanto, & es uno a uno. Es
inmediato que ¢ es sobre G° por la definicién de G~°.
Finalmente, (ab)d = fav mientras gque

(ap)(Whp) = fafe.
Pero ya se dijo gque favr vy fafr son la misma permutacidén
de G. Asi,

(ab)d = (ad)(bd).



CAPITULO IV

4. GRUPOS DE ISOMETRIA
4.1. Isometria de la recta.-
Sea Sr: {Es el conjunto de todas las biyecciones de R

en R}.

Sea Ir el conjunto de todos los elementos de Sr qgque
preservan las distancias. Los elementos de este conjunto
se llamardn isometrias de R. Mas explicitamente
g€Sr ©Se denomina isometria si y solo si

d(a,b) = d(ao,ba)

Para todo par de elementos a,beER

Para las demostraciones que vamos a hacer a continuacién

utilizaremos el siguiente lema:

Lema 4.1.

Sea (G,-) un grupo. Entonces un subconjunto H de G es un
subgrupo de G sii

(1) H2 v

(2) 8i a,beH, entonces ab—1eH

Demostracién: Si H verifica estas condiciones, entonces H
es un grupo respecto a la operacién binaria. En efecto,
si H#@, entonces existe un a€H. Luego aa—1 = 1€H. Ademés,
si beH, entonces 1lb—%*€H. Por consiguiente a,beH implica

que a(b—1)-1 = abeH. La &asociatividd se verifica en H



33

porgque se verifica en general para todos los elementos de
G. Asi, pues, * es una operacién binaria asociativa en H,
1€H, v el inverso de cada elemento de H es un elemento de

H. Por tanto (H,-) es un subgrupo.

Utilizaremos el lema para demostrar (Ir,*) es un
subgrupo.

1) Ir$® porque existe Ia para I que es una isometria.

2) Supongamos ce€lr ENTONCES o-1€I(R) hay que partir que

Ir es un subgrupo.

Nosotros podemos asegurar que €l punto 3 se cumple por lo

siguiente I, o-1 es cerrado ac—1€ER.

Sea a,beR d(ac—1, bo-1) = d((ac~*)o,(bo~1)oc = d(a.b)
por ser o isometria entonces se cumple que:

d(a,b) = d(ac—1,bc—1)

Con esto demostramos que oc—l€lr (grupo de Isometrias)

Por todo esto podemos decir gue I(R) es subgrupo de Sr.

Ejemplos de algunas Isometrias
Problema 1

o: R->R

X0 = x+2 y d(a,b) = |a-Db|
Demostrar gue O es una Isometria

d(ox,oy) = d(x,¥)




d(x+2,y+2) = | x+2-(y+2)|
= | x+2-y-2|
d(ox,oy) = |x-y|

d(ox,0y) = a(x,¥)

=> g es una lIsometria

Problema 2 o: R->R
X = X

Demostrar que o es una Isometria

d(ox,oy) = d(x,y)
d(-x,-y) = |-x-(-¥)|
= |-x+y| = x|
= d(x,¥)

=> g es una lIsometria

Problema 3

34

Demostrar que el siguiente conjunto de aplicacidén dotado

de la composicidén con operacidon binaria es un grupo
Ta: R2->RZ2 tal que

(xy)Ta = (x+a, y+a) donde (x,y)ERZ2, a€eR

Demostracion Ta s una permutacién de R=2

Ta €85 una biyeccidén de RZ —-> R=

51 (%,¥)Ta = (X1,¥1)Ta entonces (x,y) = (xai,¥1).
(x,v)€ER2 Existe (x-a,y-a)ER2 y (x-a,y-a)Ta = (X,¥)
Donde Ta es una aplicacidén inyectiva y sobreyectiva y

por tanto, Ta es una permutacidon de R2 T-a=T1g—1

S5i

El conjunto de todas las Ta Nno es vacio ¥ TaTer 1=TaT-b=T
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porque (X,¥)TaT—1p = (3,7 )TaT-b = (x+a,y+a)T-p =

(x+a-b,y+a-b) = (X,¥)Te-b

Asi, el conjunto da todas las Ta es un subgrupo de Or2 ¥y

Por consiguiente es un grupo

4.2. Isometria del Plano.-
Sea E el conjunto R2 = R*R, si:

A (Xa,va)

B

(xB,yB)
Son dos elementos de E. Se define la distancia entre A y

B.

d(A,B) = {(xa—xE)2 + (ya-vyE)=2

5€B8E, se denomina Isometria
Si Va,beE; d(a,b) = d(o(a),oc(b))

Teorema.— E1 conjunto I de todas las isometrias de E

forman un subgrupo de SE.

Demostracidn

I#@ porque las aplicaciones identidad es una Isometria.
Solamente necesitamos demostrar gque oT—1el siempre o,T€el.
Tome en cuenta el efecto de 7T-1 como TESE, existen para
cada ©par de puntos A,B€E, A°,B"€E tales que A "1=A, B'Tt=B
entonces d(A°,B") = d(A"T,B"1) = d(A,B)

ya que T es una isometria. Ahora bien AT—-1=A", BT—1=B° de

donde: d(AT-1,B1-1) = d(A.B)
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v T-1 es una isometria. En consecuencia
d(AoT—1,Bot—1) = d(Ac,Bo) = d(A,B)
v asi ort-1lel.
Por tanto I es un subgrupo de SE.
Refiriéndonos a las Isometrias del Plano, encontramos

—res isometrias del Plano.

4.2.1. Rotacién alrededor de wun punto.- Sea 0O un punto
cualgquiera de S. Rétese S un &ngulo a alrededor de O.
Entonces la isometria inducida por este movimiento de S

se denomina rotacidn de un d&ngulo a alrededor de O.

A sogrEe P

LL]

Una rotacién de un éangulo a alrededor del origen en

sentido contrario al del movimiento de las agujas del
reloj es la aplicacién 8« definida por
(%,¥)0a = (X cosa - y sena, X sena + y cosa)

Para cada a, 8a 28 una isometria y (Sa)~1 = B-«.
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4.2.2. Reflexién en wuna recta.—- Escdjase una recta de E y
hdgase girar S sobre esta recta hasta que caiga
nuevamente sobre E. La isometria gque se obtiene se

denomina reflexién en XY.

Se define una reflexién en OX como la aplicacidén oy donde

(x,¥y)oy = (x,-V¥)

Se ve de inmediato aque esto es una isometria y es féacil

demostrar gque (Oy)— 1= oOy.

Puesto que I es el producto de dos reflexiones, la

illamaremos reflexiédn.

4.2.3. Traslacidén.— Escéjase una recta XY, sea a una
isometria correspondiente a un movimiento de S tal que
XaYa, la recta que pasa por Xa y Ya, sea paralela a XY.

Entonces, a es una traslaciédn.

Una traslacién Ta,.v» es8 la aplicacidén definida por
(X,¥)Ta.p = (x+a,y+b)
Se puede demostrar que para cada a, b, Ta,b e85 una

isometria y que (Ta.b)~1 = T—a,-b.
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Problema 1

Usaremos el lema 4.1.

Demostrar que Te.p €8 una isometria y que (Ta.p)" 1 =
T—a,-b.

Soluciodn:

Primero debemos demostrar qgque Ta,b€ESE, de modo Qque

tenemos gque demostrar que es una aplicacidén inyectiva ¥y

sobreyectiva. (X,¥)Tea.p = (X ,¥ )Ta.p claramente implica
gque (x,y) = (x",y"). 5Si (x,v)EE, entonces (x-a,y-b)Ta.b
= {(:x,¥) vy, por tanto, Ta,» es sobreyectiva. Luego

Te,bESE. (E8 Ta,.b una isometria? Si A=(xa,ya) v B=(xe,ye)
entonces
d(A,B) = (x%a - xB)2 + (ya - yvE)2 = d(ATa,b,BTa,n)

¥ Ta.p €8 una isometria. (X,V)Ta.pT—a,-b=(X+a,y+b)T-a.-b

1l

(x,yv). De donde, Ta.pT—-a.-p=1i. Andalogamente, T-a,-bTa.b

=i ¥y, por tanto, (Ta,n) "+ = T-a,-B.

Ejemplo 1

Demostrar gque Ta,b €8 una isometria y que (Ta,b) " 1=T-a.-b

Solucion:
Primero debemos demostrar que Ta,vp€SE, de modo que

tenemos gue demostrar gque es una aplicacidn inyectiva y

sobreyectiva. (X,¥)Ta.» = (X,¥ )Ta.» claramente implica
que (xX,y¥) = (x",¥v"). 81 (x,v)eE, entonces (x-a, yv-b)Ta.v
= (x,¥) v, por tanto, Ta.b €S sobreyectiva. Luego

Ta,bESE. (EB8  Ta,b una isometria? Si A=(xa,va) v B=(x=B,vE)

entonces
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d(A,B) = {(xa-%x8)2 ¥ (yA-y8)2 = d(ATa.»,BTa.n)
VY Ta,.b €8 una isometria. (X,¥)Ta.bT-a,-b=(X+a,y+b)T-a,.-b=
(x,v). De donde, Ta.,bT-a.-b=i. Andlogamente, T-a.-bTa.b=1

Yy, por tanto, (Ta.wr) ™% = r—a,-b.

Ejemplo 2

Demostrar que Oy es un isometria y que oe=i.

Solucion:
Si A=(x%a,ya) v B = (xB,¥VB),

d(Aoy.Boy) = f(xa-xB)2 + (-ya—-(-ye))z = d(A,B)

v, por tanto, Oy preserva las distancias. Es obvio que
(X, ¥)O0y = (X ,y )oy implica gque (x,y)=(x",v ). Ademés, es
claro que oy es sobreyectiva porgque (X,-y)ov=(x,y). Por
tanto Oy es una isometria. (X,¥)oOyOy = (Z,-yV)oy = (X,¥).

Asi, pues, og=1i.

4.3. Grupos de simetria
Simetria de wuna figura geométrica S8 es wuna funcidn
biyectiva de wuno a uno de sus puntos tal gque S es
subconjunto de R2 entonces es:
¥ S C R=
f es simetria <=> f: R2Z -> R=2
f es biyecciodn
V-xeS ; f(x)eS
es decir la imagen de S mediante f es S

= £(8) = 8



40
Teorema:
Sea S un subconjunto cualguiera del plano euclidiano. El1
conjunto, denominado por Is, de todas las o€l tales que,
(i) s€S " implica que sc€S, ¥y (ii) to€S implica que &3,
forma un subgrupo de I, llamado grupo de simetrias de S.
(Un elemento de Is, por consiguiente, se caracteriza por
aplicar elementos de S, y solamente elementos de S, en

S).

Demostracidn:

Usaremos el lema 4.1.

Is+®, ya que la aplicacidén idéntica del plano euclidiano
en si mismo pertenece a Is. Si o, T €ls, ¢es or—1els”?
Primero demostraremos que T-1€lg. Si s€S, (s+—1)+=seS.
Puesto que T€ls, (ii) 4implica que s8+—2€S. Asi, -1

verifica (i), i.e. s€S implica que s+—1€S.

Para demostrar aque T—1 también verifica (ii), sea t+—1eS.
Entonces (t+—1)+=t€eS, puesto que T verifica (i). Por

tanto 71 verifica (ii), y T-1lels.

Ahora demostraremos que oT—1€lg. Sea s8€S. Entonces s8c€S y
soT-1€S, vyva gque o y T son elementos de Is. Por
consiguiente ort—1 wverifica (i). Si tor—1eS, puesto gque
1 wverifica (ii), tenemos que to€S. Mas atn, como o€ls,
(ii) dimplica que te€S vy, consecuentemente, oT—1 también
verifica (ii). Por tanto ot—1€ls y Is forma un subgrupo

de I.
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Ejemplo 1

Encontrar todos los elementos de Si1 y Sz y preparar la

tabla de multiplicar de estos grupos.

I
Si contiene un solo elemento I = |1 I es la tabla de
multiplicar de Si. Hay dos elemenLés en Sz ; u = [1 2' v
B = 'é ?’ la tabla de multiplicar de Sz es o
i ¥ 8
I I B
B8 B

Del tridngulo equildtero que enunciamos en el Capitulo I

que posee B operaciones de simetria obtenemos las tablas

que indicamos a continuacién.

[
[

/

\
hY
x — —-u-.o-v.n--.).._.
- —— e m—— —
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Con estos conceptos podemos multiplicar o componer las

simetrias ya referidas anteriormente.

Recordemos que: El conjunto de las simetrias del
tridngulo son K = I, W, V, X, Y, Z, las mismas gue son
cerradas con respecto a la composicién de funciones (G es
cerrado bajo la operacidn ¥ <=> Vé,b €E G => a*%b € G). Con

este antecedente podemos formar la siguiente tabla:

Ejemplo 2
X I w v x yv =z
I I w v x ¥y 3
w w v 1 =z X ¥
v v I w v 2z x
X x v z I w w
v Yy 2 x v I w
Z z X yv w v I

Demostracion:

Vamos a demostrar que la siguiente tabla forma un grupo.
1. eXx = xX¥e = x
I*x = xx] = x

2. YaeG, 3a "G tal que

a =1
a'=1
a =W
a =V
a=1yV
a =W
a =X
a'= X



43

Se deja =al lector la propiedad asociativa (¢cudntas

operaciones debe hacerse?)

Con esta demostracion hemos probado gue la tabla anterior

forma un grupo.

Volviendo a las simetrias de wun tridngulo y escogemos la
Fig. I, W, V, observamos que este grupo de permutaciones
forma un grupo mas pequefio dentro del otro que es un

ejemplo de Subgrupo. Detengé&monos para estudiar.

Ejemplo 3

Demostrar que la tabla forma un subgrupo

* I v J X ¥y =z
I I W % X ¥ =z
w w v I g X ¥
v v I w ¥y = 3
X X ¥ 5 I w v
v Yy O Z X v I w
= g M ¥ w v I

Demostracion
eXx = x¥e = X
TkW = WxI = W

YaeG ]a'eG tal que

axa” = a"¥%a = e
VXW = e

=> V=W"1
WXV = e
VW = I

VE(WkW-1) = I*xW-1
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Con esta demostracién hemos probado gque es un Subgrupo

{I.W,V}.

Este grupo contenido en otro mayor es un ejemplo de

subgrupo.

No todo conjunto de esta tabla es un subgrupo, por
ejemplo si probaramos con un conjunto M = x, vy, z ; éste

no es un subgrupo yva que X,y=W ; v W no es elemento de M.

Ejemplo 4

Simetrias de un cuadrado

A cada una de estas formas en que el cuadrado puede de
nuevo colocarse en su sitio, 1le llamamos un movimiento

rigido o una simetria del cuadrado.

Es claro gque cada simetria efectta una permutacién del
conjunto {1,2,3,4} qgque representa los vértices. Usaremos
ila rotacién de las permutaciones para describir a las
simetrias. Veremos, que no todas las permutaciones de

este conjunto representan simetrias del cuadrado.

|
- = T - - —
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Incluiremos entre las simetrias la permutacién idéntica,
es decir el movimiento rigido gque deja invariante el

cuadrado.

Es claro gque al girar el cuadrado en un angulo recto en
direccidén contraria a la de las agujas del reloj ¥

alrededor de su centro nos da un simetria.

vemos también que las rotaciones, contrarias a la de las

agujas del relos en dos o tres angulos rectos son también

simétricas.

-

1 2 3 4
Rz = 5

S 4 1 2

1 2 3 4
Rz = L.

Zz 3 4 1

Observamos ademas que las rotaciones en direccidén de las
agujas del relos en uno, dos o tres d&dngulos rectos tiene

los mismos efectos de Ra, Rz y Ri respectivamente.



Las ocho operaciones I,

conjunto de simetrias

Ra,

R

& Hae Vi

del cuadrado.

producto es una operaciodn.

D+,

La

D-

forman el

composicién o

I Ri Rz Rz H v D+ D-
I I Ri Rz Rz H \' D+ D-
Ra Ri Rz Ras I D+ D- V H
Rz Rz Rz 1I Ri V H D- D+
R= Rs 1 Ri Rz D- D+ H \'
H H D- V D+ I Rz Rz Ri1
v \ D+ H D- Rz I Ri Rs=
D+ D+ H D- V Ri Ras I Rz
D- D- V D+ H Rz Ri Rz I

En esta tabla observamos la

cada elemento tiene su inverso.

El conjunto de simetrias

SIMETRIAS DEL CUADRADO.

existencia del

neutro I y

forma un grupo llamado GRUPO DE
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CONCLUSIONEKES

Félix Klein dio una famosa denificién de una geometria en
| su discurso de aceptacién de unia céatedra en la
Universidad de Erlangen "Una Geometria es el estudio de
aguellas propiedades de un espacio (conjunto) que
permanecen invariantes bajo algin subgrupo fijo de todo
el grupo de transformaciones”. Esta definicién la hemos

aplicado en la geometria euclidiana.

Remembrando esta famosa cita, remarquemos los puntos gque

consideramos deben recordarse luego de leer este trabajo

monografico:

i. El objetivo principal de este trabajo es dar un inicio
en el estudio de la simetria y luego continten en

estudios més avanzados de este interesante tema.

2. El1 teorema de Cayley es uno de los teoremas clasicos
de la teoria de grupos que nos permite demostrar que
cualgquier grupo es estructuralmente el mismo con algan
grupo de permutaciones.

3. Hemos hablado de conjuntos en donde se define el
concepto de distancia entre elementos. Si consideramos
d(x,y) como la distancia entre los dos elementos x, y
entonces podemos hablar acerca de transformaciones que
conservan la distancia.

4. E1 subconjunto de transformaciones que preserva la

distancia es un subgrupco de isometrias.



|
\
\
\
\
Las rotaciones alrededor de un punto fijo forma un
subgrupo de las isometrias.
La reflexidtn en el plano es una funcién gque transforma
cada punto de una determinada recta en si mismo y a
todo punto fuera de la recta.
La simetria, en esencia, es la manera de mover las

\

figuras, de modo que sigan pareciendo las mismas.



r
I,W,56,7,U,B
I,W,V,X,Y.2
A,B,S
Q
R

Z+

Q+

R+
*, axb

(G, %)

APENDICE

Funcidn

Trasiacidn a la derecha
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Traslacién a la izquierda

Reflexidn
Permutacidn
Simetrias

Conjuntos

Numeros racionales
Naimeros reales
Nameros enteros
Elemento de G

Grupo

Generador

Numeros complejos
Isometria

Conjunto de todas las
un subconjunto R en R
{Ta/2€G}
Pertenencia
Conjunto wvacio
Enteros positivos
Racionales positivos
Reales positivos
Operacidn binaria
Grupo

Elemento Identidad

bivecciones de




| S|

BeA

H=G
f:E->F
f:A->A

An
G=G~

Sr
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Elemento Inverso

Orden de S

Inclusién

B subconjunto de A
Inclusién de éubgrupos
Transformacién de E en F
Permutacion
Transformacién Identidad
Grupo Alternante

Grupos Isomorfos

Conjunto de permutaciones de R en R.
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