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INTRODUCCION

En los ultimos afios, el Algebra Lineal se ha desarrollado 9
ha incrementado el conocimiento en profesionales de
diferentes areas relacionadas con la Matematica.

El Algebra Lineal ha desarrollado dos elementos de la

Matematica como son: la abstraccidén y la aplicacién.

La presente monografia tiene como objetivo fundamental el
de comprender el Proceso de Ortogonalizacidn, "inventado"” o
"creado” por dos hombres de ciencia, ellos fueron: Jorge
Pederson Gram (1850-1916) que estuvo interesado en la

ciencia metrolégica y Erhardt Schmidt (1876-1959) un

matemdtico aleman.

Esta monografia en su- primera parte presenta varias
definiciones que son neceéaria para comprender el Proceso
de Ortogonalizacidén de Gram—-Schmidt. Seguidamente, =se
expone el significado del Proceso de Ortogonalizacidén y
finalmente. se realizan ejemplos ilustrativos en R®, un
ejemplo con peolinomios de grado menor o igual a dos, un
ejemplo con un sistema de 3 ecuaciones y 4 incégnitas que
se espera sean compqendidoa por toda persona interesada en

el presente trabajo.




CAPILTULO 1T

PROCESO DE ORTOGONALIZACION DE GRAM-SCHMIDT

A continuacioén se dan varias definiciones que son

fundamentales para la comprensién del tema central de este

trabajo.

DEFINICION 1.- Sean Vvi .vV2 ,....Vn vectores de un espacio
vectorial V y .ci.c2,...,.cn constantes reales, el vector v
en V es una combinaciétn lineal de wvi,vz,....va 8i ¥y
solamente si V. E.QL V1L b e Ve iyl o Cn  Vn

DEFINICION 2.- Sean vi, V2 ,...:sVn , vectores de un espacio
vectorial: Vi wvi e V2 ,....Vn 8on vectores linealmente

independientes en V, sl y solamente 81 la unica solucién a
la igualdad;

€1 vi +c2 vz + ... + Cn Vn30v €8 Ca5C2 = ... = Cn = 0 €R

Si n vectores no son linéﬁlmente independientes en V. se

dice que son linealmente dependientes .

DEFINICION 3.- Los vectores wvi, vz.....Vvn de un espacio
vectorial V se dice que generan a V, 8i y solamente si

todo vector veEV puede expresarse como una combinacidn

lineal“de Vi '+ V& ewa Vi

DEFINICION 4.- Un conjunto de vectores vi, v2,...,Vn €n un

espacio wvectorial V es una base para V., si y solamente si




b
Wi Ve v vn son linealmente independientes en V y
generan V.
DEFINICION 5.~ Sea V un espacio vectorial y sean vi, vz ¥

va € V, se dice qgque V es un espacio vectorial con producto
interno sl y solamente si tiene definida una funcidn
$: Vx V --> R llamado producto interno tal que ¢ (vi,vz)

= <vi.vz> €R cumple las siguientes propiedades:

i) <vi + vz,va>» = <vi,va> + <vz,va> + vi,vz,va €V
ii) <a vi,vz> = o <vi,vaz> , Vv a€R, v vi,vz €V
1il) <wva,vad i sicyo ,wad - iyiva ,va €V y
iv) <Vl vi» 20 s Vi Vi F Ov

! |
v) <vi,vi> = 0 B vy = O«

DEFINICION 6.~ ©Si v € R entonces la norma de v, denotado

por ||v|]. estd dada por ||v]| = + v,V

DEFINICION 7.- El conjunto de vectores B ={ui,u=z,...,un}
es un conjunto ortonormal si:

<ui,uy> = 0 si i ¢ J,y,(1)

<ui,ui> = 1 (2)
51 solamente se satisface (1), el conjunto se denomina

ortogonal.

DEFINICION 8.- Un vector en un espacio con producto

interno es unitario si y solamente si "v” 2.1
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TEOREMA.- Si V es un espacio vectorial cualquiera con
producto interno, el vector v / "v” ee un vector unitario.
Prueba:

1 Il

---------- vl = ===- = 1

Il I Il

un vector como u. se denomina unitario. es decir con norma

I
Sea u = |
l

——
R e i
an

igual a 1.

PROCESO DE GRAM-SCHMIDT
El proceso de Gram-Schmidt permite convertir cualguier
conjunto de vectores linealmente independientes vai,
V2...:Vn en un conjunto de vectores ortogonales (u

ortonormales).

Empezamos el proceso convirtiendo los vectores de una base

de un espacio vectorial V, Bi = {vi,vz,...,Vn} & una base

Bl ={v1,viz,..,.,v'n} -ortogonal para, finalmente llegar
a una base ortonormal Bz'= {ui,uz,....un}.
Vi
Sea vl = ——me—— = u1 = v 1. esto hace a ui unitario
I va ||
Hagamos ahora: v 2 = vz - <vz.,ui> ui ; debemos probar gque

v’z es ortogonal a ui.

UL . V22 S <U1l,VE> = <<Vz, 01> ui>
Y = <ui,vz> = <ul.<va,ui> air>
= <ui,vz> = <vz,ui> <ui,ui>

= CPLVix -~ Ve 1> = D



Entonces ui v v’ z son ortogonales

Definimos: UZ = =mem————- . esto hace a uz unitario

construyvamos v s igual a:
vig = va - <va;ui> ui1 — <va,uz> uz

Probamos gue v '3 es ortogonal a ui v uz .

<U1,V 3> = £4ui,vaed = <ui;Vve> <ui;ui> — <vz,uz > <uj,uz>

1]

<U1,Ve> = fui,ve> = 0

Entonces hemos pobrado gque: +v'3 e8 ortogonal a ui.

Ahora, probamos gue v 'z es ortogonal a u=z.

€uz,via> = <dug,va> - <va,u1> <ui,uz> - <vs,uz> <ui,uz>
= Lug,vad =~ <va,uz> = 0
v s
Hagamos: us = —-—=——=— ., luego uz es unitario
| vi= |

A continuacién calculamos ?‘4:

Via = va - <va,U1> u1 - <v4,uz> uz - <v4.us> uas

Ve = Vk - <Vk,uUz> U1 - <vi,uz> uz - ... = <Vk,U1> ui -

eee = SVk,.Uk-17" Uk-1

Hacemos ahora: Uk = ——w====—

Resumiendo el proceso de Gram—-Schimidt podemos decir que

s1 se tiene la expresidn:
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Ve = vi = €Vi.U1> Uil - ... = <Vi,Ui1-1> Ui-1 , entoncespara

cada 1 del subespacio H generado por los vectores

Vi.V2.....Vn oOriginales, H es=s también generado por
N B E e R

< TS
Los vectores ui = —-==—==- gue se obtienen son

v

ortonormales porque son ortogonales entre si y su norma es

1 v también generan H .

Presentamoz un ejemplo en el que se construye una base
ortonormal para R3 utilizando el Proceso de Gram—-Schmidt.
A partir de los vectores :

vt (1 O ldyeva -2l A0 w1 ) 3 va e 00,03, "4)

Comprobaremos primero si los vectores dados son linealmente

]
!

independientes, para ello tomamos la combinacién lineal de
los vectores vi.vz y va ¥y La igualamos al cero de R2® , esto
ea (G 0O 0. y

Ci Vi + C2 v2 + ca va = Ow

ez (19 1) + o (10U = 1) * e (0.9 . 4).= (Q 0:0)

===> (c1 0 c1) + (c2 0 -cz2) + (0 3ca 4c3) = (00 0)

Obtenemos un sistema lineal de tres ecuaciones y tres
incégnitas (ci, cz ¥y ¢z3) gque es un conjunto de predicados:

Pi, 2 ¥V P3

1
o

pi (c1,s o2, ca) : ci +Cz

I
o

Pa (o1, g, c8) 3 + 3 ca3




pa (c1, cz, cg) : c1 - c2 + 4ca = 0

Encontramos el conjunto solucién de pi1 " pz "~ pa esto es

Api(ci,cz,¢a )" pz(eir,cz,ca)” p3(e 1,c2,c3)

s =y
- Ry W T 3 P MRS R 1'% @l®
0 0 3 i £ ] I o Q 3 0 il 7 T R
I
Li_ -1 4 0 o -2 410 0O 0 110
i) ey
l 1 g 2 -0 F_I 0 0 O
\ 0 3 =R 10 e 0 y 0} 0
] 0 2 1 SR o 0 9] i 0
==>» Apa {Ci.0a.co) pa (cr,co.ca)'pa (Ca.c2,0a) =
{(0 0 0)}=R3 " |
Hemos probado que los vectores son linealmente

independientes. -

Ahora debemos probar que los vectores vi,vz.vz generan a
R®2 . es decir gque cualguier vector (a,b,c) €R2 puede
expresarse como una combinacién lineal de vi,vz,va.

ei (1 0 1) ¥'¢ca (1 0"=-1) + e (03 4) = (a b e)

(ca O ca) + (c2 O =~ex) + (0 3ca 4ca) = (a b ¢)

Obtenemos el conjunto de predicados pi, pz y p3 :

p1 (€1, Cc2, C3) : c1 + C2 = a

pz (cx, c2, c3) ¢ dea = b

pa {oi, Gay ca) * c1 - cz2 + deas = ¢



Encontramos el oonjﬁnto solucidén de pi- pz~ pa. esto es

Apir (o1, Oz.ioa) potlol, Co. 08} " D tcd, G2, Of).

O =
O s
o R e

in

s l
-y
o

[ o o
o -
(%]

]

|

0 ix
|

L G0
S
% 1240
g
'Loo

1 a0 B
1i=1- 4| o] ® 0 -
030 =3 | b 0
a 1%
-a + ¢ 34 0 1
_2 ;
b 0 0
2 o I - |
e
-2 i - M3 O i
2
1 b
3 |
0! 3.a-4bi+ 3¢
' 6
0| Sa + 4b ~ 3¢
6
1 b
3

Sa ‘-~ 4b + J¢

-]

Ap(gl = {(

2 N .

3a + 4b - 3c

Yk

6 6

9% e |
4|-a+c
<, 4 B
oo
Eof < PORC Y]
-2
b
3
b
) 3(_')}
3

Como hemos probado gue los vectores vi, vz ¥y va son

linealmente independiente y generan a R®, los vectores

dados constituyen una base en R=2.




Partimos de la base:

Bed{ (10:01)y {1 0i=1)y (03 &)}

para llegar a la base ortonormal Bz = {ui,uz2,us} a travez

el proceso de Gram-Schmidt.
Definimos v a1:

vi.

[ vall

PEAlG =

Encontramos la norma de vi:

“Vl” 2 % O.# Lot e
(1 Q. 1) 1 1
Vil = mmm—————— = (==== Q0 =——==) = a1
2 2 2
Hagamos; v’z = vz - <vz, ul> ui, para lo cual encontramos

previamente <vz,ui>.

<vz,ud= <(1 0 =-1), (1/42 0 1/42)>

1 1
<vz.ui> = 1(===) + 0 (0) + (-1) (-=-)
1 1
= === 4+ 0 - == =0,
2 {2
1 )
via=(10-2) =0 (=== 0 ===) = (10 ~-1)
2 2

verificamos que v'1 v v 2 son ortogonales,

entonces

efectuamos el producto interno entre v i1 y vz

1
C 4. Vel

iz

== 3 0 e L L ] =



Entonces =on ortogonales.

via (1 9 *=1) (L0 =)

Hacemos: uz = ~-—=- TR S e e sk 5 e e

Encontramos v a:
via = v3a - <vz.ul> ui - <va.uz> uz, para esto hallamos

primero el producto interno entre va v wl vy entre va y

uz.
1 1
<va,u1> = Of===) %17 3. (0) Vi gl (==e)
V2 Ve
4
= e o= B2
2
1 1 1
via = (0 3 4) « 202 (w-= . 0 are) ' 22 (=== 0 = ===)
2 2 2 2
= (0 34) + (=20 ~2) 942 0 -2)
v 3 =

(0 3 0)

Ahora., comprobamos que v 'z es ortogonal a ui ¥y uz

3 0 28
<v a,ur> = 0 (---) + 3 (--) + 0 (---) =0
{2 {2 {2
3 1
<v'g,uz> =2 0 (===) + 3 (0) + O(~ =-=-) = 0
2 2

Entonces v'a es ortogonal a ui v uz.

-

Encontramos ua:
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v's (0 3 0) (0 3 0)

Tuego, la base ortonormal gue hemos obtenido es:
2 e T SR T ERRN RN 1Y IS RRRET ¢ AT vl S W 6 B ST 5 R
2 2 iz 2
Comprobamos ahora que el produéto de cualquier par de
vectores ae Bz es cero.
i 1 1 1

<ui,uz> = === (===) + 0 (0) + === (= -==)

2 2 f2 2

1 1
<ui.ua> = === (0) + 0 (1) + --- (0) =0
2 i2
1 g i
<Az, B3> = === (0) + 0 (1) *+ (= ===)"(0Q) = 0O
2 : # 2

Entonces hemos comprobado gue la base

1 1 % 1

Bz = { (=-—- 0 =-==),(=-- 0 - -==),01 0)} es ortonormal
{2 {2 2 2

También podemos obtener bases ortonormales en el espacio

vectorial de los polinomios., como se indica en la siguiente

<

ilustracidn.
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Construya una base7drtonormal para el espacio vectorial de
los polinomios de grado menor o igual a 2 en el intervalo

{0,1].

Iniciamos con la base estandar Bi = {1.x,x2}
Puesto gque Pz [0,1] es un subconjunto de Pa - [0,1]
{polinomiocs de grado menor o igual a n definidos en el

intervalo cerrado [0,1]) va que todo polinomio es continuo

v Pn €8 un espacio vectorial para todo entero n.

Sean p(x) v 4q(x) dos polinomios, usaremos el producto
interno o escalar entre vectores pasa polinomios
dado por

<p(x),q(x)> = J[b prlx) qiix)-ax

Partiremos de la base canénica : Bi1 = {1, x, x2}

v’ 1 se define:

Encontramos la norma de vai:

[vaj = F =@ (1) ax’ = f [*ax = X2z fl <0=23
o o (s ]



T 1, e Jl {x) o0k ) de Il xdgx = ——= |2 = == -0 =——-
o o 2 o o 2
1 i
Vig = X = (===) (1) =x« ===
. 2

verificamos que v'i1 y v'z son ortogonales, es decir que el

producto interno entre v'i1 y v'2 sea cero.

1 : 1 x2 %x
<v‘1,v’2>ifl (1)(X » ~==)dx :jl(x mriorreen JOAR B o e ] A
Q o o 2 2 276
1 -
= {r—~imia==) e 0.8 0
2 2

Entonces v 1 y v 'z son ortogonales

Ahora encontramos la norma de v 'z

f o gt o [ A :
[v7z| = fl (% =) dn e fjl (52 = n & ) dx
o 2 o 4
I x3 x= Eak oy red 1 3 i 3
= ——— e 4 ——— N e e
3 2 4 |o § 3 2 4 12 8
vz 6 Y 1
Uz = —=== = === (X = ===) => uz = 23 (x - ---)
lvia] 13 2 2
uz = {3 (2x - 1)

A continuacidn., obtenemos v 3:

vVia = vg - <€va, ui> uir - <va,u=2>uz. Para lo cual
calculamos primero los productos internos entre va y uir v
entre va y uz.

<va, ui> = fl (%x23) (lydx = x8 (2 = _1_
o 3 |o 3
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<Va, s> = J‘l (x2) (3(2x-1))dx
Q
& 51 (x2) (2/3x-{3)dx = l‘l (243x2® - f3x2)dx
o o
(/3. ) x4 I3 =9 |2 {3 3 33 - 23 {3
= ——— - ——— o= - - - S e ———— = -
z 3 iz 3 6 6
1 f3 (f3(2x-1)) = x= 1 323 x - )
V ma = X€ - ——— & e e e e
C 6 3 6
X 1 1 i
= X2 = mmmm d mmme SR ERE - X F s SR A
< 2 6 6
: 1
Vae XE - X b m———
B
seguidamente comprobamos que v 'z es ortogonal a ui y uz
2 1
<v z,u1> =[1 ( x2 - x + --=) (1) dx = Il (X2 - x + -=—)dx
Jo 6 o 6
x3 x=2 x |1 1 3 1
E e e mmem o omeme | 2 emem e cmae d —e= ) - 0
3 2 6 3 2 6
2 = 83:+.1
= ( —————————- ) =0 = 0
6
1
<V a, us» = J‘l (%2 - X + -==) (43 (2X - 1))
o 6
1 4 i3
:Jl (2 {3 X3 - 33 X2 4+ ——— {3 x - ———=) dx
o 3 6
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2 {3 343 4 {3 {3 1
e o XY = mlsdulini R e iy s X, o Savemne 3
4 3 6 6
i3 243 3
= mmemm = 3 4 e - w——— )y = 0
2 3 &)
33 4873 + 4f3 - {3
550 o et s i i i i
6

=0
entonces v's es ortogonal a w1 ¥y uz ahora, calculames la

norma de v’z

viall = 1 d
M GPVEER . L S
6
23F s
0 (X% - 2%X2® 4 4x2 = ——= ¥ 4 -=-==) dx
3 36
= F_xb x4 4x3 x=2 x 1
/ ————————— P S e PRI
5 2 9 3 36
= i F 1 4 1 i |
| 7 i e e e e s e i, o
i o 9 X 6 36
- 36 - 20 + 30 - 30 + 5 ‘Z i B 1
180 : 180 645
v'a 7
ud = ————— = B/5 ( %2 - X + ———=) = {5 (Bx2 - 6x + 1)
v~ = 6

ua = 45 (Bx2 - 6x + 1)

Hemos obtenido entonces la base ortonormal:

Bz = { 1, 43 (2% ~- 1), 46 { 6x= - 8x +. 1)}
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Para comprobar que Bz es ortonormal, la norma de cada uno
de los vectores ui , uz y us debe ser uﬁo. y el producto de
cualguier par de vectores debe ser cero.

Encontramos las normas:
jusf = JFEE @ = SR = FT-0 =1
Jo o

fjuz)| = f [ (2x - 1))é"dk'=lf”ri“3 ((4x2 - 4x + 1) dx

Qo

:' 4x3 s 4x3 - 6x2 + 3x |1
3 (--—-- - 2x2 + x ) | = |o
3 Q

= 4 (1) = 6.0 -4 3 (1wl 051

[l a=]

H
A

jl (.46 ( 6x2 -~ 8x.+ 1))2 d;

5 ( 36x4 + 36x2 + 1 + 12x2 - 12x ) dx

]
P
i

1
----- + 12x3 + x + 4x3 - 1Bx4 - 6x2)|o

1"
n
~~

o

(52

#
o

B R - | IR S —

= 36 ' :
5(( —=—-- + 12 +1+4 -18 -6 ) - 0]

Ahora comprobamos gque el producto interno entre cualguier
par de vectores de cero

“Ua , > =ofd (1) (€3 (X~ 1))Ax = jl 3 (2x-1)dx
Jo . A o
L 9

§3 (R < x oo Ae (1 > 1 "= 0)-20

i
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<ui , us > = Jl (1) t40 (BnB w00 "4 1))dE
(o]

= 45 Il (6x2 ~ 6x + 1)dx = /0 (2x® - 3x2 +. x) |*
o o

=5 [(2 =3 +1) 0] =0

<u1 5 M3 > {l [¥3(2x-1)] [15(6x2 - B6x + 1)]dx

(o]

El F65(12x3 - 18x2 + 8x - 1)dx

Q

5 (3x4 - Bx® +4x2 - x)|*+ = 0
: o

Entonces hemos probado que la base obtenida es ortonormal.
A continuacidén presentamos un ejemplo de ortogonalidad en
el espacio vectorial de las matrices reales Mnxn (R) de n

filas vy n columnas.

Sean A, B, C, D € Mnxn: en este espacio vectorial, V=Mnxn,
se ha definido el siguiente producto interno:<A,B>=tr
<BtA>,donde tr(A) es la traza, es decir, la funcién:

¢(A)=tr(A)=ai1 + azz+....+8nn = Zn aii
=1

[

Prcbaremos primero que la siguiente es una base ortonormal

de V.

Bi'—{l“lD.{Ol,{OO, (OO}
00 00 1 D\ 01

A log elementos de la base les llamaremos matrices: A, B, C

v D respectivamente.
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Probaremos primero que es una base ortonormal, la norma de
cada uno de los vectores en Bi debe ser 1 y, el producto

interno de 2 matrices cualesquiera en Bi debe ser cero.

Encontramos las normas de cada una de las siguientes

matrices:
1A = +f<RB> = +For<he,A> = +F140 = +f1 = 1
IB] = +<B, B> = +fTr<Be,B> = +fOFL = +F1 = 1
|G| = +/<C,C> = +{tr<CE,C> = ++1+0 = +f1 = 1
|D| = +/<D,D> = +{tr<D®,D> = +f+0+1 = +f1 = 1

Entonces. se ha probado una de las propiedades de conjunto
ortonormal, esto es que cada uno de sus componentes es

unitario. Comprobamos ahora, la propiedad de ortogonalidad.

Para esto., efectuamos el producto interno entre cualesguier
par de matrices.
<A,B> = tr <BtA>

|
i

Calculamos Bt y luego el producto con A:

Be = {0 61 g <BtA> =100 150) = 0O 0
Bl o s [ O O 170
L

Ahora. obtenemos la traza:

tr <BtA> = 040 = 0

L]

Efectuamos el producto interno entre A y C:

5

S = tr <CtA>
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Ce ={0 1
00

Calculamos CtA:

CeA . "=.10 -4l11 Ol = 0 .~0
|O 0 [O 0 Q500
b Thplihias
Hallamos la traza: tr <CtA> = 040 = 0O

Ahora. calculamos el producto interno entre B y D:

<B.D> = tr <DeB>
AL ) Sl
Vo i To ol ===>: peB = lo. 0lito: 1} =40 ©
o 1 o “1f:lo -0 0 0
te L <DeBS AR G40 =0

A continuacién., obtenemos el producto interno entre A y D:

<A.D = tr <DTA>

pe ={o o ===> DeA =io o] {1 o =]o o
o 1 o 1{ {0 © 0 0
tr <DrtA> = 0

Finalmente C vy D:

<C:D» = tr <DEC>

B et G R

by <D0 = O
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Lo cual prueba gque Bi es una basge ortonormal y no hemos

usado el proceso de ortogonalizacidn de GRAM-SCHMIDT.

A continuacién presentamos un ejemplo en el que se
tiene un sistema de ecuaciones, se desea construir una base
ortonormal para su espacio solucidén, considerando como un

subespacio de Rn.

Construir la base del espacio solucidén de un sistema de 3
ecuaciones con 4 incdgnitas, que tenga 2 variables libres,

y construir ademas una base ortogonal utilizando el proceso

de Gram-Schmidt.

Tenemos el siguiente conjunto de predicados:

Pi (Mi.Xg . Xa.X4) * %1 + Xz '+ - Xa + X4 = 0
pa (Ri, Xz, Xa,X4) & 2%1 + 3%g + 2%53 4+ 24 = 0O
£ 0

pa (X1,X2,X3,X4) : 2X1 + 2X2 + 2Xa3 + 2X4
1

Encontramos el conjunto solucidén de pi“pz"ps, esto es

Api (X1.X2,%3,%4) “pz (Hi,Xz,Xs3,X4) "pa (X1,X2.X%X3,X4),

utilizando la matriz aumentada del sistema vy.el método de

Gauss-Jordan.

0 —1
i yidaein ol o8 1= 2000 11} @
2.8, Bady oYL 6.8 | o0 1.6 0|0
2922 2. 9o 6% 0 '] ol g 9 a0

-
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s 4 -X3 -X4 -1 1
==z Xz 0 0 0 0
X3 X3 0 =Xa L + Xa 0
L“X4 ] Xa 0 1
-

Api (%i:Xe . Xeskd) "pi (i, Xe.X8,%4). Do (Xi.¥53,%53,%4) =

f (R R e 2a) JF Xy Ersi g = o0 B0 X . X4+ R }- R

Entonces una base para el espacio solucidn del sistema
es:
B= {(=1010),4d=1,0,0,1)

Encontramos ahora. una base ortonormal para Api pz_p=.

Trabajamos con el producto interno estandar en R»
Sabemos gue:

vi = {=X:0 1 0)

vz = (=1.0 0:-1)

Obtenemos las norma de vai:

fjvi = (1 +0+ 1+ 0) = §2

L1

Aplicamos el proceso de Gram-Schmidt

Vi s W S W]« R M U - 42 2

T2 T pe— R = ( === 0 =-==20)
|va] 2 2 |
- {2 {2

LA B P e B T R
2 2

Encontramos v’z

vie = vz - <vz.ui>» ui, para lo cual obtenemos <vz.,ui>:



2 iz 2

v'ga=(-1001) = === ( = === Q0 === 0)
2 2 2
1 1 1 1
2 (=4 0 O 1)d { =omb 0w smomiD) GHL n Sme 05 W 1)
2 2 2 2
1 1
VE = e 1)
- ]

< <

Ahora comprobamos que v 'z ¥y ui son ortogonales:

1 2 1. 42
LSl - LR R gl & o nd SR 2 B et T L e B 113,
2 2 2 2
2 {2
= —e— + ) = === =0
4 4

Entonces. v’z y w1 son ortogonales.

Encontramos ahora la norma de v 'z:

1 1 G 6 e
jaia), =gl 4 Gpenillue P 8
4 B 4 2
1 1
(= === 0 - -—- 1)
vz 2 2 2 1 1
Ug = ————— T e = - ( = === 0 = ===
v =|| i€ G 2 2
2
1 1 2
uz = U - === 0 = ==  —==)



Entonces. la base ortonormal pedida es

i - A2 -1 -1 2
Bea = { (- ——=—= 0 == 0 ) , ( -—— 0 —-——-= == )}

2 2 16 f6 {6
Para comprobar gque la base Bz es ortonormal, debemos
encontrar el producto interno entre ui y uz, el mismo que

debe ser cero y. luego encontraremos que la norma de ui y

uz debe ser uno.

{2 i i 2 1 2
<UL,U2> = = === (= ===) + 0 (0) # === (= ===) + 0 ( ===)
2 ' . 2 {6 i6
2 {2
R e I o 0+
246 246

Entonces ui y uz son ortogonales

Ahora encontramos las normas:

=z 2 2 2

lus]l = (- —-=-)2 + 0 + (--=-)2 + 0 = T N W Y

1} 2 2 4 4

1 1 2 :

Jusfl = 1] ==-)Z 4 02 & (='-o)2 4 (=-)2

'L s I e

f
1 1 g
B g { e i A e . v o
L‘ e 6 6

Entonces. hemos comprobado gque Bz es una base ortonormal
para el espacio solucidén del sistema de tres ecuaciones y

cuatro incdgnitas siguientes:



(B4 X0, Ra e )
(X3 X, Xm. Xq)

(X1.X2,¥X3,%4)

X1 + X2 + X3. *+ Xa =
2x1 + 3xz + 2Z2xz3 + 2xa

2xX1 + 2X2 + 2Z2xa + 2xa

0

i1

Ii
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CONCILUSTONES

Este tema de estudio involucra el conocimiento de
varias definiciones del Algebra Lineal como combinacidén
lineal.norma de un vector, vector unitario, producto
interno, etc., que ayudaran a cualquier estudiante de
nivel medio que tenga aspiraciones de llegar a un centro de

estudios de educacidédn superior.

En este trabajo se demostré” los pasos necesarios para
ortogonalizar un conjunto de vectores linealmente
independiente, obteniéndose en cada paso del Proceso de
Cram~8chmidt el conjunto generador ortogonal que se

requiere para el siguiente.

El proceso de Gram-Schmidt es necesario que lo conozca
un estudiente de Bgchillqrato va que esto le permitira
trabajar con varias espacios vectoriales, determinar como
estd definido el producto: interno y pasar de una base

cualquiera Bi a una base ortonormal Bsz.

También podréd trabajar, conforme avance en sus
estudios de Algebra Lineal, con polinomios y vectores

caracteristicos con la ayuda del proceso de Gram-Schmidt.

Yy



O+

R
v
Bi.B
B a
Bz

Mnxn(R)

tr(A)
Bt

En

ANEXO

INDICE DE SIMBOLOS

Cero Vector

Conjunto de los Nimeros Reales
Norma del vector v

Base

Base Ortogonal

Base Ortonormal

Espacio vectorial de las matrices
filas ¥y n columnas. |
Pertenece a

Para todo

Escalar

Traza de la matriz A

Transpuesta de 14 matriz B
Conjunto de todos los n-vectores
Producto interno

Espacio vectorial

Vector:; elemento de V

Implica o entonces

Polinomios de grado menor o igual a n

Raiz cuadrada
Predicado

Diferente a; no es igual a

reales de
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