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INIBODUCCEIO§

El preaente trabaJo de investigaclón monográflca ha aldo

realizado con eI propóBlto de aportar en algo a Ia

Educaclón Medla en el área de la Matenátlca y concretamente

en Ia resolución de Eeuaelones Pollnóm1cas.

He dlvidido eete trabajo en dos capltulos: El prlnéro eetá

dedicado eetrictamente a Ia parte alEebraica y, e1 segundo

a Ia apllcación de la Pr:ogramaclón en Pasca1 para ha1lar

Ias raiceg de Ias ecuacionea po1lnómlcas.

Cada tema tratado eerá lluetrado con un sencl-Ilo eJemplo,

para dar ael una meJor lnterpretaclón deI mlsmo, y de esta

forma ir preparando e1 terreno de1 capltulo Eegundo.

A1 empezar el segundo capítulo hané prevlamente una

slnteels eobre LenEuaJ e de Programaclón y Turbo Pascal . EI

método de Bairstow para ha11ar las rafceo de pollnomloÉ

será tratado con mayor atenclón en vleta de que es una

apllcación dÍrecta de Lo revlsado en el prlmer capÍtu1o.

Reallzaré una correlación entre la parte algorltmica,la
programátlca y eI dLagrama de fluJo-
Fínalmente j-lustraré algunas prueba de corridae deI

programa Balrstow.

Deseo lgualmente que este pequeño aporte ayude a descifrar
en Ud. cualquier lnquietud que haya tenido prevLamente.
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CAPITUIO I

FUNCIONES POLINOMICAS Y RACIONAT.ES

1- 1-- EqTACIOII E[¡tmA RACrO]¡AL--

Definlción.- Una ecuaclón entera raclonaL de grado n en

variable x es una expreslón de Ia forma

AgXn+A1xn-1+A2Xn-2+...+An-lX+An=O donde n e6 un entero

negatlvo v los A1 6on constantes reales o complejae; Ag

Otra forna de expresar la ecuación anterlor es:

xn+Prxn-l+P zxn-Z* -. . +Pn-lx+Pn = 0. al dlvtdlr por A0=ú.

Ia

no

=Q-

EJ ernpJ.oa:

4X3-2X2+3X-5=O ee raclonal entera de grado 3

X2- zx+il=O ea raclonal entera de grado 2

X4+ 3X-8=O ee raclonal entera de grado 4

Observese que en cada una de 1as ecuaciones 1og exponente§

de X son enteroa poBltivos y loe coeficlentes de 1as

variabl-es Bon constanteÉ (realee o compleJas)-

1.2-- POTINOMIOS DE GRADC) N._

Deflniclón- - Un po11nom1o de grado n en la variable X es

una funclón de X de Ia forma

f( x ) =[o¡na6rxn-1+A2xn-2*. -.*Arr-lX+An , Ao=o ; donde n ea un

entero no negativo y 1ae A1 constantes reales o compleJas.

Entonces f (x)=O es una ecuación raclonal entera de grado n



enx

EJemplos--

Sl f (x)=

-6 ===>

51 f(x) =

f( 5)=2

nombre de

D(x )

Donde a

divleor;

¡esiduo o

P(x)

Q(x)

resto -

3X3+X2+5x-6, ee ttene f( -2 ) =3( -2 ) 
3*(-z)2

¡1_2¡=_36-

X2 + 211 - I, ee tlene f( 5)=( e'¡2+21

5-3. Todo valor de X que anule a f (x)

ralz de la eeuaclón f (x)=0-

+5(-Z)-

5)-8 ==>

reclbe e1

I lama

I lama

B.jemplo:

2 ee una rafz de la ecuaclón f ( x ) =3X3-2X2-5X-6=O , ya que:

f(2)=24-8-L0-6=0.

1-3.- COCIENTE DB POLINOHIOS--

1-3- 1-- Dl.wisión larga. -
Teoreua.: - Sean dos polinomios cualesquiera P(x) y D(x),

donde e1 grado de D(x) < grado de P(x) V D(x)=O, entonces

existen los pollnomios R(x) y 8(x), tales que:

P(x)-D(x)Q(x)+R(x) donde eI grado de R(x) < grado de D(x) o

bien R(x)=O y la suma de loe gradoe de D(x) y Q(x) es

iEual aI grado de P(x).

La ecuaclón P(x) = D(x)8(x)+R(x) e6 una conaecuencla

directa de la ecuaeión que resulta de Ia dlvleión de:

P(x ) R(x)
= Q(x) +

D(x)

se Ie

se Ie

llama dlvidendo; D(x) se Ie

llama cociente y a R(x) ee Ie

I



E.iemplo:

sean P( z)=224-ZB
R(z)-

224_23+722_-¿Z_2

^-4.-3 -2

627-zz-Z
-6Zz+32-3

¿ 2+(L -'¿Z-Z v D(zl=22 -Z+1. Encontrar 8(z) y

2 _Z+L

2Z

z-5

===> Q(zt = Z2+3

R(z) = Z-5

P(z ) = 8(z)D(z)+R(z)

L-3-2-- Dlv1sl.ón Sl.ntéttca- -
La divlelón slntét1ca es un método abreviado de efectuar 1a

divlsión de cualquler poll-nomLo por un pollnomlo de Ia

forma (x+?). Por eete método podemos determinar loe

coeflcientee de1 coclente y tambien eI reEiduo-

EJemI>lo:

Dado P(x) = 3x5-4x4-5x3-8x+25

D(x) = X-2

Hallar Q(x) y R(x) -

Se escrlben los coeficientea de P(x), eustituyendo eon

ceros Loe terminoe cuyas potenclae de X faltan, es decir:

3 -4 -5 +0 -8 +25

A contl"nuación y en forma de dlvlelón c1áBlca Ee eacribe e1

eegundo termíno de D(x) camblando Bu aigno.

3 -4 -5 +0 -8 +25i2

E1

de

primer coeflciente

una tercera fila y

de P(x) se escribe en e1 primer

e1 dívisor
luEar

2_

10
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El producto 6 se coloca en Ia segunda flla baJo el segundo

coeficiente de P(x) y €re auma a eete, obteniendo 2, que Be

pone en Ia columna correepondiente -

Este 2 se multiplica por eI 2 del divisor y e1 producto 4

ae suma a -5, dando -1 y asf EuceÉlvamente.

E1 úItlmo número de le tercera flla ea eI reeto y todo los

nrlmeros a su lzqulerda eon los eoeflclentes del coclente.:

3-4-5+O-8+25i2
+6 +4 -2 -4 -24 i

coeflcientes de Q(x)

Como P(x) es de gulnto

entoncea Q(x) ee de cuarto

La eo1uc1ón ee: 3x4+2x3-X2

Como P(x )

sx5-4x4-sx
= Q(x)D(x )+R, entonces:
3-Bx+25= ( gx A+zxg-x.2-zx-12 

) (x-z )+--1----v-o

3 +2 -1 -2 -12 +1 residuo

grado y D(x) de prlmer grado,

grado.
1

-2N-72+-----*
x_2

X-r,

aI

1.4.- TBOREIIA DEL RESIUJO.-

S1 un pollnomlo P(x), de grado n>O, 6e dlvlde entre

entonces eI residuo R ee una congtante y eE igual
polinomio cuando 6e auatituye r l>or X: ee deelr P(r)=R.

Denoetración--

S1 Q(x) es eI cociente, por definlc!,ón de dlvlstón
tlene:

P(x) - Q(x) (x-r )+R(x)

Como el grado R(x)<grado (x-r) ===¡ f, eE constante.
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Como P(x) = Q(x)(x-r)+R(x) ee cumple para cualquier valor

de X, entoncea se cr¡mple tamblén:

P(r) = Q(r)(r-r)+R
p(r) = Q(r)-O+R

P(r) = R

EJ emplo:

HaIIar por divislón slntétlca Q(x) y R, de dlvldlr

P(x) = x4 -zN2 +3x-2 entre D(x) = x+2.

para ealcular P(-2).

Solución:

P(x) = x4-zx2-3x-z

D(x) = X+2 = X-(-2) y

Ir

Utlllzar el resultado

p-ñ

t=-2

I +0 -2 +3 -2
+4 -4 +2

L-2+2
Q(x) = x3-2x

P(-2) = 0

I
--)

+0

rrY- I

1-5-- TEoRmlA DEL FAC[OR--

El Teorema del Residuo nos conduce al Teorema del Factor

que dlce:

EI polinomio P(x) de grado n > O es dtvislble por (x-r), ea

decir (x-r) ee un factor de P(x), É1 y solamente El r eÉ un

cero de P(x)

Demoetración:

Sea P(x) = Q(x)(x-r)+R

Sl r esl un cero de P(x), entoneeg P(r)=O y como P(r)-R



entonces P(x ) = Q(x)(x-r)+O

P(x) = Q(x)(x-r) tuego x-r

Ree ll)rocamente :

Si. x-r ee un factor de P(x), entoncee:

P(x) = Q(x)(x-r)
P(r) = Q(r)(r-r) = Q(r)-0=O
Por tanto, r eE un cero de P(x)

&iemplo:

Moetrar que X-l ee un factor de P(x)

Soluclón:: Se ealcula eI reslduo de

Basta calcular eegirln e 1 Teorema de I
p(1) = 14(1)99-68(1¡56+sl

= 14-65+51 = O

Como P(1) = 0, 1 es un eero de P(x)

Factor, (x-1) es un factor de P(x).

es un fac t or de P (x)

oo
= 14X""

dlv1dLr

Reslduo,

-65x58+51

P(x) entre X-1.

P( 1)

y por eI Teorema del

1-8-- TEORMIA FI'NDAHHÚTAL DBL AIGEBRA

EI Teorema deI Faetor eetableee que si r e6 un eero de P(x)

elendo P(x) = ArrXn+Arr-rxn-'*. . . *^rr*Ag, donde n>o, entoncee

lQ(x) = Arrxn-l+-..+so tal que P(x) = (:(-r)Q(x).

Este teorema ee aplica cuando se conoce algo acerca de los

ceros de P(x).

Ya eabemos encontrar los ceros de polinomlos de prlmero y

segundo grado, pero no ere ha dleho nada acerca de loe

pollnomlog de grado mayor.

E1 siguiente teorema no di-ce como encontrar 1os ceroe de un

polinoml,o, pero ai garantiza la exlstencia de e6tos.

,t._f



Aceptaremos 1a valldez de este teorema, ya que au

demostraclón es demaslada eompllcada para lnc1ulrla aquf.

Teorema:

gl P(x) ea de grado n > 0 entoncea exlete un r real o

compleJo tal que P(r) = 0. En otraa palabras, todo P(x) de

grado mayor que O, tlene aI menos un cero.

Supongamoe: P(x) = ArrXn+Arr- rXn- 
1+. . . +A1X+A6 donde el errado

o>O entoneeg exlate un r de P(x). Luego, por el Teorema del

Factor, tenemos:

iA1(x) = AnXn-l+-..+q1 tal sue P(x) - (x-r1)81(x) (1)

Si n-1 > 0 ee puede apllcar el Teorema Funda¡nental del

Algebra a Q1(x) para ver que exlste un 12 tal gue Q1(r2)=0

entoncea por e1 Teorema del Factor:

iQ2(x) = ArrXn-2+...+q2 ta1 que Q1(x) = (x-r2)Q2(x) (Z)

ReempJ-azando (2) en (1):

P(x) = (x-r1) (x-rz)Q2(x) (3)

Si el grado Q2(x) e6 positivo, entoncea 82(x) tiene un

cero, rO, aef que:

Qg(x) = Ar.r:tn-3+. . , +q3 tal 9ue Q2(x) = (x-rg)O3(x) (4)

Si reemplazamos Ia ecuación (4) por la (3), tenemos:

P(x) = (x-r1) (x-rz) (x-ra)8(x)

Se puede contínuar eate proceso haeta que el grado del

polinomio cociente sea cero, etsto ea, despuée de n paaoe-

EI ú1tlno I)oll-nomlo coclente ee:

8,.(x) = ArrX'-t = An, V por conelgulente:

P(x) = (x-r1) (x-rz) (x-r3) - -. (x-rn)An

Es claro dete¡:minar que 1oe nrlmeros r1r r2r 13,...,rr, gon

precisamer¡te 1oe ceroB de P(x), entonces P(x) tlene
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exactamente n eeroa no necesariamente dlferentes.

Obgerwaclones:

i)-- El teorema ya ee ha verlficado Para n = 1 y n = 2.

Pue§ 81 P(x) = ax + b y r es un cero, entortces:

P(x) = a(x-r) porque r=-b/a,y81 P(x) =ax2+bx+ c

es un pollnomio de eegundo grado, con ceros 11 y rZ,

entoncea: P(x) = a(x-r1) (x-rz ) .

l.i)-- De Ia ecuación P(x) = an(x-rl) (x-rz) (x-r3). -. (x-rrr),

claro que los números r1:r2,r3:,,-,Fn aon Preclsamente los

ceros de P(x). Por tanto, P(x) tiene exactamente n ceros no

necesariamente diferentes.

1i1)-- Si P(x) ae repreaenta cono e1 producto de factores

Iinealee y (x-r) ocurre m veceEi, entoncee r se Llama un

cero de multlplicidad m-

iw)-- El Teorema Fundamental deI Algebra aÉegura Ia

exletencla de eo1uc1ón para Ia ecuaclón x2 * 1 = O.

EJemplo:

sl 3 ee un cero dobre de P(x) = x4-L1x3+55x2-114x+go,

eecriblr a P(x) como un producto de faetoreg lineales-

Soluclón: Como 3 eB un cero doble de P(x), entonces:

P(x) = ( x-s )2Q (x )

= (x2-6x+g )e(x)

Para hallar Q(x) dlvldinoa P(x) entre (X2-6X+g), noEt da:

8(x) - x2-gx+1o.

b+ b -4ac ZUeando: X

ceros: (3+i)

===> P(X) =

¿-d

y ( 3-i ) .

(x-3)-'Ix-(3+1) ] lx-(3-1) l.

enX -6X+10 obtenemos los

15



1.7._ CEROS DE POLINOMIOS CON COEFICIENTES REAI,ES._

Teorema--

Sea P(x) =

n>O con

Ar.rn+A,r-1rn-1+, . .+A1r+Ao = o

de grado

cero de

de P(x ) -

Hallar dos ceroe

en producto de

Ar.rXn+Arr- rxn- 
1+ - . . A1X+AO un po l lnomlo

coeflclentee reales. S1 r es un

P(x), entonces au conJugado r tamblén es un cero

Demoatrac lón - -
§1 r ee un cero de P(x), entonces:

P(r) = Arrrn+ Arr- 1r'- 1+ . . . A1r+AO

tomando eI conJugado a los dos lados de la eeuaclón,

fenemos:

P(r) =

Como eI conJugado de la suna de doe o más térmlnoe es Ia

eu¡¡ta de los conjugadoe de los térmlnos y 0 = 0, tenemos:

Arrrn+Arr-r¡n-1+. . . A1r+AO = O

Como e1 conjuBado de1 producto de dos o máe factoreg eE eI
producto de loe conJugados de loe factores, nos da:

Arrn+Arr- 1rn- 
1+ . . . +A1r+Ao = o

Como e1 conJugado de un nrlmero real ee e1 mlemo número real
y como loe coeflcÍentes de P(x) aon reales, Be puede

escriblr:

Arrrn+Arr- 1r
P(r) = O.

n-1+...+A1

Es decir,
r+46 - O o

r es un cero de P(x).

EJemE¡lo:

Si 3-1 eE un cero de P(x) = X3-4X2-2X+20.

más de P(x) y Iuego deeeomponer P(x)

factores lineales.

lb



Solucfón-- Si

tanbién 1o es,

x3-aNZ

3-1 ee un cero, entonces Bu conJugado, 3+1

y tenemos: tx-(3-i)l y [x-(3+i)],
-zr+zo N3- x?-zx*zo

cero de1

A1 aon

= X+2
tx- ( 3-1i I tx- ( 3+1) -BX+ 10

P(x ) tX-(3-i) I [X- ( 3+i ) ] (X+2 )

1.8._ CEROS RACIONAI.ES DE POLIT{O}IIOS @N COEFICIENTES

EL¡IEROS--

S1 todoe los eoeficientee de P(x) C Z, entonces por medlo

de1 Bigulente teorema se pueden éncontrar todos loe cerog

racionalee de P(x), si exleten-

===>

Teorema:

Si b/c,C Q, c=0 en su mfnlma exprealón, ee un

potlnomlo P(x) = ArrXn+An-1Xn-1+. . .+A1X+AO, donde

todos enteroe, entonces b es un factor de A6 v ceEiun

factor de An'

EJemplo:- Hallar todos log poslbles ceros raclonalee
po1lnomlo P(x) = 2X3+3X2+2X+3

Sí b,/c C Q, c=0, es un cero raclonal de P(x), entonceg

6er un factor de Ag - 3 rr c de An = 2

Algr¡noe valores de b eerán: 1, -1, 3, -3

Algunos valoreg de c serán: 1, -1, 2, -2

Entonces los poelbles valores de b,zc serán: 1, -1, 3

-3, t/2, -7,/2, 3/2, -3/2.
Probando estoe valores ee hal1a que P(-3,¡2) = O.

Entonces e1 único cero de P(x) ea -3/2.

del

debe

L7



1.9.- CEROS REAT.ES DE POLINOUIOS CON COEFICIEIITES REAI,BS.-

Teorema:

Sea P(x) un polinomlo con coefici-entee reales; a y b doe

númeroe tales que a < b. Si loe doe núr¡eros P(a) y P(b)

tienen signos opuestos, entoncea hay un número r entre a. y

b tal que P(r) = 0.
,,

(¿,

I '-? cr)

?Q)
I
I
I
f

& xo r

(a,?ca )

¡u, ?rt)

? ttl

Un cero real de un pollnomlo ee puede aproxlmar de 1a

Blgulente manera:

En Ia figura Ee mueatra un areo del gráfico de un pollnomio

P(x).
v

c&
f b

18

o

(n, ?@)

I
I

Y



Los númeroe P(a) y P(b) tlenen elgnog opuestoa, y r es un

cero de P(x) que está entre a y b. Tomamos un punto c

aproximado a r y que a au vez fntersecta al eJe X-

Para encontrar a e proeedemoe de Ia slguiente manera:

La pendiente deI segmento (a, P(a)) haeta (b, P(b)) está

dada por eI cociente:

P(b ) - P(a) 0 - P(a)
(1) y también por (2)

b a c a

Igualando (1) con (,2t, y desarrollando tenemos:

P(b ) - P(a) 0 P(a)

b a a

(c-a)P(b) - (e-a)P(a) = -(b-a)P(a)
cP(b) - aP(b) - cP(a) + aP(a) = - bP(a) + aP(a)

cP(b) - cP(a) = aP(b) - bP(a)

ctP(b) - P(a)l = aP(b) - bP(a)

aP(b) - bP(a)
>c

P(b) P(a)

Tomando el nrlmero c como una aproxlmaclón de cero r

aP(b ) - bP(a)

P(b) P(a)

E.ieml¡lo:

Conelde rar
de terminar

eI gráfleo del pollnomlo P(x)

los ceros reales de P(x).

1S

+X-1 para



! = N3+ *-t

r
U,ir ¿a I o

Jt ?(r)

Se puede obeervar que eI gráftco de P(x) tlene un cero

entre O y 1- Examinando un poco más obgervamos que el cero

ae encuentra entre (O,P(O)) y (1,P(1)) o sea entre (O,-1) y

(1,1) que ae eneuentran en ladoE opueatoa del eie X'

entonceg eI gráflco de P(x) debe lntereeetar: eI eJe X en

a1gún punto ent¡.e 0 y 1.

EI gráflco de P(x) euSlere que eI cero de P(x) > 7/2.

Haclendo algunoe cáIculos observamos que:

P(O.6) = (0.6)8 + O.6 - 1 = - O.184

P{O.?) = (O.7)3 + O.7 - 1= O.O43

Como esto6 dos númeroe tlenen elgnoe opueetoE, podemoe

aflrmar que nueetro eero ea un nrlmero entre 0.6 y O-7 y

aef podemos 1r con3lgulendo meJorea apnoxlmaclonee.

Un cero de P(x) que este entre 0.6 y 0.7 ea

aproximadamente:

aP(b) - bP(a) (0.6)(0.043) - (o.7)(-o.184)

o

r - o.581
P(b ) - P(a) 0.043 - ( -0. 184 )

Si se qufere una meior áproximación se podrlan calcular
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P(0.681),

númeroB con

hasta encontrar dos

1- 10-- HLCTONAS RACrOüIAI.ES--

Se llaman funcioneg raclonales a lae funcionee que son

cocienteg de pollnomfos.

x2-ts
Las expresiones: f (x)

X+4

X 3X

P(0.682), P(0.679),--.

61gno6 opueEtos.

x

x

X= 1e(x )

J (x)

R(x)

X+l

3

--L

2

h(x)
x-l

4X -5X+ I . Y=ñ1 k(x)
x -1 2

funelones rac ionales -

f(x)
E1 Dominio de una funclón raclonal R(x) no

e(x)

contiene loe ceros de la funclón pollnómica g ya que fa

divlsión entre cero no tlene aentldo.

Sf eI nrlmero real a eB un cero de ambaa funelonee f y I en

f (x)
R(x)

2

, es decir si:
c(x)

f(a) = 0 y

se tlene:

f(x)

g(a) entonces por eJ- Teorema deI Factor

(x-a)f1(x) fl(x)

o

X=a
c(x) (x-a)e1(x) B1(x)

Ei emplo :

2L



2 (x+4) ( (X-4)
Sean: f(x)

h(x )

-ll

x 4 si X = 4
X+4
3X

X+4

v
x-1

De lae funcionee dadas obtenemos IoE siguientes gráflcoe:

l

gI 1r.=I

I
&

+y' h"i)=*
5i

ü
f

$, -f
I
t

4
)¿oo

I

I

I
I

I

I
I
I

x

4

¡
t

Observándolos detenldamente conclulmoa que :

x2-te
i) La función f (x) no está deflnida cuando eI

X+4

denominadon X+4 ea O, es declr cuando

restricción origlna en e1 gráf1co un punto

hueco) puesto que tanto el numerador como

son simultaneamente cero cuando X = -4.

[ = -4- Eeta

perdldo (o un

e1 denomlnador

3X
ií) Para la funclón h(x) = Ia regtrlcclón en el

x-1

denomlnador origlna que no aolo no eetá deflnlda euando X=1

sj-no que tamblén es lnfinltamente grande en valor absoluto

cuando X se aproxima a 1-

22

I

I
1

I
I
I

I
I

I

I

I
I

I

I

I

I

1



Esto

X=1,

ij.i )

ocurre porque solamente eI denomlnador es O cuando

no ael el numerador que en este caeo es 3-

2Y

x -4 no es aÉfntota para f (x) ml entras
X+4

ei lo es para h(x)
x-1

3X
que

En general , conclufmos que:

f(x)
R(x )

g(a)

X= 1

tiene una asfntota vertlcal en S1
B(x)

f(x)
sa se hace infinitamente grande

c(x)

se aproxlma a a- EBta sltuación Ee pnegenta cuando

Y f (a) = O.

{sPot
l¡tOr d¡ (i.,r¡or 

^¡ot.Eal¡1,¡rú'rJr'Ca
"'tn! Horl.,6, e¡l,t fio¡.r

=Q y

cuando X

E(a) = O

¿ó



CAPIÍULO IL

APTICACION DI. TURBO PASCAL gS I/A RESOTUCION DE ECT'ACIONES

POLI}IOilICAS

Preliminares - -
Antes de dar creo delnicio aI presente capftulo

hacer notar los siguienteBirnportanc 1a

re lac l onado s

aspee to6

con eI TURBO PASCAL.

2-1-- LENfiTAJE DE PRff¡RAUACIOI'I

Un programa en computadora e6 una secuencia de

instrucclones nada ambiguas que toman datos, loe manipulan

de cierta manera y regreaan datoe. Estae lnstrucciones

deben ser eepecfflcae porque una computadora entlende lae

instrucclones como secuenciaa de interruptores de

encendido-apagado que no permiten ambiguedadee -

Un lenguaje de alto nivel consiste en palabrae que eon

fáelles de reconocer y recordar para un Eer humano, en

1uÉar de 1as secuenciae de ceros y unoa.

Conej-gte de palabras como WRITE, PROGRAM, BEGIN Y END-

Cuando un progra¡na se compila, cada palabra de alto nlvel

se traduce en nuchas cadenas de ceros y unos, que

repreBentan inÉtrucciones y datoe. Hoy en dla }oa

encendidog y apagados 6on lnterruptoree electrón1cos que Ia

computadora ftia por e1Ia mlema para responder a 1os

enuncladoe de sus prograrnaa.

Los lenEuaJes de alto nlvel varfan mucho en que "tan altos"
son. En e1 nivel máe baJo esta el lenguaJe eneamblador,

donde cada palabra corresponde a una instrucclón del
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procesador de Ia PC.

EI lenÉuaJe eneamblador e6 út11 cuando se neceelta

manipular la computadora dlrectamente y cuando sabe exacta

y preeiaamente Io que qulere hacer.

Un poco máe arrlba eetán los lenguaJes como C, que son

alEunas vecee ueadoa para escrl-bir eomplladores y slstemas

operativoe- C proporclona más aruda que eI eneamb lador,

pero da un acce8o elenificatlvo a lae funclones de baJo

nivel de 1a computadora.

Todavfa máe arrlba e6tán l-06 lenguaJes eomo Pascal, que

comblnan lngtrucclones fác11ee de recordar, a1g:ln acceeo de

baio nlvel, y por 1o menos algunas funclones de seEuridad

para e1 progranador novato -

2-2.- fT'RtsO PASCAL

EI lenEual e Paseal fue dieefiado por Nlklaus Wlrth en el

lniclo de loe af[os 70 como una forma de enseñar las ideae

de programaeión estructurada a los eetudlantea de clenclaa

computacÍonalee, y hasta hoy, todavLa exhibe eu aeeendencl-a

didáct 1ca .

Turbo Pascal es un lenguaJe de programación de ¡>ropóaltoe

general que e6 adecuado para un aroplio r.ango de

apl-icacionee. Proporeiona capacidades de alto nivel aI

a1Étema operativo y a la CPU. Pascal tambien está dlseñada

para enseñar métodoe de programación eetructurada que hacen

más fácl1 Ia depur:acLón y nodlflcaclón de loa programaa.

Turbo Pascal , eomo una forma distintlva de Pascal , tamblén

da soporte a Ia programaclón orlentada a obJetos, que



extl"ende con mucho las capaeidadee proporcionadae por la

programac ión eotructurada -

2.3.- PROPOSICIO¡TES DE @NITOL ET.I PASCAL

IF- - TI{EN - -ELSE: Se uea cuando eI programa debe ramificarse

en una direccíón u otra, baeándoee en Ia condlclón

especiflcada en Ia cláusuIa IF. La cláusula ELSE es

opcional.Enunclados IF..THEN..ELSE mrlltlples pueden Ber

anidadoe para manej ar n(l1tlI>lea alternativas.

CASE - -END: Ueado cuando el programa deba ramifiearse en una

entre variae direcclones, dependlendo de los valores

reelbldos en múltlplea caBoEi. Los enuncladoe CASE aon una

forma más fácll de m€.neJar muchae al"ternatlvas que con Ios

enunclados IF anidadoo- turbo Paecal extiende eI enunc iado

CASE permltlendo Ia adición de una cláueu1a ELSE

(CASE, .ELSE. .END) para mane.jar altuaciones en las que un

valor no eaté lmplementado en ninguno de 1oe casos. Los

eectores CASE deben eer eonstantes de1 típo ordenal , a

dlferencla de los valoree de una cIáusula IF, que pueden

ger varlables y tipoa de datos no ordinales-

FOR I:= !l TO tr¡ DO: Uselo cuando el programa debe repetir un

enunclado una cierta cantldad de veces; aquf, I ee Ia

varlable de eontrol del ciclo, ll eE e1 valor lniclal , y N

es eI valor fínal . Más de un enunciado puede repetlrse sl
Be enlazan en ur¡ solo enunclado compuesto usando

BEGIN- -END. La variable de control ee lncrementada

automáticamente en cada paeada por el c1clo.
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Í¡HI[,B - -DO: Es utilizada cuando el programa debe repetir un

enunclado basándose en que 1e eondlclón de1 clclo Bea

verdadeva, pero a) no €e eabe sl la condlclón eerá

verdadera alguna vez, y b) no 6e sabe por adelantado

cuántae vece€, se tendrá que eJecutar el clclo- La condiclón

del cicLo ee evaluada antes de que eI ciclo se eiecute,

porque s1 ee falsa cuando eI programa alcanee el ciclo

WHILE, entonces e1 cielo nunca €,e ejecutará- Se pueden

repetlr muchos enunclados si ae enlazan en un eolo

enunclado compuesto con BEGIN..END.

RffiEAT - -Ul{fIL: Debe uaerae cuando un programa tenga que

repetlr un enunclado baeándoee en que una condLclón Eea

verdadera, pero a) e1 clc1o debe eJecutarBe por Io úenor

una vez, y b) no ge sabe por adelantado cuántas vecea ge

tfene que repetlr dlcho enunclado - La condición de1 clclo

eB evaluada después de que ae e.jecuta el cic.Lo, aal que,

aln importar el valor de 1a eondlción de1 clclo cuando el
programa alcance e1 enunciado REPEAT, e1 cíc1o Ee ejecutará

por 1o menoa una vez- Máe de un enunclado puede 6er

tncLuldo entre REPEAT y UNTIT aln tener que utillzar
BEGIN..END.

2-4.-PASOS EI{ BL DBSARROLIO DE PROGRA}ÍAS

i)-- Establezca en una oraelón 1o que eI programa

hacer -

it)-- Divida la tarea prlnclpal en eubtareas haeta que

una Eea un claro paso lóglco. Olvfdeee de loe detalles
lenguaj e .

debe

cada

deI



iii)-- Deelda los detallee generales, como Ias varlables

globalee y loca1es, lae estructurae de datos, etc- Eeeonda

1o máe que pueda dentro de subrutlnae; cree eI marco

general deI prograrna.

iw)-- Codiflgue y pruebe cada aubrutina por eeparado antes

de colocarla en eI marco general de1 programa. AEegúreee de

que cualquler variable externa usada por una subrutlna 6ea

deelarada como parámetro.

w)-- Coloque todae las aubrutlnaa en eI marco general del

programa y pruebe el prograrna baJo una verledad de

condlciones.

2.5.- PROGRA}IACIOH ESÍBUCII'RADA

Eete eB eI nombre que Be da aI enfoque general de u6ar

móduIoe, es decir, delegar eubtareae y emplear a1E¡¡na forrna

de programación deecendente con refinamiento ¡>or pasoe.

En la programaclón deecendente se empleza haclendo un

bosqueJo del cuerpo prlnclpal en seudocódlgo, y el es ¡rtuy

complicado eerá necesarlo trazar varloa bosqueJos deI

cuerpo principaL, en donde cada uno lrá completando cada

vez máE detaIlee.

Pero regresando a la programaciór¡ eetructurada podemoe

declr que su meta es produclr prograrnae que 6ean más

fácIles: 1) de escrlblr, fl) de correglr, 111) de leer y

lw) de nodificar -

En resumen, Turbo Pascal eg un len8uaje de programaclón

dlseñado para enseñar métodoe de programación eetructurada

que hacen más fácl1 Ia depuraclón y modlflcaclón de loe

PrograInas,



2.6.- HETODO DE BAIRSTT}¡ PARA HALT.ÁR IAS RAICES DE

POLINODTIOS

Se eetablece en primer térmlno que todo polinomio de grado

n, de coeficlentea A1 reales

P(x) - rn + Alxn-1 + ... + Ar.-1x + An = O (1)

cr¡mple con las Bi8ulentes propledades:

i)-- Tienen n rafces ya Éean realee o co¡np1eJas, únlcae o

repetidas -

11)-- Lae rafcee compleJae elempne aparecen en pareJas

complejae conjugadas.

i11)-- Satleface Ia regla de loe algnoa de Descartes-

E1 método a utillzar para encontrar lae rafcee de Ia

ecuaclón pollnomlal ee eI de BAIRSL.ICW" e1 mlamo que nog

permlte factorizar un pollnomlo de eegundo grado de 1a

forma x2 + px + q o partLp de un pollnomlo P(x) de grado

n, eiendo \ > 2, eg declr:

P(x) = Q(x)(x2 + px + q) (21

tas ralceg realee o compLeJas a y b de1 pollnomlo *2*p**q

aon a su vez rafees de P(x) o eea:

P(x) - 8(x) (x-a) (x-b) (3)

Repltiendo eI método para eI pollnomlo 8(x), 6e obtlenen

otras dos rafcee de p(x); y aef suee€1va&ente haeta

determinar Iae n ¡rafcee de Ia ecuaclón (1),

A contj,nuaclón veremoa una deecrlpclón del método de

Ba lrstow:

Dada 1a ecuaclón pollnom1a1 (1), el eI pol1nom1o p(x) 6e

dlvlde entre x2+px+g, Ee obtlene:

p(x) = (x2+r)x+q)e(x) +f¿x+S (4)

,o



Donde Rx + S eg e1 reelduo y Q(x) se puede expreear como:

Q(x) = *n-2 * Blxn-3 + ... + Brr-3x + Brr-2 (5)

Sl eI reelduo Rx + S eB nu1o, entoncee *2 * p* * q es e1

factor de P(x) deseado. Ahora e1 obietlvo es reduclr R y S

a cero para obtener loe valores de p y q.

Vamoe a obtÉner R y S como funcionee de p y q-

Sustituyendo la ecuaelón (5) en la (4):

P(x) = {x2+px+q¡txn-2+B1xn-3*...*Brr-o*+Bn-z) + Rx + s

Efectuando el producto noe queda:

P(x) = xn+pxt-1*qxn-2*gr*n-1*B1r:xn-2+B1exn-3*gr*n-2*

+Bzpxn- 3*3r*n-4*. . . +Bn-ax3+Bn-3px2+Brr-3ex+Brr-2x2+Brr-2px+

+Brr_2e+Rx+S

Agrupando térmlnos de Ia mlema potencla:

P (x) - xn+xn-1(p+81 ) +xn-2 { e+B1e+82 ) +xn-s ( B1e+B2p ) +

+xn-4 t B2e ) + . . . **3 ( Brr-3 ) +x2 ( Brr-3lr+Brr-2 ) +x ( Brr-39+Br.-2r+R ) +

+B.^ -q+Stt- ¿" -

Comparando con Ia ecuaclón (1):

41 =81 +P (6)

AZ= BZ + PB1 +s (7)

Ak=Bk+pBk_1 + sBk_z k=3,4"5,...n-2 (8)

An_l- = R + nBr.r_, + 9Bn_3 (9)

An

Sl se deflnen

que:

Las ecuaclones

Ia fórmula lteretlva únlca.

(10)

BO = 1 y B_1 = O, y ademáe Br., V Brr_ 1 tales
R = Bn-l (11) S = Bn-I (1,2)

(6) a (1O) se pueden escribir en !érminos de
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Ak = Bk+pBk-l +eBk-Z k= 1,2,-.-'n (13)

Obgérveee que de Ia fórmula (6) ee puede determj-nan 81 en

térmlnos de p y 41 conocida-

Sustituyendo eata 81 en (7), ee puede determlnar BZ en

térmlnoE de A1 vA2 conocidas, asi como P y q.

Contlnuando en e6ta forma, se pueden determinar Brr-1 y Bn

en términos de p y q, aei cono de 1ae A1 conocldae.

Sustituyendo Bn_1 v B' en las eeuaclones (11) y (12) Ee

encuentran R y S eomo funclonea de p y q-

Como ee desea que e1 re8lduo de 1a ecuaclón (4) 6ea nulo,

ae deben determinar p y q talee que 6e cumplan ]as

ecuaclonea:

R=fl(p,q)=0 (14)

S=fz(p,q) =0 (15)

Lae ecuaciones (1-4) y (15) forman un Élstema de ecuaclones

no llnealee en p y 9, 9u6 ee puede resolver por el método

de Newton-Raphson para funcionee de dos varlables.

La exprealón lteratlva de Ne¡¡ton-Raphaon que da Ia

aproximación xk+1 de la raLz de 1e ecuacLón f(x) = 0 en

una variabl-e , eE :

f(xrr)
x¡-¡1 = xr, -

f ' (xn)

Esta expresión de Newton-Rapheon, se puede escrlblr:

f(x¡) + (x¡+1 x¡)f-(x¡): o (16)

donde x¡ es Ia aproxlmaeión anterlor de Ia rafz.
La expresión iteratlva de Newton-Raphson para determlnar eI
punto (x,y) en el cuaL la funclón de dos varlables f(x,y)
vale cero, ee puede escriblr tomando loe pri-meros términos
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de1 desarrollo en serie de Taylor para funciones de dos

varlables y baJo clertag eupoelcionee.

f(x¡,v¡)+(x¡*1-x¡)f*(x¡,v¡)+(v¡*1-v¡)fo(x¡,v¡) = 0 (L7,

Donde fx(xk,yk) representa la derlvada parclal de f(x,y)

con reÉpecto a x evaluada en eI punto de Ia k-esima

aproximación(xk,yk) . En eata ecuaclón, (x¡a1,v¡a1)

repreeenta Ia nueva aproxímación a 1a ralz en térmlnoe de

Ia aproximaclón anterlor (x¡,v¡), ael como Ia funclón

f(x,y) y sue doe derivadas pareiales evaluadae en (x¡,V¡)-

Aplicando 1a ecuación (1?) a lae funclonee (14) y (15):

f1(n¡,e¡) + pflp(pk,sk) + sflq(pk,sk) = O (18)

f2(e¡,e¡) + pf2p(pk,sk) + ef2n(e¡,e¡) = O (19)

donde: p = pk+l -pk (2O)

9 = 9¡a1 - 9¡ (2L)

Puesto queR=fl(p,s)=Bn-l y S= f2(e,e) = Brr+pBrr-1,

1ae ecuaclones (18) y (19) se pueden expregar como

Bn-1 +
Bn- 1p(-------) +

p

Brr+p¡Brr_ t+
Bn

p( -----
P

B_.
q(-------- )

q
o (22)

B
+ Bn- l+Pk

E
"n- 1

------ ) +
P

Bn
q(----- +

ql

n-1
P¡ o

q

en térmlnos de

ecuación, restemos

1a ecuación (23)

B-.
BIL- 1+

B' v Brr_1- Para sinpliflcar 1a últlma

la eeuaclón (22) nultlpllcade por pk de

para obtener:

Bn- 1 (24)

Bn
(25'

p+
P q

q=0

s=0
8,"

Br. + 1---:- + Brr_1)
P

Para emplear esta6

p+
§I

fórmulas , ge neceslta conocer 1as



derivadas

partlr de

Parc iales

8.,-

q

donde

B.
-l

Parc lal,ea de

la fórmula

dan:

D

Bn V Brr-1, ee Pueden

recurelva (13), cuyas

B

obtener a

der l-vadas

BIo- l p s (26)

B,_ o B
-8,- - p q (27 )

q q

B-1 Bo I]

<24)
pqPq

Pueeto 9ue B-1 -O V B0=1

Para evltar Ia neceeidad de evaluar las derivadas parclales

(28) y (27'), asf como para obtener un algorltmo máe

eficiente, va¡noE a obtener otras formae de recurrencla máe

convenientes -

Ael como factorlzamoe *2 * p* + q de p(x) para obtener la
ecuacíón (4), factorlcemoe La 8(x) de la ecuaclón (4) en Ia

mlema forma para obtener

8(x) = (x2 + px+ q) (xn-4 + Clxn-S +.-. + Cn_5 + Cn_4) +

+ Rxx + S;* (29)

Agrupando termlnos de lgua1 potencia y comparando con Ia

ecuaclón (5), ee obtlene Ia re1ac1ón de recurrencl"a

Ck=Bk-pCx-1 - eCk-2 k= 1,2'3,"',n (3o)

Análoga a Ia relaclón (13) con C-1 = O y C0 = 1, y

extendida haeta n.

EI negatlvo de 1a ecuaclón (30) con eubindlee k = k-1 es

-Ct-t = -Bk-l + pCk-Z + sCk-A' Comparando eBta expreeión

con 1a (26) ee lnflere que:

pp p

0
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Bk c,- .
p

Análogamente,

escriblr como

(27), da:

Sustituyendo ( 31)

Raphson (24) y (251 ,

Cn-Z P + Cn-3

(Cn_l -Bn_1) p+

Para slmpliflear aün más

Cn-1 = Cn-

con lo cual

Bairstow

(31 )

Ia re lac l-ón ( 30 ) con k

- CA_Z + r>Ck-A + sCk_4

Bk

l¿-2 se puede

comparada conque

q

v

(32)

(32) en las ecuacioneg de Newton-

ae obtiene:

q Bn- I (33)

Ias ecuaciones anteriores quedan en la forma de

Crr-2 I = Br',

1a nonenelatura, ae

I - Bn_l (35)

(34)

deflne

(36)

(37 )

de ecuaelonee que puede

Cr,-2 n +

crr-1 P +

que conetituyen un

resolverse para ¡>, q

Cn-A 9 = Bn-1

Cr",-2 I = Bn

siEtema llneal

2.7 -_ PASOS A SE(il,IE HI¡ BL OO}IPUTADOR PARA RBSOLVER T,NA

ECUACION POLT§OHICA T}TILIZAi¡M PROGRAMACION EN PASCAL

Los paeos a seguir en el computador eon:

1)-- Ingresar los valores lntclale de p y q-

11)-- Evaluar B¡ para k = 1,2,-.-,n empleando Ia ecuacl-ón

Ak = Bk * pBt_f + sBk_Z k = 1,2,.-.,n
ili)-- Evaluar % para k = !,2,...,n-1, empleando Ia

ecuac 1ón

Cf = B* - pOk_1 - eC]r_Z k= 1,2,---,n

34



v).- Ée+r-,icBr'

a_-n- j

-_n- t

vi).- Ob LÉne¡'

i.,'t - .: =1,,::. i- f,*r

_ -¡1-.j _

detÉrrnin:r

L c,.i n:-r s v u=

p rütr e:rc

-I], ti- 1

E-,

1á*- inrüq 1l:és

.-a1{:}reEdenyCe

Ét¡t

pyit

Ll H¡llLl l. L'. sl l! lr-l

F¡a1 = P¡,. + P

Fi+1 = !!. {- irr

vii)-- Def;errninar rii -"-a cclnverqLú eil, rnit{ldó" c, EÉür vpr

p ',j: y cj ,l 5i nü I"i.3 LDtlvBrqidr:' regi'L:!:ar

{ii)

viii)-- llnn Lo:; valr:r'ps utrtnnicla:; cle ¡: y q o determiñar l, ¡rE

ral[e:i.iel f "1ctfJr ct.r&drát1rü

deade (i) i:c'rlix).- Repetir e1

re duc i clr¡

p{xi,

E1 E,ol. i.n$miü

L iÉ ra 1i:Es de

¡í¡

fl(x), hasta obtener todas

?.8-- PROERAM BAIRSTOI¡'

P ri:c1r'.:m EÁ j. !'=tol.J i

a,L:ri: arr a',, [1,":]Ül ,lf real:
i. u j on r integer;
¡'!gl .drldsrdenrtol, ;irr. lrir2 1 FÉ.rli

rrli t*.J.rr ('qradfl cJel polinoinir?'] ¡
reád1n (n) i
grni Le¡1n ('r,alr¡res inici¡r}es Fi¿rra el
l.lriteln ('ing;-*se a1 '?al']r inicisl
reádIn (r') i
r.rniteLn ( ' inqreEp el. \ra1or inic:a1
rBs{l 1n ($i i
r.rl.iteln ('tülerancia?' ) ;
Í.P a4l i, n ( 1(r1);
l'or' ii- (',] to ri d,:l

h ?rJ i r-'l

f üi:tc.r' i:l¡adr{t:icnr'i ¡
ñe r' ) t

de s') ¡



r,iri te ln i ' ingrese c¡ef iciente' r i)i
r-eafl In { r. t i+f,] ) i

Énd i
t:l1t -t : = 1-!i

trt:i r= (:,i

clil:* Í:1 i
r*p e at

r.lriljñ1n('valnreg iniciaies para e1 faütor
clLatirática'i;
l¡Jriteln('ingrese e1 valor inicial dÉ r") i
rÉadlri (r) i
r,lr j.te1n ('ingrese eI valor rnicial de :;') i
readin (a);

if i i 3r.¡ l;hen
beq i. n

r.,nitsln ('no converge' ) i
ha 1. b;

Rnd i
r,rri teln ( '13ctor r¡-tadritico Éncclntr'¡du r{^?-r+."t-
rn ,:
r,l.r. telrr ('r'= !r-, 'g- ,:,)l
i J' n*11 bhen i

tleqirr
,,1 ¡ = 1 ¡.+srlrt ( at)É ( r*n::4r.j ) I /?j ¡
L.rri.beln ( ...,1.., 

" l1) ;
r:2: i, ( r-.fjclr.t i ail5 ( n{ r+4*s l I /A.\ i
r,rriteln (' xi*' .¡r?) ¡

áñ¡.

for Ll= ; tr) r¡+f, dfl

r-rnt r 1 n : ir
if n=l thÉñ
hB!l in

r.rril:;eln('ecrr¿ción l ine¿1 f inal a;(+b') i
r.,r.i Le 1n ( 'a= ' . btn+?l);
r,lriteln ('b=', btn+_11 ) I

hs€¡in
i f tr tn+:l l..l(:r th,3r)
riI r = (L][rr+Ji ),¡ (b in+2] ] i
r,:rita1Í1 ( '.'i1='":i1) i

ErrJ i
i.fn=ilth+rr
e1r,,e

t]Éqin
¡rriteln ('ecuraciún f .i.nsl. ruradrática

a.)*x^I+tlH.r-c') i
r.¡ritelnq,a_,, bLn+1J) ;
urriteln 1,6=,, bIn+IJ );
r.rriteln ( 'tr=' . btn+f,1) i
h E(J irl
r{1 : - ( r+sq r'L (;lLr.j i r*r-1,4+-q) } /:) i

alx



!,rriteln (';,r1='. ;¡1) i
;rIr= (r-r¡qrt (ab= (r'+r+4*9) :/3) ;
uJritplñ { '¡;?"' . :rI} I

end i
end:i

end i
end,

?. S. 1 . - DIAERAI,IA DE FLUJB DEL PROGRAI,I EAIRSTOI¡¡


