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INTRODUCCCION

El presente trabajo de investigacién monografica ha sido
realizado con el propdsito de aportar en algo a la
Educacidén Media en el &rea de la MatemAtica y concretamente
en la resolucién de Ecuaciones Polindmicas.

He dividido este trabajo en dos capitulos: E1 primero esta
dedicado estrictamente a la parte algebraica y, el segundo
a la aplicacidén de la Programacidén en Pascal para hallar
las raices de las ecuaciones polindmicas.

Cada tema tratado serd llustrado con un sencillo ejemplo,
para dar asi una mejor interpretacidn del mismo, y de esta
forma ir preparando el terreno del capitulo segundo.

Al empezar el segundo capitulo haré previamente una
sintesis sobre Lengualje de Programacidén y Turbo Pascal. El
método de Bairstow para hallar las raices de polinomios
serd tratado con mayor atencién en vista de que es wuna
aplicacidn directa de lo revisado en el primer capitulo.
Realizaré una correlacidn entre la parte algoritmica,lsa
programatica v el diagrama de flujo.

Finalmente ilustrare algunas prueba de corridas del
programa Bairstow.

Deseo igualmente que este pequefio aporte ayude a descifrar

en Ud. cualquier ingquietud que hayva tenido previamente.




CAPITUIO 1
FUNCIONES POLINOMICAS Y RACIONALES

1.1.— ECUACION ENTERA RACIONAL.-

Definicidtn.- Una ecuacidn entera racional de grado n en la
variable x es una expresidén de la forma
AOXn+Aan“1+A2X”_Z+...+An_1X+An:O donde n &8 un enterc no
negativo y los Ai son constantes reales o complejas; AO:O.
Otra forma de expresar la ecuacidn anterior es:

X0, x0lip xP"24 | 4P L X+P. = 0. al dividir por An=0.
g} & n-1 n 0

Ejemplos:

4K3—2X2+3X—5:O es racional entera de grado 3

XZ— 2X+4=0 es racional entera de grado 2

x4+ 3%-8=0 es racional entera de grado 4

Observese que en cada una de las ecuaciones los exponentes

de X son enteros positivos y los coeficientes de las

variables son constantes (reales o complejas).

1.2_- POLINOMIOS DE GRADO N_-

Definicién.— Un polinomio de grado n en la variable X es
una funcién de X de la forma

£(x)=AX A XM L+A K24 L 4A_1X+A, . Ag=0 ; donde n es un
entero no negativo y las Ai constantes reales o complejas.

Entonces f(x)=0 es una ecuacién racional entera de grado n




en X.

Ejemplos.-

Si  f(x)= 3X°+X%4+5X-6, se tiene f£(-2)=3(-2)°4+(-2)%15(-2)-
-8 ===> f(-2)=-36.

Si f(x) = X2 + 2X - B, se tiene f( 5)=( 5)2+42( 5)-8 ==>

5 214 5)=2 5-3. Todo valor de X que anule a f(x) recibe el

nombre de raiz de la ecuacidn f(x)=0.

Ejemplo:
2 es una ralz de la ecuacidn f(x)=3X3—2X2—5X—5:O, va que:

£(2)=24-8-10-6=0.

1.3.- COCIENTE DE POLINOMIOS.-

1.3.1.- Divisién larga.-

Teorema:- Sean dos polinomios cualesquiera P(x) y D(x),
donde el grado de D(x) < grado de P(x) y D(x)=0, entonces
existen los polinomios R(xX) y Q(x), tales que:
P(x)=D(x)Q(x)+R(x) donde el grado de R(x) < grado de D(x) o
bien R(x)=0 v la suma de los grados de D(x) v Q(x) es
igual al grado de P(x).

La ecuacidén P(x) = D(x)Q(x)+R(x) es una consecuencia

directa de la ecuacidn que resulta de la divisidén de:

Donde a P(x) se le llama dividendo; D(x) se le llama
divisor; Q(x) se le llama cociente y a R(x) se 1le llama

residuo o resto.




Ejemplo:

Sean P(z)=22%4-734772_27-2 v D(z)=27Z2-Z+1. Encontrar Q(z) v
Bt=z).

074_734772_ 072 | 272-741

gitigt. 2% {2243
_______ 672-22-2
-BZ“+3Z-3
_____ E:g_
===> Q(z) = 2243
R(z) = Z-5
P(z) = Q(z)D(z)+R(z)

1.3.2.—- Divisioén Sintética.-

La divisidén sintética es un método abreviado de efectuar la
divisién de cualguier polinomio por un polinomio de la
forma (x+r). Por este método podemos determinar los

coeficientes del cociente y tambien el residuo.

Ejemplo:

Dado P(x) = 3X°-4x%-5x°3-8X+25
Dix) = -2

Hallar Q(x) yv R(x).

Se escriben los coeficientes de P(x), sustituyendo con
ceros los terminos cuyas potencias de X faltan., es decir:
3 -4 -5 +0 -8 +25
A continuacién v en forma de divisidn clésica se escribe el

segundo termino de D(x) cambiando su signo.

3 -4 -5 +0 -8 +25 | 2

El primer coeficiente de P(x) se escribe en el primer lugar

de una tercera fila y se le multiplica por el divisor 2.
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El producto 8 se coloca en la segunda fila bajo el segundo
coeficiente de P(x) v se suma a este, obteniendo 2, que se
pone en la columna correspondiente.

Este 2 se multiplica por el 2 del divisor v el producto 4
se suma a -5, dando -1 y asi sucesivamente.

El 4dltimo nuimero de la tercera fila es el resto y todo los

numeros a su izgulerda son los coeficientes del cocilente.:

g =4 -6 0 -8 26 | 2

3 +2 -1 -2 =12 +1 residuo

coeficientes de Q(x)
Como P(x) es de quinto grado y D(x) de primer grado,

entonces Q(x) es de cuarto grado.

4 3,
La solucidn es: 3X +2X3—X2—2X—12+ ——————
X-2
Como P(x) = Q(x)D(x)+R, entonces:
:
3x9-4x%-5%3-8%+25=(3x%4+2X5-X2_2X-12) (X-2)4——————
X-2

1.4_.- TEOREMA DEL RESIDUO.-

Si un polinomio P(x), de grado n>0, se divide entre X-r,
entonces el residuo R es una constante y es igual al
polinomio cuando se sustituyve r por X: es decir P(r)=R.
Demostracidn. -

Si Q(x) es el cociente, por definicién de divisién se
tiene:

P(x) = Q(x)(x-r)+R(x)

Como el grado R(x)<grado (x-r) ===> R es constante.

: 5 |



Comoc P(x) = Q(x)(x-r)+R(xX) se cumple para cualquier valor

de X, entonces se cumple también:

P(r) = Q(r)(r-r)+R
P{r) = Q(r).0+R
PLyry = R

Ejemplo:

Hallar por divisién sintética Q(x) v R, de dividir
P(x) = X%4-2X243X-2 entre D(x) = X+2. Utilizar el resultado

para calcular P(-2).

Solucién:
P(x) = X%-2x2-3%-2
D(x) = X+2 = X—-(-2) yv r = -2

1.5.- TEOREMA DEL FACTOR.-

El Teorema del Residuo nos conduce al Teorema del Factor
gque dice:

El polinomio P(x) de grado n > 0 es divisible por (x-r), es
decir (x-r) es un factor de P(x), s8i y solamente si r es un
cero de P(x)

Demostracidn:

Sea P(x) = Q(x)(x-r)+R

8i r es un cero de P(x), entonces P(r)=0 vy como P(r)=R

12



entonces P(x) Q(xX)(x-r)+0

P(x)

Q(x)(x-r) Luego x-r es un factor de P(x)
Reciprocamente:
Si %x-r es un factor de P(x), entonces:

P(x) Q(x)(x-r)

I

P{x) Q(r){(r-r) = Q(r).0 =20

Por tanto, r es un cero de P(x)

Ejemplo:
Mostrar que X-1 es un factor de P(x) = 14X99—65X56+51
Solucidn:: Se calcula el residuo de dividir P(x) entre X-1.

Basta calcular segtn el Teorema del Residuo, P(1)

P(1) = 14(1)99-65(1)564+51
= 14-65+51 = 0O
Como P(1l) = 0, 1 es un cero de P(x) yv por el Teorema del

Factor, (x-1) es un factor de P(x).

1.6.- TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA

El Teorema del Factor establece que i r es un cero de P(x)
siendo P(x) = Aan+An_1Xn_l+_._+A1X+AO, donde n>0. entonces
1Q(x) = A X" 14 l4qy tal que P(x) = (x-r)Q(x).

Este teorema se aplica cuando se conoce algo acerca de los
ceros de P(x).

Ya sabemos encontrar los ceros de polinomios de primero vy
segundo grado, pero no se ha dicho nada acerca de los
polinomios de grado mayor.

El siguiente teorema no dice como encontrar los ceros de un

polinomio, pero si garantiza la existencia de estos.

13




Aceptaremos la wvalidez de este teorema, ya que su
demostracién es demasiada complicada para incluirla aqui.
Teorema:

Si P(x) es de grado n > 0 entonces existe un r real o
complejo tal que P(r) = 0. En otras palabras, todo P(x) de
grado mayor que 0O, tiene al menos un cero.

Supongamos: P(x) = Anxn+A Xn_1+...+A1X+AO donde el grado

-1
n>0 entonces existe un r de P(x). Luego, por el Teorema del
Factor, tenemos:

1@y (%) = Aan_1+...+ql tal que P(X) = (x-rq)Qq(x) (1)

Si n-1 > 0 se puede aplicar el Teorema Fundamental del
Algebra a Ql(x) para ver que existe un ro tal que Q1<r2):o
entonces por el Teorema del Factor:

1Qp(x) = A X724 4q, tal que @(X) = (X-rp)@x(x)  (2)
Reemplazando (2) en (1):

P(x) = (x-ry)(x-r3)Qy(x) (3)

Si el grado Qz(x) es positivo, entonces Qg(x) tiene un
cero, rg, asi que:

Qg(x) = A XP 34 | 4q5 tal que @y(x) = (x-r3)@z(x)  (4)

Si reemplazamos la ecuacidn (4) por la (3), tenemos:

P(x) = (x-ry)(x-rg)(x-rg)Q(x)

Se puede continuar este proceso hasta que el grado del
polinomio cociente sea cero, esto es, después de n pasos.

El Gdltimo polinomio coclente es:

Q,(x) = A X" = An, y por consiguiente:

By =2 (x—rl)(x-rz)(x—ra)...(x-rn)An

Es claro determinar que los numeros ry, g, rs,....r, son
precisamente los ceros de P(x), entonces P(x) tiene

14




exactamente n ceros no necesariamente diferentes.

Observaciones:

i).— El teorema va se ha verificado paran =1 y n = 2.
Pues si P(x) = ax + b y r es un cero, entonces:

P(x) = a(x-r) porque r = - b/a , y 81 P(x) = ax2 + bx + ¢

es un polinomio de segundo grado, con ceros ry vV ro,

F

entonces: Pix) = a(x-rq)(x-rs).
ii).—- De la ecuacidn P(x) = an(x—rl)(x—r2)(x—r3)...(x—rn),
claro gque los numeros ry,rg,rsg,...,r, son precisamente los

ceros de P(x). Por tanto, P(x) tiene exactamente n ceros no
necesariamente diferentes.

iii).—- ©8i P(x) se representa como el producto de factores
lineales ¥y (x-r) ocurre m veces, entonces r se llama un
cero de multiplicidad m.

iv).— El1 Teorema Fundamental del Algebra asegura la
existencia de solucidn para la ecuacidn x2 + 1 = 0.
Ejemplo:

i 3 es un cero doble de P(x) = X4—12X3+55X2*114X+90,

o5}

escribir a P(x) como un producto de factores lineales.
Solucidn: Comec 3 es un cero doble de P(x), entonces:
P(x) = (x-3)%Q(x)

(X2-6X+9)Q(x)

Para hallar Q(x) dividimos P(x) entre (X2—6X+9), nos da:

Q(x) = X2-8%+10.
Usando: X o e en X2—6X+10 obtenemos los

ceros: (3+i) y (3-1i).

===> P(xX) = (x-3)2"[x—(3+1)1[x-(3-1)].

15



1.7.- CEROS DE POLINOMIOS CON COEFICIENTES REALES.-

Teorema. -

ol = n n—-1 .
Sea P(x) = AnX +An_ik +...A1X+AD un polinomio de grado
n>0 con coeficientes reales. Si r es un cero de

P(x), entonces su conjugado r también es un cero de P(x).
Demostracidn. -

Si r es un cero de P(x), entonces:

P(r) = Anrn+ An_lrn‘l+...Alr+A0 =0

tomando el conjugado a los dos lados de la ecuacidn,

tenemos:

- n n-1 -
Blr) = B v tl, gr +...+Ayr+Ag = 0

Como el conjugado de la suma de dos o més términos es la

suma de los conjugados de los términos y 0 = 0, tenemos:

1

A rn+An~1rn— +...Ayr+A5 = O

n

Como el conjugado del producto de dos o mas factores es el

producto de los conjugados de los factores, nos da:

Anrn+An_lr“‘l+.._+Alr+Ao =0

Como el conjugado de un numero real es el mismo ntmero real

v como los coeficientes de P(x) son reales, se puede
escribir:

A rP+A, vl 4AIPHAG = 0 o

P(r) = 0. Es decir, r es un cero de P(x).

Ejemplo:

51 3-1 es un cero de P(x) = X5-4%2-2%+20. Hallar dos ceros

=

ds de P(x) ¥y luego descomponer P(x) en producto de

factores lineales.

16




Solucidn.- Si 3-1i es un cero, entonces su conjugado, 3+1
también lo es, vy tenemos: [x—-(3-1)] ¥y [x-(3+1)],
%9_4x2-2%420 x3-4%2-2%+20

[X-(3-1)1[X-(3+1) X2-8X+10
—==> P(x) = [X-(8-1)1[X-(3+1)1(X+2)

1.8.— CEROS RACIONALES DE POLINOMIOS CON COEFICIENTES
ENTEROS . -

Si todos los coeficientes de P(x) C Z, entonces por medio
del siguiente teorema se pueden encontrar todos los ceros
racionales de P(x), si existen.

Teorema:

i b/ec,C Q, c=0 en su minima expresidn, ez un cero del
polinomio P(x) = A X™+A, ;X" 1+ . +A X+A;, donde A, son
todos enteros, entonces b es un factor de Ap vy c es un

factor de An.

Ejemplo:- Hallar todos los posibles ceros racionales del
rolinomio P(x) = LX3+8X2+2X+3

Si b/c C @, c=0, es un cero racional de P(x), entonces debe

ser un factor de AO =3 y c de A, = 2

Algunos valores de b seran: 1, -1, 3, -3

Algunos valores de ¢ serdn: 1, -1, 2, -2

Entonces los posibles valores de b/c serén: 1, -1, 3, -

_8’ 1/2, —1/2, 8/2: _3/2-
Probando estos valores se halla que P(-3/2) = 0.

Entonces el tGnico cero de P(x) es -3/2.
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1.9.- CEROS REALES DE POLINOMIOS CON COEFICIENTES REALES. -
Teorema:

Sea P(x) un polinomio con coeficientes reales; a v b dos
numeros tales que a < b. Si los dos numeros P(a) vy P(b)
tienen signos opuestos, entonces hay un numero r entre a vy

b tal que P(r) = 0.

&

Un cero real de un polinomio se puede aproximar de la

siguiente manera:

En la figura se muestra un arco del gradfico de un polinomio

PLx).
By
(b, F’(i))
J: P(K}
a
s } e -+ v




Los numeros P(a) y P(b) tienen signos opuestos, vy r s un
cero de P(x) que estd entre a y b. Tomamos un punto c
aproximado a r y que a su vez intersecta al eje X.

Para encontrar a ¢ procedemos de la siguiente manera:

La pendiente del segmento (a, P(a)) hasta (b, P(b)) esta

dada por el cociente:

—————————————— (1) y también por SRR (2)

Igualando (1) con (2), y desarrollando tenemos:

Pi{b} — P{a) 0 - P(a)

===> (c—-a)P(b) - (c-a)P(a) = —-(b-a)P(a)
===> cP(b) - aP(b) - cP(a) + aP(a) = - bP(a) + aP(a)
===> c¢cP(b) - cP(a) = aP(b) - bP(a)

===> c[P(b) - P(a)] = aP(b) - bP(a)

aP(b) - bP(a)
SoDh O D e e e

Tomando el nuimero ¢ como una aproximacidn de cero r:

aP(b) - bP(a)

P(b)y = B(a)

Ejemplo:

Considerar el grédfico del polinomio P(x = XB+X—1 para

determinar los ceros reales de P(x).




y= X %!

~l um cero

de P(x)

Se puede observar que el grafico de P(x) tiene un cero
entre 0 y 1. Examinando un poco méds observamos gque el cero
se encuentra entre (0.P(0)) yv (1,P(1)) o sea entre (0,-1) ¥y
(1,1) gque se encuentran en lados opuestos del eje X,
entonces el gradfico de P(x) debe intersectar el eje X en
algin punto entre 0 y 1.

El grafico de P(x) sugiere que el cero de P(x) > 1/2.
Haciendo algunos célculeos observamos que:

43

PiD.6) + 0.6 - 1 - 0.184

I
L
m

P(0.7) = (0.7)3 + 0.7 - 1 = 0.043

1

Comc estos dos nimeros tienen eignos opuestos, podemos
afirmar que nuestro cero es un numero entre 0.6y 0.7 v
asi podemos ir consiguiendo mejores aproximaciones.
Un cero de P(x) que este entre 0.6 v 0.7 es
aproximadamente:

‘ aP(b) - bP(a) (0.6)(0.043) - (0.7)(-0.184)

P{b) - P{a) 0.043 - (-0.184)
Si se quiere una mejor aproximacidn se podrian calcular
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P(0.681), P(0.682), P(0.679),... hasta encontrar dos

nameros con signos opuestos.

1.10.—- FUNCIONES RACIONALES.-
Se llaman funciones racionales a las funciones qgque son

cocientes de polinomios.

Xe-16
Las expresiones: f(x) = —————- ; X = -4
X+4
X2 3X
B(X) = —=————— « X = =% h(x) = ————- 5 5= U
X+1 X-1
--:3 =
‘4}‘ _4.,-'X+l 2 l\'j
Jixy = NS B " X = Elx) = . : X = 0, son
Xe-1 3X
funciones racionales.
f(x)
El Dominio de una funcién racional R(x) = -—-—=———- no
g(x)

contiene los ceros de la funcidn pcoclindmica g va que la
divisidén entre cero no tiene sentido.

Si el numero real a es un cero de ambas funciones f v g en

R{x) = ~—=v— , es decir si:

H
o
1l
&
]

§ g(a) = 0, entonces por el Teorema del Factor

Tiax) (x—a)fl(x) fl(xb

g(x) (x-a)gq (X) g4 (x)

Ejemplo:
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X™-16 (x+4) ((X-4)
Sean: f(xX) = ——==——- D e e e e =X-4 siX=-4
X+4 X+4
3X
¥ 2 si X =1
X1

De las funciones dadas obtenemos los siguientes gréficos:

Ay

-4

\
L
- e wa o — — — ] T w— o — —— — —

Observandolos detenidamente concluimos que:
i) La funcidén f(x) = ——=———- no estd definida cuando el

denominador X+4 es 0, es decir cuando X = -4. Esta
restriccidén origina en el grédfico un punto perdido (o un

hueco) puesto gque tanto el numerador como el denominador

son simultaneamente cero cuando X = -4.
X

ii) Para la funcidn h(x) = —-———— , la restriccidén en el
X-1

denominador origina que no solo no estid definida cuando X=1
sino que también es infinitamente grande en valor absoluto

cuando X se aproxima a 1.



Esto

X=1,

X

EiA)

que X

En gen

Rix)

g(a)

cuando

g(a)

ocurre

no asi el numerador gue en

1

si lo es para

eral,

0 ysi | ————— '

X se aproxima a a.

0 v f(a) 0.
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porgue solamente el denominador es

-4 no es asintota para

tiene una asintota

0 cuando

este caso es 3.

, mientras

h(x) = -==——- .

concluimos gque:

vertical en x a =i

se hace infinitamente grande

Esta situacidn se presenta cuando

g
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CAPITULO II

APLICACION DE TURBO PASCAL EN LA RESOLUCION DE ECUACIONES
POLINOMICAS

Preliminares.-

Antes de dar 1inicio al presente capitulo creo de

importancia hacer notar los siguientes aspectos

relacionados con el TURBO PASCAL.

2.1.—- LENGUAJE DE PROGRAMACION

Un programa en computadora es una secuencia de
instrucciones nada ambiguas gue toman datos, los manipulan
de cierta manera y regresan datos. Estas instrucciones
deben ser especificas poraue una computadora entiende las
instrucciones como secuencias de interruptores de
encendido—-apagado gue no permiten ambiguedades.

Un lenguaje de alto nivel consiste en palabras que son
fdciles de reconocer y recordar para un ser humano, en
lugar de las secuencias de ceros y unos.

Consiste de palabras como WRITE, PROGRAM, BEGIN Y END.
Cuando un programa se compila, cada palabra de alto nivel
se traduce en muchas cadenas de ceros y unos, que
representan instrucciones v datos. Hoy en dia los
encendidos y apagados son interruptores electrdnicos gque la
computadora fija por ella misma para responder a los
enunciados de sus programas.

Los lenguajes de alto nivel wvarian mucho en gque "tan altos”
son. En el nivel mas bajo esta el lenguaje ensamblador,

donde cada palabra corresponde a una instruccidn del
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procesador de la PC.

El lenguaje ensamblador es util cuando =se necesita
manipular la computadora directamente y cuando sabe exacta
v precisamente lo gue quiere hacer.

Un poco més arriba estédn los lenguajes como C, gue son
algunas veces usados para escribir compiladores y sistemas
operativos. C proporciona mads ayuda gque el ensamblador,
pero da un acceso significativo a las funciones de bajo
nivel de la computadora.

Todavia mé&s arriba estidn los lenguajes como Pascal, que
combinan instrucciones facliles de reccrdar, algln acceso de
bajo nivel, y por lo menos algunas funciones de seguridad

para el programador novato.

2.2.- TURBO PASCAL

El lenguaje Pascal fue disefiado por Niklaus Wirth en el
inicio de los afios 70 como una forma de ensefiar las ideas
de programacidén estructurada a los estudiantes de ciencias
computacionales, v hasta hoy, todavia exhibe su ascendencia
did&ctica.

Turbo Pascal es un lenguaje de programacién de propdsitos
general que es adecuado para un amplio rango de
aplicaciones. Proporciona capacidades de alto nivel al
sistema operativo y a la CPU. Pascal tambien estd disefiada
para ensefilar métodos de programacidn estructurada gue hacen
més facil la depuracidén vy modificacidén de los programas.
Turbo Pascal., como una forma distintiva de Pascal, también

da soporte a 1la programacién orientada a objetos, que
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extiende con mucho las capacidades proporcionadas por la

programacidn estructurada.

2.3.- PROPOSICIONES DE CONTROL EN PASCAL

IF. _THEN. .ELSE: Se usa cuando el programa debe ramificarse
en una direccién u otra, basé&ndose en la condicidn
especificada en 1la cldusula IF. La clausula ELSE es
opcional.Enunciados IF..THEN..ELSE miltiples pueden ser

anidados para manejar multiples alternativas.

CASE. _END: Usado cuando el programa deba ramificarse en una
entre varias direcciones, dependiendo de los valores
recibidos en miltiples casos.Los enunciados CASE son uns
forma més fadcil de manejar muchas alternativas que con los
enunciados IF anidados. Turbo Pascal extiende el enunciado
CAGSE permitiendo la adicién de una cldusula ELSE
(CASE. .ELSE. .END) para manejar situaciones en las gque un
valor no esté implementado en ninguno de los casos. Los
sectores CASE deben ser constantes del tipo ordenal, a
diferencia de los valores de una cldusula IF, gque pueden

ser variables y tipos de datos no ordinales.

FOR I:= M TO N DO: Uselo cuando el programa debe repetir un
enunciado una cierta cantidad de veces; aqui, I es la
variable de control del ciclo, M es el wvalor inicial, y N
es el valor final. Mas de un enunciado puede repetirse si
se enlazan en un solo enunciado compuesto usando
BEGIN. .END. La wvariable de control es incrementada

automdticamente en cada pasada por el ciclo.
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WHILE. .DO: Es utilizada cuando el programa debe repetir un
enunciado basandose en que la condicidén del ciclo sea
verdadera, pero a) no se sabe si la condicidén seré
verdadera alguna vez, V¥ b) no se sabe por adelantado
cudntas veces se tendra que ejecutar el ciclo. La condicidn
del ciclo es evaluada antes de que el ciclo se ejecute,
porque si es falsa cuando el programa alcance el ciclo
WHILE, entonces el ciclo nunca se ejecutarad. Se pueden
repetir muchos enunciados si se enlazan en un solo

enunciado compuesto con BEGIN..END.

REPEAT. .UNTIL: Debe usarse cuando un programa tenga que
repetir un enunciado baséndose en que una condicidén sea
verdadera, pero a) el ciclo debe ejecutarse por lo menos
una vez, ¥y b) no se sabe por adelantado cudntas wveces se
tiene que repetir dicho enunciado. La condicidén del ciclo
es evaluada después de que se ejecuta el ciclo, asi que,
sin importar el valor de la condicidén del ciclo cuando el
programa alcance el enunciado REPEAT, el ciclo se ejecutara
por lo menos una vez. Mas de un enunciado puede ser
incluido entre REPEAT y UNTIL sin tener que utilizar

BEGIN. .END.

2.4_-PASOS EN EL DESARROLLO DE PROGRAMAS

i).— Establezca en una oracidén lo gque e1 programa debe
hacer.
ii).— Divida la tarea principal en subtareas hasta que cada

una sea un claro paso légico. Olvidese de los detalles del

lenguaje.
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iii).— Decida los detalles generales, como las variables
globales y locales, las estructuras de datos, etc. Esconda
lo més que pueda dentro de subrutinas; cree el marco
general del programa.

iv).— Codifique y pruebe cada subrutina por separado antes
de colocarla en el marco general del programa. Aseglurese de
gue cualguier wvariable externa usada por una subrutina sea

declarada como parametro.

v).— Cologue todas las subrutinas en el marco general del
programa vy pruebe el programa bajo una veriedad de
condiciones.

2.5.— PROGRAMACION ESTRUCTURADA

Este es el nombre que se da al enfoque general de usar
modulos, es decir, delegar subtareas y emplear alguna forma
de programacion descendente con refinamiento por pasos.

En la programacidén descendente se empieza haciendo un
bosquejo del cuerpo principal en seudocddigo, v si es muy
complicado serd necesario trazar varios bosquedos del
cuerpo principal, en donde cada uno ird completando cada
vez més detalles.

Pero regresando a la programacidén estructurada podemos
decir gque su meta es producir programas gue sSean mas
fadciles: i) de escribir, 1ii) de corregir, iii) de leer ¥y
iv) de modificar.

En resumen, Turbo Pascal es un lenguaje de programacidn
disefilado para ensefilar métodos de programacidén estructurada
gque hacen mas fédcil la depuracidn y modificacidn de 1los

programas.




2.6.—- METODO DE BAIRSTOW PARA HALLAR LAS RAICES DE
POLINOMIOS

Se establece en primer término gue todo polinomioc de grado

n, de coeficientes Ai reales

P(x) = x" + Aixn"l + .o A 4Xx + A, =0 (1)

cumple con las siguientes propiedades:

i).— Tienen n raices ya sean reales o complejas, Unicas o
repetidas.
ii).—- Las raices complejas siempre aparecen en parejas

complejas conjugadas.

iii).- Satisface la regla de los signos de Descartes.

El método a utilizar para encontrar las ralces de la
ecuacién polinomial es el de BAIRSTOW, el mismo que nos
permite factorizar un polinomio de segundo grado de la
forma x2 + pXx + 4@ © partir de un polinomio P(x) de grado
n, siendo n > 2, es decir:

P(x) = @x)(x% + px + @) (2)

Las raices reales o complejas a v b del polinomio X2+px+q

son a su vez raices de P(x) o sea:

P(x) = Q(x)(x-a)(x-b) (3)
Repitiendo el método para el polinomio Q(x), se obtienen
otras dos raices de p(x); y asi sucesivamente hasta

determinar las n raices de la ecuaciédn (1).
A continuacidén veremos una descripcidén del método de
Bairstow:

Dada 1la ecuacidn polinomial (1), =i el polinomio p(x) se

divide entre x2+px+q, se obtiene:

2

e

pP(x) = (x° + px + q)Q(x) + Ex + S {43
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Donde Rx + S es el residuo y Q(x) se puede expresar como:

n-2

Qix) = x + len-s

. Bn_3x -+ Bn—2 (D)

51 el residuo Rx + 5 es nulo. entonces x° + px + g es el
factor de P(x) deseado. Ahora el objetivo es reducir Ry S
a cero para obtener los valores de p ¥y g.

Vamos a obtener R yv S como funciones de p y q.

Sustituyendo la ecuacidén (5) en la (4):
2

o

P(x) = (x +px+q)(xn_2+B1xn_3+...+Bn_3x+Bn_2) + Rx + B

Efectuando el producto nos queda:

P(x) = ;-:“+1;>:»:n‘1~f-qu«:n“2+B1:n:n‘1 n“2+B1qxn"3+Bzx“"2+

3

+B1px

n"4+__.+Bn_3x3+Bn_3px2+Bn_3qx+Bn_2x2+Bn_2px+

+B2pxn_ +Boax
+Bn_2q+Rx+S
Agrupando términos de la misma potencia:

P(x) = xP4x" 1(p+By ) +x7 2 (q+B; p+By)+xP 3 (Bya+Bop)+
+xn"4(82q)+...+x3(Bn_3)+xg(Bn_3p+Bn_2)+x(Bn_3q+Bn‘2p+R)+
+B,,_oq+8

Comparando con la ecuacidén (1):

o2
o]
I

= Bz + pB1 + q {7)
Ak = Bk i ka_i ¥ qu—Z k=3,4.5,.--n—2 (B)

A4 =R+ pB,_o + aB,_q (9)

A, = 8 (10)

Si se definen BO =1 y B—l = 0, v ademéas Bn Vv Bn—l tales
que: B = Bn—l (11) 8 = Bn~1 (12)

Las ecuaciones (8) a (10) se pueden escribir en términos de

la formula iterativa Unica.
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Ak = By + PB4 + @By o K2 1,250 (13)
Obsérvese que de la férmula (6) se puede determinar By en
términos de p vy Ai conocida.

Sustituyendo esta By en (7), se puede determinar Bs; en
términos de Al yA2 conocidas, asi como p ¥ Q.

Continuando en esta forma, se pueden determinar Bn-l v B
en términos de p ¥ gq, asi como de las Ai conocidas.
Sustituyendo Bn—l v Bn en las ecuaciones (11) v (12) se
encuentran R y S como funciones de p y q.

Como se desea que el residuo de la ecuacién (4) sea nulo,

se deben determinar p vy gq tales que =se cumplan las

gcuaciones:
R = f4(p,a) =0 (14)
8 = fg(P,Q) = Q) (15)

Las ecuaciones (14) y (15) forman un sistema de ecuaciones
no lineales en p v 9, gue se puede resolver por el método
de Newton-Raphson para funciones de dos variables.

La expresidén iterativa de HNewton-Raphson que da 1a
aproximacidén Kjegq de la raiz de la ecuacidén f(x) = 0 en
una variable, es:

f(xn)

Esta expresién de Newton-Raphson, se puede escribir:
E(xp) + (Xppq1 — Xp)E7(x) = O (18)
donde X}, es la aproximacidén anterior de la ralz.
La expresidén iterativa de Newton-Raphson para determinar el
punto (x,y) en el cual la funcidn de dos variables f(x,y)

vale cero, se puede escribir tomando los primeros términos
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del desarrollo en serie de Taylor para funciones de dos
variables y bajo ciertas suposiciones.

Ry Vi ) (R 1 =R Ve (R s Vi ) (Ve 1~V M B (e W) = 0 £17)

Donde fx{xk’yk) representa la derivada parcial de f(x,y)
con respecto a x evaluada en el punto de la k-esima
aproximaoién(xk,yk). En esta ecuacidn, (Xk+1’yk+1)
representa la nueva aproximacidén a la raiz en términos de
la aproximacidn anterior (Kk,yk), agsli como la funcidn
f(x,y) v sus dos derivadas parciales evaluadas en (xk,yk).

Aplicando la ecuacidén (17) a las funciones (14) y (15):

£1(pg-ag) + PEyi(Pp,qp) + afy (Pg.qg) = O (18)
folPg.ag) + Plog(pg.ay) + afo (Pp.q) = 0 (19)
donde: P = Pgy1 — Py (20)

q4 = gyl T I (21)
Puesto que R = fi(p,q) = Bn—l vy 8 = fo(p,a) = Bn+an—1"

las ecuaciones (18) y (19) se pueden expresar como

n- -4
Byog * Pl-——mmm § % G-t &0 .

P Q

- Sn- n Bp-1
Bn+Pan_l+ P( ————— G Bn__1+pk —————— Y+ g{(———--— +pk ______ y = 0

en términos de Bn v Bn-l' Para simplificar 1la 1dltima
ecuacidn, restemos la ecuacidén (22) multiplicada por Pl de

la ecuacidén (23) para obtener:

B B
n-1 n-1
Bpq + == P + ————————— q=20 (24)
=1
B B
n n
Bn I + Bn—l) p+ —— q=20 {(25)
P =]
Para emplear estas férmulas, se necesita conocer las
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derivadas parciales de Bn v Bn—l‘ se pueden obtener a
partir de la fdérmula recursiva (13), cuvas derivadas

parciales dan:

e e = )~ (26)

“By.o - p ———= - q —————=- (27)

—————— = mm—Ee = mmmie = ——2- = 0 (28)

Puesto que B—l =0 ¥y BO = 1

Para evitar la necesidad de evaluar las derivadas parciales
(28) v (27), asi como para obtener un algoritmc mas
eficiente, vamos a obtener otras formas de recurrencia mas
convenientes.

Asi como factorizamos 32

+ px + q de p(x) para obtener la
ecuacidn (4), factoricemos la Q(x) de la ecuacidn (4) en la

misma forma para obtener

2 n-4 n-5

@(x) = (x* + p¥ + gqii= + C4x * vwe 0y g+ Lo a3 +
+ Rxx + S% (29)

Agrupando terminos de igual potencia y comparando con la
ecuacidén (5), se obtiene la relacidén de recurrencila

Cx = B = PCy_q4 - aCy_» E = 1,2,3y:..40 (30)
Andloga a la relacidén (13) con C—l =0 ¥ CD = s ¥
extendida hasta n.

El negativo de la ecuacién (30) con subindice k = k-1 es -
“Cyoq1 = “Bp_q + pPCp o + aCy_3- Comparando esta expresion

con la (28) se infiere que:
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B.

K

pceme 12 o= Ck—l (31)

1=
Andlogamente, la relacidn (30) con k = k-2 se puede
escribir como - Ck—Z + ka_a + qu_4 que comparada con
(27), da: Bk

———————— = = Cp_o (32)
q

Sustituyendo (31) y (32) en las ecuaciones de Newton-
Raphson (24) v (25), se obtiene:
Cn-2 P+ Ch3a=Eyhy (33)
(cn—l - Bn—l) P + Cn—2 q = Bn (34)
Para simplificar atn més la nomenclatura, se define
Cn—l = Cn~1 - Bn-l (35)
con lo cual las ecuaciones anteriores quedan en la forma de
Bairstow
Chn-2 P+ Cp3 9= By 4 (36)
Cn—l P + Cn—2 g = Bn (37)
gque constituyen un sistema lineal de ecuaciones gue puede

resolverse para p, 4.

2.7.— PASOS A SEGUIR EN EL COMPUTADOR PARA RESOLVER UNA
ECUACION POLINOMICA UTILIZANDO PROGRAMACION EN PASCAL

Los pasos a seguir en el computador son:

i).- Ingresar los valores iniciale de p v q.

ii).- Evaluar Bk para k = 1,2,...,n empleando la ecuacidn
Ak = Bk + ka_l + qu_2 k = 1,2-,.-.,[1

iii).— Evaluar Ck para k = 1,2,....,n-1, empleando la

ecuacidn

v
I

Ck = Bk = pck_l = qck_z 1,2,...
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vidl.— Obtener 1

i nmo hae convergido,

arminar las

abtenic

TALY o

i1n
write 1. 1

writeln

e

reacdln
B - . . Eos
{ e el valor inicial de =")z










