MOISES VILLENA MUNOZ

Cap 3 Lo Integral Definida

DEFINICION
TEOREMA DE INTEGRABILIDAD
TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

3.4.1 PROPIEDAD DE LINEALIDAD

3.4.2 PROPIEDAD DE ADITIVIDAD

3.4.3 PROPIEDAD DE COMPARACION

3.4.4 PROPIEDAD DE ACOTAMIENTO

3.4.5 PROPIEDAD DE SUSTITUCION

3.4.6 PROPIEDAD DE SIMETRIA

3.4.7 PROPIEDAD DE PERIODICIDAD

3.4.8 PROPIEDAD DE LA DERIVADA DE UNA
INTEGRAL

Objetivo:
Se pretende que el estudiante calcule integrales
definidas aplicando teoremas y propiedades
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3.1 DEFINICION

Ya se ha mencionado que un problema a resolver es la determinacion
del area bajo una curva y = f(X).

y =7

@

El calculo integral proporciona las herramientas para dar solucion a
esta problematica.

Dividiendo la region en "N " rectangulos. Observe la figura:
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Las bases de los rectangulos son de dimension no necesariamente
igual. Las alturas de cada rectangulo estarian dadas por el respectivo valor
que se obtiene en la funcién f con el punto (observe la figura) que se ha

denotado como X. El area del primer rectangulo seria |A = f(X:)AX, el

area del segundo rectangulo seria |A = f(iz)AX2 ; y asi , el area del

n-ésimo rectangulo seria [A, = f (Xa)AX, |
X

n
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Observe que si tomamos Xi =X, X2 =X,, Xs=X;, ..., Xi=X,, se
tienen rectangulos circunscritos; en cambio si se toma X: =X,, X2 =X,

Xs = Xy 5 ees Xi = X, , se tendrian rectangulos inscritos.
La suma de las areas de los Nrectangulos seria:
(3o JAx, + f (2 A%, + F(Xs JAX, +...+ (0 JAx,
Que de manera abreviada tenemos:

Z:: f (xi Jax

Bien, lo que se quiere es el area de la region, por tanto se deberia
considerar una suma de una cantidad muy, pero muy grande de
rectangulos, es decir una suma infinita. Por tanto, el area de la region
estaria dada por:

A= LL@{Z f(x, )Axi}

De aqui surge la definicion de Integral Definida.

Sea f una funcion que estd definida en el intervalo [a,b].
Al 'L’Q[i f(xi)Axi} se le denomina la integral definida (o

integral de Riemann) de f de "a"a"b"y se denota de Ia
siguiente manera: T f (x)dx.

Ademas, si existe este limite decimos que f es integrable
en [a,b].

Ahora, con el siguiente teorema dejamos sentado el hecho de cuando
una funcion es integrable.
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3.2 TEOREMA DE INTEGRABILIDAD

Si f es acotada en [a,b] y si f es continua a excepcion de
un numero finito de puntos, entonces f es integrable [a,b].
En particular si f es continua en todo [a,b] entonces es
integrable en [a,b]

Ejemplo-
Hallar el &rea bajo la curva () = X2 en [1,3]
SOLUCION:

Aplicando la definicion (Suma de Riemann) se tiene:

n
A= lim Zf(ii)Axi = lim[f (x))AxX + f (X2)AXp + f (X3)AXg +...+ f (Xn)AX,]
nN—oo 1 n—w

PRIMER METODO. RECTANGULOS CIRCUNSCRITOS.
ESCOgEMOS X1 = X;, X2 = Xp, X3 = X3, ..., Xi =X
Representando la region, tenemos:

Ahora hien, observe que si tomamos a todas las particiones de igual dimensién, tendriamos
b-a 3-1 2
AX —_—— e — —
n n n
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Xo=a=1

2
X; =Xg +AX=1+—
n

Xy :x1+Ax:x0+2Ax:1+2(3j:1+i,
n n

x3:x2+Ax:x0+3Ax:1+3(3j:1+E
n n

. . (2
Xj = Xg +IAX =14+iAX =1+1 o

Entonces:

A= 1im [ (x )Ax+ f(xy )AX+ f(x3)Ax+--- f(x, )Ax]

n—w

2 nJrin(n+1)+in(n+l)(2n+1)
nson| ono 2 n? 6

= lim 2 n+2(n+1)+—2(n+1)(2n+1)}
n—o N | 3n

M 2
i 2 3n+2+w}

n—o N n

= lim 2 3n+2+4?n+2+i}

n—wo N[ 3n
= lim 6+§+§+i
n—o n 3 3n2
a2
3

SEGUNDO METODO. RECTANGULOS INSCRITOS.
Escogemos X1 = Xg, X2 =X1, X3 =Xy, ..., Xi =Xj4

Representando la region, tenemos:
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4y
9

- ™

Ahora, igual que el método anterior:

Ax:g y X =1+i(3]
n n

Entonces:
A= 1im [ (xg)Ax + f (3 )AX+ f(xp )JAX + - f (xy_q )JAX]
n—oo

n-1

lim Z f(x)Ax

i=0

1]
f:
g3
DM
N\
[E
+
SN
Ne—
N
SN

i=0
e
= lim — (1+ii+|zizj
n—o N n n
i=0
[ n-1 n n
T ZniZni E i2
n—wo N n n2
| i=0 i=1 i=1
im 2 (n_l)+4(n—l)(n)+ 4 (n-1)n)2(h-1)+1]
n—o N | n 2 n2 6
= ||'m£ n_1+2(n_1)+w:|
n—oo N | 3n
[ 2
im 2 33w}
n—w N 3n
= lim 2 3n—3+——2+£}
n—w N 3n
= lim 6—E+§ i
n— ol n 3 3n2
A28
3
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Note que el asunto no es tan sencillo. Se podria volver ain mas
engorroso si la funcion f tuviese regla de correspondencia compleja.

El teorema siguiente nos permitira evaluar integrales definidas de
una manera muy rapida y sencilla, liberandonos de la ideas de calcular
integrales definidas empleando su definicion.

3.3 TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO
Sea f continua en [ab] y sSea F cualquier
antiderivada de f en [a,b] entonces:

f f (x)dx = F (b) - F(a)

Demostraciownw.
En la expresion F(b) — F(a), haciendo b =X, y a = X, tenemos:
F(b)-F(a) = F(x,) - F(xo)

a b

xD xl X2 .T3 . . 0w Xn_z R | xn

Restando y sumando términos, resulta:
F(b)—F(a) = F(x,)—F(Xo)

= [F(x) = F (%o )]+ [F (Xp 1) = F(Xp_0)]+ F (X 2) — .. — F(x) + [F (%) = F(%)]

n

= Z[F(Xi)_ F(Xia)]

i=1

Aplicando el teorema del valor medio para derivadas a F en el intervalo [x;_;, ; |

e

a | ) } b
XD ”f;i‘i””””””;? xn
—
By
i ; ; v . F(x)—F(x_
Como F es continua y diferenciable en [xi_l,xi] entonces 3x; tal que F'(xi) = M
Xj = Xi
Como F(xi) = f(Xi) y X —X;_; = Ax; entonces:
— F(x;) - F(X
f(X|)= ( I) ( I—1)
AX;

Despejando resulta: F(x;) — F(x;_y) = f (xi)Ax; .
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Reemplazando en F(b) - F(a) = Z[F(xi ) - F(x;4)] tenemos: F(b) - F(a) = Z f (Xi)AX;
i=1 i=1

Tomando limite queda:
n
lim [F (b) - F(a)] = lim > 1 (xi)Ax
n—oo n—oo i1

n b
F(b)-F(a)= lim )" f(x)Ax, :I f (x)dx
n—o =

a

La parte derecha de la ltima igualdad, por definicion es la integral definida de f en [a, b].
b

Portanto F(b) - F(a) = I f (x)dx L.Q.Q.D.

a

Ejemplo-
Hallar el &rea bajo la curva Y = X° en [1,3]
SOLUCION:

3

El &rea bajo la curva estard dada por A = J‘ x2dx , aplicando el teorema fundamental del calculo

1
3

3 3
(F o T )2 1 26
) 3 3

Hemos dado solucion a una gran problematica.

a b a
Observe que j f(x)dx=0y j f(x)dx = — j f(X)dX ¢Porqué?
a a b
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3.4 PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

3.4.1 PROPIEDAD DE LINEALIDAD

Suponga que f y g son integrables en el intervalo
[a,b] y sea k e R, entonces:

1. f[f (x) £ g(x)Jdx =f[f (x)]Jdx £ T[g(x)]dx

2. ikf (x)dx = ki f (x)dx

3.4.2 PROPIEDAD DE ADITIVIDAD

Si f es integrable en un intervalo que contiene a los
puntos a, b y ¢ (no importar su orden), entonces:

jf(x)dx:j f(x)dx+jf(x)dx

a a c

Z

o ¢ b

Demostraciovn

Por el teorema fundamental del calculo:

b

jf(x)dx+j f(x)dx=F(c)-F(a)+ F(b)-F(c) =F(b) - F(a):jf(x)dx

a c a

PREGUNTA: ¢(Verdadero o falso?

3 5 3
szdx:szdx +jx2dx
1 1 5
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Cap 3 Lo Integral Definida
Ejemplo-1
2x -1 X>3

5

Calcular | f(x)dx donde f(X)=q ,
X°=3x+1;x<3

SOLUCION:

Como f tiene dos reglas de correspondencia, es decir:

f _}r=xg—3x+ll y=ir-1

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrjl[rrrrrrrrrnrrrrrrrrrdl

|
I
1 3 5

Entonces aplicando la propiedad de aditividad, tenemos:

5
I f (x)dx = j(xz —3x+1)dx+ (2x —1)dx
1 1 3
3 a2 \° 2
[x 3X J (2x J
= - x| | —x
3 2 2
1 3

:Hg-227+3j—(;—‘;’+1ﬂ+[(25—5)—(9—3)]

5

38
3
E!’@loz

Calcular iX —1‘ - Z‘dX
)

SOLUCION:
Para obtener las reglas de correspondencia que definen a f , obtenemos la gréfica de

y-Jx-t-2

i)

7= Jr-1)-2
F=-x-1
=-X+3

-

Entonces:
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jxﬂde_[(x1)dx+j-<x+1)dx+j-<x+s>dx+j(xs)dx
(el L ]
Lraesa Gl G 2o (2o e ()

=5

4

3.4.3 PROPIEDAD DE COMPARACION

Si f y g son integrables en [a,b] y si f(x)<g(x),
vx < [a,b]; entonces: T f (x)dx < Tg(x)dx

3.4.4 PROPIEDAD DE ACOTAMIENTO

Si f es integrable en [ab] y S
m< f(x) <M, Vxel[a,b]; entonces:

sff(x)dxswl(b-a)

3.4.5 PROPIEDAD DE SUSTITUCION

Supongase que g tiene una derivada continua en [a,b]
y sea f continua en el rango de g. Entonces:

t=g(b)

jf(g(x))g (x)dx=[f(t)dt donde t=g(x)

t=g(a)

Ejemplo-

1':2/4

dx

Calcular

co
x
nz/g
SOLUCION:
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Tomando el cambio de variable t = \/; entonces tenemos dXx = 2\/;dt, y para los limites de

2
X=T/=>t="7
integracion 2/4 7 por tanto la integral en términos de t seria:

=" >t=7
/2 /2

cost

€088 5 [xdt = 2 | costdt = 2sent ™2 = 2sen = —2sen ©

JX /3 2 3
/3 /3

:2(1)—2?:2—@

Note que para resolver la integral anterior no es necesario aplicar la
propiedad de sustitucion; la integral puede ser resulta como en el caso de
las integrales indefinidas y luego ser evaluada para x. ¢como seria?.

3.4.6 PROPIEDAD DE SIMETRIA

1. Si f esunafuncion PAR entonces:

a a

I f(x)dx = Zj f (x)dx

2. Si £ esunafuncion IMPAR entonces:

a

jf(x)dx:o

—a

Demostraremos so6lo la primera parte, la segunda es de forma

analoga y se recomienda al lector que la realice.

54

DEMOSTRACION
a 0 a
Aplicando la propiedad de aditividad -“ f(x)dx = J. f(x)dx + J. f (x)dx
-a -a 0

Para la primera integral aplicando la propiedad de sustitucion:
Si tomamos el cambio de variable t = —x entonces dt = —dx y para los limites de integracién

=0=>t=0
{X - . Sustituyendo resulta j f (-t)[-dt] = —j f (—t)dt
x=-a=>t=a

a a
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Por hipétesis f es una funcion par, por tanto se cumple que f(-t)= f(t) y ademas si
0

invertimos los limites de integracion, tenemos: —J.f(—t)dt :J-f(t)dt

a 0
0 a

la (ltima integral si t = x queda j f(-t)[-dt]= J- f (x)dx
0

a

Finalmente j f(x)dx = j f(x)dx +J- f(x)dx = ZJ f(x)dx L.Q.Q.D.
0 0 0

Ejemplo-

5

5
X
Calcular , - dx
X*+4
-5
SOLUCION:
x5
Obtengamos primero f (—x) para f(Xx) = 5 .
X“+4
(_X)S X5

f(-x) =

(x)2+4  x2+4
Observe f(—x)=—"f(x), por tanto f es una funcién impar y por la propiedad de simetria,
rapidamente concluimos que:

3.4.7 PROPIEDAD DE PERIODICIDAD

Si f es periodica con periodo T, entonces:
b+T b
[ £(x)dx =] f(x)dx
a+T a
DEMOSTRACION

b+T

En laintegral j f (x)dx , haciendo cambio de variable t=Xx-T .

a+T
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Del cambio de variable se obtiene x =t+T , dx = dt y los limites para la nueva variable son:
x=b+T =t=b
{x =a+T =>t=a
b+T

Reemplazando, resulta: J‘ f(x)dx = J‘ f(t+T)dt y como, por hipétesis, f es una funcion

a+T a

periddica se cumple que f(t+T)= f(t), entonces J- f@+T)dt = J- f(t)dt

a a
b+T b
Que finalmente, si t = X quedaria J‘f(x)dx:J. f(x)dx L.Q.Q.D.
a+T a

3.4.8 PROPIEDAD DE LA DERIVADA DE UNA INTEGRAL

Algunos autores le llaman Segundo Teorema fundamental del
Calculo.

Sea f continua en [a,b] y sea"x" un punto variable
de (a,b). Entonces:

d X
de f(t)dt} ~ (%)

Ejemplo-1

X t%
Calcular D, j dt

) At +17
SOLUCION:

Aplicando la propiedad anterior, rapidamente concluimos que:
X

D, dt |=

W17 | X7

2
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tjemplo-2

2 . y
Calcular D, J‘dt
NP +17
X
SOLUCION:
Invirtiendo los limites de integracion y aplicando la propiedad, concluimos que:

X

j t2 ; X2
D - Y g X
S T Jx2 +17
2

La propiedad anterior puede ser generalizada de la siguiente manera:
u(x)
d

— || f@)dt|=[f (u)]‘;i

a

Ejemplo-3

x3 3
7
Calcular D, I dt
N2 +17
2
SOLUCION:
Aplicando la propiedad, concluimos que:

X3
t% 3 32 3 l%
> jJt2+17 ) ' V b) e
2

tjemplo-4

x3 3
%
Calcular D, j dt
Nt +17
X2
SOLUCION:
Aplicando la propiedad de aditividad, tenemos que:

X 3 ¢ 3 X 3
o [ wlo [ v
U gt = L T [N
1) k217 1) k27 2 17
x? x2 0

Derivando cada término y aplicando la propiedad, resulta:
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3

0
D % d % d
LT L
SR N Jt? 417
x2 0

x2 0
X2 X3
% %
=D,| - dt |+ D, dt
t? +17 t2 +17
0 0
3 3
2 V2 3)2
- X L0+ X L (3x)
(xz) +17 (x3) +17
3
13
3x % 2x4

.
FINALMENTE: D j v dt = -
1) 27 Ix8 417 x4 117
XZ

Ejemplo-5

Calcular D, J-Xtdt

SOLUCION:

X
Observe que | xtdt = x j tdt por tanto:
1

o
1

X

X
D, j xtdt | = D,| (x)e jtdt
1

1

X X
= (Dyx)e J‘tdt +(x)e DXJ‘tdt
1 1
X
:1-Itdt + xe(x)
1
2X
=— +X
1
2
XLy
2 2
3 1
2 2
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tjemplo-6

X
j«/l—tzdt

Calcular Ifim2%
Xx—0 X

SOLUCION:

o . N 0
La expresion presenta una indeterminacion de la forma: o

Aplicando la regla de L"Hopital, tenemos:

X

DXJ. 1-

. 0
lim

t2dt

= lim

x—0

o] M

V1-x* 107
1 1

tjercicioy Propuestoy 3.1

1. Calcular
3 10 1
a I f (x)dx, si j [} ||ox J.sen (27x )dx
_2 0 0
2x%, -—2<x<1 p A
f — ’
) {1—2x,1<xs3 J(X—[IXI Deix Ivg—xzdx
o 0
¢ e
b | [x 2] J. COS«/_ : j(xz —2x+3)ln(x)dx
4 4 1l
3
_ 1 X
C. | I3x —1|dx J_ o .[ 2 dx
_2 dx (1+X )4
4 ) x + 4x+l)2 ;100
d. Q3x—1|+|2—x|)1|x h Ixzsenw (x3—3x)dx
’, J-[3x+ cos (3x — 3)Jdx S
5 0
e. ||x71|72|dx
by

2. Determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones: Si es verdadera demuéstrela y en caso de ser

falsa de un contraejemplo.

a. S f(x)<g(x

a
99

b. I(ax +bx 2 +cx)d

-99

Jen [a,b] j F (x| < jg(XNX

a
99

jbx dx

0
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b+T b
. Si f es peri6dica con periodo T, entonces: J‘ f(x)dx = J f(x)dx
a+T a
b -a
. Vf I f (- x)dx =J. f (x )dx
a -b
a a

. Si f esunafuncion par VX e Pa,a],entonces j f(x)dx = ZI f (x)dx

-a 0

b b
si f(x)<g(x) en [a,b], entonces I|f (x)dx < I|g (x)dx

a

.si F'(x)=G'(x) vxelab] F(b)-F(a)=G(b)-G(a)

. Sea g una funcion derivable y supéngase que F esunaantiderivadade f . Entonces

j f(9(x)a'(x)dx = F(g(x))+C

Encuentre f' si f toma las siguientes reglas de correspondencia:

sen x In x x3 +sen x
a J'Ln d 2t
' -t ' 45
P e t 1
2x3sec x x3 sen (tanx ) 3
b. J.3«/1— t5 dt . j I el S
~/cos t —sen t
In x tanx In (Xz +l)
e"3” 1 6log 5 x2
c. I Gt 1+sent
eln x sec x e w/l—«/COS«/F
Determine:
X X
Isen(tz)it le+e‘tdt
a lim 42— c. lim 2
x—0 X X— © X
X 2
2
sent dt d dt
. d 4y
b. lim 2 dx l1 42
x—>1* x-1 0 1-5t
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Misceld

1. Acada una de las proposiciones siguientes, califiquelas como Verdadera o Falsa. En cada caso justifique su

respuesta.
a) Si f” esunafuncién continua en el intervalo [a,b] entonces
b
JZf(x) ) =[P - [t(@7P
a
b
b) Si f(x)dx = 0 entonces f(x) =0 para Vx e [a,b]
a
¢) Si f esunafuncioncontinuaen IR ,entonces:
arctgx
S r e | = et ) (,2)
dx x2 +1
XZ
n+1
n(n + 1)
d x||Jdx = —————=:n IN
[ - 2
0
e) Si f y g sonfuncionesimparesy continuasen IR ,entonces
5
J- (fog)x)x =0
-5
X2
f) Dy J‘\/1+t4dt = 2xV1+ x4
4
2
2
q) J[5x4+xex —x3\/1+x4j|dx=64
-2
h) Si f y g sonfunciones continuas en el intervalo [0,1] entonces
1 1
j f(x)g@- x)dx = J. f (- x)g (x)dx
0 0
b

Si J f(x)dx > 0 entonces f (x) > 0 para Vx e [a,b]

a

2 %

J.|senx|dx = 4J‘senxdx

2 0

3 4 3
k) Si j f(x)dx =3 y'[ f (x)dx = 7 entonces j f(x)dx = -4
0 0 4

1 1
dex ZJ.\/1+ x 2 dx
0 0

=

61



MOISES VILLENA MUNOZ Cap 3 Lo Integral Definida

m Si f es una funcion continua en IR tal que para cualquier nimero real X,
2x1 2x1

f (t)dt = If(t)dt =0 entonces f es una funcion impar.

—X X

f

n) Si F esunaantiderivada de la duncion ' , entonces F(2x +1) = J‘ f(2x+1)dx

5
0) Si f es una funcién continua en el intervalo [2,5] y If(x)dx:? entonces
2

-5

I f(x)dx = -7

-2

XZ

p) Si f esunafuncion tal que 2f(x)+3J‘cos\/fdt=O entonces f"(x) =—3xcos\/;

0

g Si f y g sonfunciones tales que f (x) = xe* y f(x) > g(x) para todo
1

x e [0,1] entonces I g(x)dx <1.

0
2
n SivVxe [0,2], 0 < f(x) <1 entonces 0 sj f(x)dx <1
0

2

t
Ze dt | para
t°+1

3x
s) Si f es una funcidn continua en el intervalo [0,10] y f(x)=Dy J.
0

x € [0,10] entonces f(1) = %e3.

2 2
t) J|senx |ox = I|cos x|dx
2 2
n

. V4 7
u) lim —Cos| — |=7
n—+w n n
i=1

n

v) lim Z coszx_i=% donde ‘p‘ = max.{Axi} p es una particion del intervalo [O,Tc].

|p|>04
i=1
2 2
w) i I(Zf (x) + xz)dx =1, entonces J‘ f(x)dx = -1
1 -1
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. 1
X) lim ==
x—>0" 3 3
tg| x 2
I
y) lim et NJZ_g2 g
n—ow n
i=1
a+2r b+27
2) Va,beR, Isenxdx jcosxdx
a b
Calcular
X 4
J(l—cos t )dt i. X4 x
x3 — x
a. lim 2 2
X— 0 x3 In5
2 : 12
. J- Zt—dt
b 1 dx et +16
' 2 )3/2 In 2
1 (6 - X 21
z k. 2|x —1] - 3)dx
4 (21 -3k
o L4
C. cos 2 xsen 3xdx -
0 [2x + 3]dx
3 L4
d. —————d -2
X% 4+ 2X+2 2z
1 m. 1+cosxdx
x?2 J V' 2
v
J‘ sen (tz )ﬂ 2
2
e. lim %+ — X
Xx— 0 x 8 sen (t)dt
3 t? +1
n.  lim -2
f. (2x - H|x||])dx o 3
.0 4
3 0. Ie_lzx_3|dx
g. (x|x+1|—|x—2|)dx .
12 2
! 3!
5 p. se; X +e‘x‘ «
h | — o X“+1
J 2+4x-1 -2
1
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3
3. Si f esunafunciontal que f(x)= J‘(Qtz — 48t +56)e_3tdt, x € IR . Determine los intervalos donde el
X

gréficode f esconcava hacia arriba.
4 7 7

4. Si f y g son funciones tales que jf(x)dx =3, If(x)dx =2y J.3g(x)dx =6, entonces calcule

1 4 1

1
el valor de J‘[Sf (x)+ g(x)]dx
7
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