MOISES VILLENA MUNOZ Cap. 4 Aplicaciones de law Integral

47 MOEEUNERL

4.1 AREAS DE REGIONES PLANAS

4.2 VOLUMENES DE SOLIDOS DE REVOLUCION
4.3 LONGITUD DE UNA CURVA PLANA

4.4 VALOR MEDIO DE UNA FUNCION

Obijetivo:
Se pretende que €l estudiante calcule areas de regiones planas generales,
volimenes de salidos de revolucién, longitud de una.curva plana
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4.1 AREAS DE REGIONES PLANAS
4.1.1 AREA BAJO UNA CURVA

En el capitulo anterior se mencion6 que para calcular el valor del
area bajo una curva, se particiona la region plana y luego se hace una
suma infinita de las areas de las particiones, lo cual equivale a una
integral definida.

Ahora podemos hacerlo de una manera abreviada. Considerando
s6lo una particibn representativa, un rectangulo diferencial que
represente a cualquier particion de la region plana

+p

elemento diferencial

y=Jfx)

El area del elemento diferencial sera: dA=hdx= f(X)dXx

b
Por tanto, el area de la region plana es: A :J. f (x)dx

a

4.1.2 AREA ENTRE CURVAS

Si la region plana tuviera la siguiente forma:

+p

I
El area del elemento diferencial sera: dA= hdx =[f (x)—g(x)Jdx
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b
Entonces el area de la region plana esta dada por: A= J‘ [f (x)— g(x)]dx

CONCLUSION:
Para hallar el area de una region plana, siga los
siguientes pasos:
1. Dibuje las curvas dadas.
2. ldentifique la region plana. Aqui se definen los
limites de integracion.
3. Defina el rectangulo diferencial, el elemento
representativo.
4. Defina la integral o las integrales para él area.
5. Evalue la integral definida.
E[emplo1
, - y=x+4
Calcular el valor del area de la regién limitada por { 2 _,
y=x"-

SOLUCION:
PASO 1: Graficamos en un mismo plano 'y = X+4 y Y = )

PASO 2: Identificamos la region plana, sombreandola y hallando las intercepciones de las curvas.

PASO 3: Definimos el elemento diferencial.

X+4=x%2_2
X2 —x—6=0
(x=3)(x+2)=0
x=3 v x=-2

PASO 4: La integral definida para el area seria:
3

= et -2l

-2

PASO 5: Evaluando la integral definida, tenemos:
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3

I S

-2
3,2
= —X—+X—+6x
3 2 i

=(‘333+322+6(3)]{_(_32,)3+(_2)2+6(_2>j

2

3

=—9+g+18—§+2—12
2 3

A=>
6

E[emplo 2

VS e
Calcular el valor del area de la regién limitada por {y B ())( S
y =]
SOLUCION:
PASO 1: Dibujamos y = x3 - x? —6x

PASO 2: Identificamos la region plana, sombreandola y hallando las intercepciones de la curva con
el eje x.

PASO 3: Definimos el elemento diferencial.

y=x3—x2—16x 1
¥=0
i x
-2 t 3
y=10

X3 —x2_6x=0
x(x2—x76):0
x(x=3)(x+2) =0
x=0 v x=3 v x=-2

y=x —x—6x

PASO 4: La integral definida para el area seria:
0 3
A= J.[(x3 —x? —6x)— (O)]dx+j[(0) —(x3-x? —6x}ix
-2 0

PASO 5: Evaluando la integral definida, tenemos:
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0 3

A= .[(x3 -x? —6x)—(0)}1x+J.[(0)—(x3 -x? —6x}ix
0

3
- [xe’—x2 —6x]dx+j[—x3 +x2 +6x}jx
0

=—4—§+12—ﬂ+9+27
3 4

253

A=222
12

4.1.3 AREA DE REGIONES SIMPLE-y

Si la region plana tuviese la siguiente forma:

Es mas conveniente tomar el elemento diferencial representativo
en disposicion horizontal

El area del elemento diferencial sera: dA = hdy = xdy = f (y)dy

d

Entonces el area de la region plana es: A= I f (y)dy

c

Y para el caso de regiones simple-y mas generales, tenemos:
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x =70

El area del elemento diferencial sera: dA = hdy = [f (y)-g (y)]dy

Entonces el area de la region plana esta dada por:

A=j[f(y)—g(y)]dy

Ejemplo 3

y=1/x

Calcular el area de la region limitada por §y =—Xx+6

y=0
SOLUCION:
PASO 1: Se dibuja en un mismo plano 'y = «/; yy=-Xx+6

PASO 2: Identificamos la region plana, sombreandola y hallamos las intercepciones de las curvas.

PASO 3, 4y 5: En este caso observamos que el elemento diferencial puede ser de las dos formas.

PRIMER METODO.
Escogemos el elemento diferencial vertical

+y

\/;:—x+6
(\/;)2 :(—x+6)2

x = x% —12x + 36

x2—13x+36 =0
e (o) 4)-0
l /7 _;;—>y=—x+6 x=9 v x=4

y=10

El &rea esta dado por:
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=E—18+36+8—24

A=Z2
3

SEGUNDO METODO.
Escogiendo el elemento diferencial horizontal:

+p

El rea esta dada por:

2 3
_12-2-8
3
A 22
3

Ejemplo 4

=x-1

. y
Cdcuhrelamadelare@onhmnadapor{ )

X=3-y
SOLUCION:
PASO 1, PASO 2y PASO 3: El elemento diferencial seria mejor horizontal en este caso
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Paso 4y 5: El &rea de la region serfa:
1

AJ.[(3VZ)(V+1)}jy

Cap. 4 Aplicaciones de law Integral

y+1=3—y2
y2+y—2:0

(y+2fy-1)=0
y=-2 v y=1

Ejercicios propuestos 4.1

Hallar el &rea de la regién limitada por las curvas:

1 y:2—x2, y =X,

2. y=4X—X2, y=0, entre x=1y x=3.
3. yzm, y=0,x=8.
4. y:x2—4x+3, Xx—y-1=0.
5. y=-/2x, y=2x-4, x=0.
6. y2-2x=0, y2+4x-12=0.
2

7. ye=Xx+2, y=x-4
_ 2 2
8. y=X%, y=-X"+4x
3 2X

9. y=X+6, y=x7, y:—j.

0. y=|x-1, y=x>-3
11. y:x3+3x2, y =X,

12. y:x?’—6x2 + 8X, y:x2 —4x




MOISES VILLENA MUNOZ Cap. 4 Aplicaciones de law Integral

4.1.4 AREAS EN COORDENADAS POLARES.

Ahora trataremos regiones simple-0, regiones que estan limitadas
por curvas cuyas ecuaciones estan dadas en forma polar.

En este caso, el elemento diferencial tiene la forma de un sector
circular, entonces su area esta dada por:

dA=1r7de
2

Por tanto el area de la region esta dada por:
0,

1 2
A=2j[f(e)] do

0

lo-1

Hallar el &rea de la region encerrada por [r = a
SOLUCION:

Graficando la circunferencia r = a e identificando la region, tenemos:
/ =a
V//

\
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%
A= % [f(0)]*db
o,
e
1 2
== [a]"d6
|
.0
2n
El area estaria dada por: _L.» J. d6
0
1 2 A|2T
=54 0l
A=ra?

Cap. 4 Aplicaciones de law Integral

lo-2

Hallar el &rea de la region encerrada por r =1+ cos 0

SOLUCION:

Graficando la cardioide r =1+ cos 0 e identificando la region, tenemos:

r=14cosd

T
d

El area estaria dada por:

A=nmn

[f(0)]*de

6,

U

0

2 ;J‘[l+ cos 6]° de

h+2005 0 + cos 2 G}de

g
od

Q
r Yol

A=0+2sen 9+%+

cos 0d0 +

cos 0d0 +

sen 20"

TC.
cos? 0do
.0
TC.
l cos 20
) 2 2

0

0

Jao
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tj lo- 3
Hallar el area de la regién encerrada por r = 4 sen 30
SOLUCION:

Graficando larosa r = 4sen 30 e identificando la region, tenemos:

r=4sen380

El area estaria dada por:
0,

A=%J.[f(9)]2da
?
7%

=6 % j[4sen36]2d6
0

%
:SJ‘ELGsenZBH}M

:48j[1_62569}d9

%

N

4[6’— senﬁé)}
6

tjemplo-4
Hallar el &rea de la regién encerrada por el rizo de r = 2 —4 cos 0
SOLUCION:

Graficando el caracol r =2-4cos 6 e identificando la region, tenemos:
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Fy

5 r=2-4cosg

-

El area estaria dada por:

tjemplo-5

Hallar el area de la region interior a ambas curvas -

SOLUCION:

Graficando las figuras e identificando la region, tenemos:
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wﬁsene

El angulo de interseccion se la obtiene igualando las ecuaciones de las curvas y luego
resolviendo la ecuacion trigonométrica que se forma, es decir;

ﬁsen6:1+cose

(«/gsen 6)2 =(L+cos0)

3sen?@ =1+ 2c0s 0 + cos2 0
3(1—cosze):l+ 2c0s 0+ cos? 0
4c0s20+2c0s0-2=0

2c0s20+cos0—-1=0
(cos 0 +1)2cos 6 -1)=0

cosf=-1 v cosez%

O=n v 6:%

El area estaria dada por:

% .
Azij‘[\/gsen 9Fd9+;j[1+cose]2de
0

N

T

%

%

0

) eed)

o

Azg(ie_senzej

(:)+25ene+£9+senZe
2 4 2

4

2
2

4 16 4 4 16
n 3
A=3—-—13
4 4\/7

tjercicios propuestos 4.2

1. Hallar el &rea limitada por la curva I = a c0s 34 .

2. Determinar el area de la regién exteriora I =2 +5en0 ,einteriora r =5sen 0

3. Determine el area de la region interior de la cardioide r=3+3cos@ y exterior a la cardioide
r =3+3send en el primer cuadrante

4. Determine el area de la regién dentro de la circunferencia I = 3sené vy fuerade r=2—Send .
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5. Determinar el rea interiora I'> = 8c0S 26 yexteriora F=2.

6. Calcular el &rea de la region que es externa a la cardioide r =2+2sené e interna a la cardioide
r=2+2cosé

7. Determine el rea interior al limaron r =3—6send pero exterior al rizo.

8. Hallar el area de la region interna comdn entre r =c0s26 y r =sen26

9. Determine el area de laregion R = {(r,H)/S«/E <r<6cos 29}

4.2 VOLUMENES DE SOLIDOS DE REVOLUCION

Suponga que se tiene una region plana y que se la hace girar

360° con respecto a un determinado eje, esta situacion provoca que se
genere lo que se llama SOLIDO DE REVOLUCION.

En primera instancia generalicemos 3 situaciones que se presentan.

CASO I. Suponga que se tiene una region plana simple-x, como la
que se muestra en la figura. Al girar la region con respecto al eje "X" se
formara un solido de revolucion:

pas
Chow

INNNNAN

SRR,

SN

1

El volumen de este solido de revolucion se lo puede calcular de la
siguiente manera:

Primero: se determina el volumen del solido diferencial que se forma
al girar el elemento diferencial representativo en torno al eje indicado.

N

N

»
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Observe que lo anterior también se lo puede ver como que se
rebana el solido y se determina el volumen de una particion. En este
caso el solido diferencial tiene la forma un DISCO, por tanto su
volumen esta dado por:

dV = zr2dx = af f (x)[*dx

Segundo: El volumen de todo el s6lido es una suma infinita de los
volimenes de las particiones, es decir:

b

Vv =ch [f ()] dx

a

CASO II. Suponga ahora que la regiéon plana fuese como la que

se sombrea en la figura. Al girar la region alrededor del eje "x" se genera
un solido de revolucion de la siguiente forma:

Primero: El solido diferencial que se genera al rotar el elemento

n n

diferencial alrededor del eje "x", para cada particion tiene la forma de
un ANILLO
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El volumen del soélido diferencial estaria dado por:
dv =nfr,” —r.° |
pero observe que: r,=f(x) y r,=g(x) entonces:

dv =|(f () - (9(9)’ kix.

Segundo: EL volumen total del sdlido que se genera al girar la
region plana alrededor del eje "x", estaria dado por:

b

v = [[(1 ) (et

a

CASO III. Ahora en cambio suponga que si tuviésemos que girar

ne 1,

la region anterior en torno al eje "y":
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Para determinar el volumen de este elemento diferencial, lo
cortamos y lo abrimos, se obtiene un prisma rectangular:

27r
h
dx
Su volumen seria:
dV = 2znrhdx
[r=x
Pero observe que: h=f(x)-g(x)

Por tanto el volumen total del sélido seria:

b

% =2njx[f(x)—g(x)]dx.

a

Para regiones simples-y, los procedimientos son analogos.

tj lo-1

2
. _ . =X
Hallar el volumen del sélido que se genera al girar la region plana R: y
y =~/8X
alrededor del eje x.
SOLUCION:

PASO 1: trazamos las gréficas de las curvas dadas.
PASO 2: Identificamos la region.
PASO 3: El elemento diferencial, lo escogemos vertical
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82

Al hacer girar el elemento diferencial en torno al eje indicado se forma un anillo, cuyo volumen esta
dado por: dV = R[rzz —r1? }ix y eneste caso Fp =~/8X y I = x>
PASO 4: Por tanto

V= n:[(@)z —(xz)z}dx
= n.. [8x—x4}1x

2 5
= n(SX—XJ
2 5
= n(lﬁ—a?_]
5

\ :4—8nu3
5

NOTA: resuelva el ejemplo tomando el elemento diferencial horizontal.

Ejemplo-2

2
. . - =X
Hallar el volumen del sdlido que se genera al girar la region plana R: J
y=-/8x

alrededor del ejey.
SOLUCION:

PASO 1Y PASO 2: La region plana es la misma que la del ejercicio anterior
PASO 3: El elemento diferencial girado en torno al eje "y" da lugar a una Corteza

-

Cuyo volumen estd dado por dV =2mrhdx y en este caso Fr=x y

h = -/8x — x?

PASO 4: Por tanto:
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2

vz boc -2

0

a2

0

r 2
4
=27 &x% _X_:|

Ejemplo-3

2
=X
Hallar el volumen del sdlido que se genera al girar la region plana R: J
y=-/8x
alrededor del eje y =4

SOLUCION:
PASO 1Y PASO 2: La region plana es la misma que la de los ejercicios anteriores
PASO 3: El elemento diferencial girado en torno al eje " Y = 4" da lugar a una Anillo

+p

52
-
-

El volumen de este diferencial esta dado por dV = Tt[rzz —I’12 }1X y en este caso ry = 4-x2

y I’1=4—\/&

PASO 4: Por tanto, calculando el volumen tenemos:
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r 1N

V=r {(44(2)27(47«/@)1&(

e
N @

=r [ﬁefsxz + x4)7 ﬁ6—8«/§+8x)}dx

= [x“ —8x2 8x+8ﬁx%)dx

2
5 3 .2 3
=7{%_8X__8x_+ﬁﬁ}

3 2 3

=TT

= 1l —
{ 5

EL
206

V=208
15

tjemplo-4

2
=X
Hallar el volumen del sélido que se genera al girar la regién plana R: y
y=-/8x
alrededor del eje y =-1

SOLUCION:
PASO 1Y PASO 2: La region plana es la misma que la de los ejercicios anteriores
PASO 3: El elemento diferencial girado en torno al eje " Y = —1" da lugar a una Anillo

dx

El volumen de este diferencial estd dado por dV =n[r22 —r12 }ix y en este caso
n=1+x%y r, =1++/8x

PASO 4: Por tanto:
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2

[ﬁ+«/§)z s xzﬂdx
[@Jr 2/8x + 8x)—(1+ 2x2 + x“)]dx

(Zﬁ(x)% +8x—2x% - XAJdX

Hallar el volumen del sélido que se genera al girar la region plana R :{

alrededor del eje x =2
SOLUCION:

y=x
y=-/8x

PASO 1Y PASO 2: La region plana es la misma que la de los ejercicios anteriores
PASO 3: El elemento diferencial girado en torno al eje " X = 2" da lugar a una corteza

—
y=-8x F
/&\ e
r £y ¥
0 2 '

El volumen de este diferencial esta dado por dV = 2mrhdx y en este caso r=2-X y

h =/8x — x?

PASO 4: Por tanto:
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2

ol
V =2z (2—x)(\/§7x2}1x
.O
2.

=2r (ZM—ZXZ —x«/§+x3)jx

L

0

2
~

=2z [4«/5()()% —2x? - 2«/5()()% + xs)dx

ot

= 2;{[%(2)% _zz_s_ﬂz% +£}_(0)}
3 3 5 4

_p{ 32 1632 16
3 3 5 4

Hallar el volumen del sélido que se genera al girar la region plana R: {y X
y =-/8x

alrededor del eje x=-1

SOLUCION:

PASO 1Y PASO 2: La region plana es la misma que la de los ejercicios anteriores

PASO 3: El elemento diferencial girado en torno al eje " X = —1" da lugar a una corteza

L 4

El volumen de este diferencial estd dado por dV =2mrhdx y en este caso r=1+X y

h =/8x — x?

PASO 4: Por tanto:
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2
V =2rx (1+ x)(x/afxzkix

o
0
2
~

=2r (\/g—x2+x 8x—x3)1x

°
2.
=2z (Zﬁ(x)}é -x? +2\/5(x)% - ngdx
°
% % o
2 3 2 4
= 21] 2\/5X3—7X—+2\/?;—7X—
aac |

= 2;{[@(2)% —2—;+¥2% —ﬁj— (0)}

4
16 8 32 16
=27 ———+—-—
3 3 5 4
V:ligﬂ'u3
15

E!’eroéoéoy PrgE uestos 4.3

1.

Calcular el volumen del sélido generado por la rotacién de la region R alrededor del eje indicado; siendo R
la region limitada por las curvas, cuyas ecuaciones se dan a continuacion:

a. y:2x—x2, y=0, x=0, x=1; ejey

b. x=1, y:g, y=arctgx, x=4; ejey.

c. y=0, y=3 x=1 x=3 y:i; eje x=1.

2

Sea R la region limitada por las curvas: y =x<, y= 1 ylasrectas y=0, x=2.
X

a) Calcule el volumen del sélido que se genera al rotar R alrededor del eje x=2.
b) Calcule el volumen del sélido que se genera al rotar R alrededor del eje y=1.

Determine el volumen del sélido de revolucién generado al rotar en torno al eje X =9 la region limitada

por las curvas: y2:97x, y=3-X.

Calcular el volumen del sélido generado al hacer girar alrededor de la recta X =—4, la regién acotada por

las curvas: x=y-y2, x=y?-3.

Encuentre el volumen del sélido generado por la rotacion en torno a la recta y =2 de la regién del primer

cuadrante limitada por las parabolas 3x? -16y+48=0, x2 -16y+80=0 vy elejedelas y.
Calcular el volumen del sélido generado al rotar la regién R alrededor del eje y, donde R es:

x2+y2—4y+3:0

Sea la region R= {(x, y)/x+1§ y§4—2x2}. Calcule el volumen del sdlido generado al girar R
alrededor del eje: a) x=1, b) y=-1
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4.3 LONGITUD DE ARCO

Siguiendo el esquema de procedimientos para determinar areas
de regiones planas y volumenes de solidos de revolucion, se hacen
infinitas particiones de la curva y se establece una suma infinita.

y=Jix)

Una particion diferencial tendra la forma:

Y su longitud esta dada por: ds=-/dx? +dy?

1. Si y= f(X) entonces se utiliza el diferencial de arco de la forma:

2 2 2
ds =de = 1+(dy] dx
dx dx
2 2
Es decir: S =J‘ 1+(dy) dx
\/ dx

a

2. Si X= f(Yy) entonces se utiliza el diferencial de arco de la forma:

Jdx2 +dy? 2
ds= (X TH G 1y L dy
dy dy

d

2
Es decir: s:J- 1+(dXJ dy
dy

c
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X = X(t)
3. Finalmente si C Z{ entonces se utiliza el diferencial de arco
y=y(t)
dX2 d 2 2 2
de la forma: ds:udtz DALY
dt dt dt
t 2 2
. dx d
Es decir: s= — | + @y dt
dt dt
t
tje lo-1
: %
Encuentre la longitud de arco de la curva |y = x/2 desde el punto (1,1) al punto
(4.8)
SOLUCION:
- +
(4.8)
5
o 1 1 ’
d 2
En este caso usamos el diferencial de arco de la forma 'S :I 1+(dy) dx ¢por qué?
X
a
Ahora ﬂ = § x%
dx 2
Por tanto:
4
* 2
S= 1+[ﬂ] dx
dx
.l
4
> 2
= 1+(3x%j dx
2
.1
4.
= 1+gx dx
\" 4
.1
4
9 \2
1+—x
o3
39
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90

tji lo-2

X
Encuentre la longitud de la curva |y = I«/u3 —1du;1<x<2
1

SOLUCION:
2

2
La longitud de arco esta dada por: 'S = I 1+ (:yj dx
X

1

X
Paralo cual la derivada seria: j—y = DXI\/U3 —1du = \/x3 -1
X
1

Reemplazando resulta:
2

o 2

S= 1+ (dyj dx
s dx

1

2.

2
= 1+( x3 —l) dx

%
2.
= | 1+ x3 —1dx
.l
2.

s=2(a2-1)
tj lo-3
Calcular la longitud de la circunferencia x? + y2 =a’
SOLUCION:

dhw
N
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Para este caso es mejor calcular la longitud de arco con la forma paramétrica
t

2 2
S = (dxj + ﬂ dt
dt dt
4
X =acost

La ecuacion de la circunferencia en forma paramétricaes: C :
y=asent

X d
Por tanto ((jTt =—-asent y d—i’ =acost . Reemplazando resulta:

2 2 2
s= (dxj + L dt
J L dt dt

0

2n

= | /asent)? +(acost) dt

ot

T[
= | Ja?sen?t+a?cos?t dt
0
2

= \/az(sen2 t +cos? t)dt

Il

®
—

=

2n

s=2mna

0<t<2n

tjercicios Propuestos 4.4

1. Determine la longitud de arco de la curva y =1— In(cos x) |x| < %

x=t-sent
2. Determine la longitud de arco de la curva: enelintervalo 0 <t <4m
y =1-cost
] ) X = acost + atsent )
3. Determine la longitud de arco de la curva: enelintervalo —1<t<1
y = asent —atcost

X
. [ T
4. Encuentre la longitud de la curva y = J‘ 64senZucos®u—1du ,E <x<
7%

wl|N
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4.3.1 LONGITUD DE ARCO EN COORDENADAS
POLARES.

La longitud de arco esta dada por:

o 2 2
s @”j+(wjde
de do
0,
Reemplazando, tenemos:
o,

s= [ J(£°(0)cos 0 - £ ()sen6)? + (f°(6)sen @ + £ () cos 6)2 d @
o,

.o T [£7©)) cos? 0—21"(0) f (0) cos 6sen 6 +[f (9)] sen 260 +
+[f(0)Fsen20+21°(0) f (9) cos Gsen 6 +[f (9)] cos? 6

1

s= [ \/[f'(e)]2 (cos2 0 + sen 20)+ [f @) (sen 26 + cos 2 H)dﬁ
A

Resultando finamente:

s=j¢ﬁw»“wrw»%e

6,

tjemplo-1

Hallar la longitud de la circunferencia F = a

SOLUCION:

Aplicando la formula y resolviendo, resulta:
0,

s= | J(f(0)) +(f(6))*do

N
¥ =

s=|-/a?*+0%do

s= ] add

27
s=a60

S =2mna

Ejemplo-2

Hallar la longitud de la cardioide ¥ =1+ c0S6

SOLUCION:
Aplicando la formula y resolviendo, resulta:
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tjemplo- 3

Hallar perimetro de region interior a las curvas -

SOLUCION:

En este caso el perimetro estaria dado por

93



MOISES VILLENA MUNOZ Cap. 4 Aplicaciones de law Integral

% n

Per = \/(\@sen 6)2 +(ﬁ cos 9)2 de + J \/(1+ cos 0)? +(~sen 0)°
0 %
T[g .

Per = x/Ssen26+3coszede+JAZcosgde

0 %
_ % o|™
Per _\@9‘0 +4sen 5‘%
Per :£n+4—4%
3
Per =§n+2

tjercicioy propuestoy 4.5

1. Determine el 4rea y el perimetro de la region interior a las curvas = 3¢0S0 y r =1+ c0s0 .

2. Determinar:
a) El valor de @ para el cual el area de la region limitada por la cardioide I' = a(l— cos 49) sea igual

a 97 unidades cuadradas.
b) La longitud de la cardioide definida en el literal a).

4.4 VALOR MEDIO DE UNA FUNCION DE UNA VARIABLE

94

Sea f una funcion continua en el intervalo [a,b]. EI VALOR
MEDIO 0 VALOR PROMEDIO de f , denotado como f, estd dado

por:
b
— 1
f=—"—1 f(xX)dx
b_aj ()
a

Ejemplo-

Las estadisticas indican que "t " meses después del principio de afio, el precio de la carne

de res era p(t) = 0.09t% —0.2t+1.6 dblares por libra. ¢Cual fue el precio medio de la
carne durante los 3 primeros meses?.

SOLUCION:
El promedio del precio durante los 3 primeros meses es:
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b
— 1
=— t)dt
p b_aj'p()
a

3
= I (o.ogt2 -0t +1.6)dt
3-0
0
3 2 ;
_1joou® oa?
3| 3 2

=%[0.81— 0.9+4.8]
p=$157

Miscelaneos

10.
11.

12.

13.
14.

SeaR laregion definidapor: R= {(x, y)e IRZ /Inx < y<IAl<x< e}. Calcule:
a) Eléreade laregionR.
b) Elvolumen del sélido que se genera al rotar la region R alrededor del eje "y"

Sea laregién
R={(x,y)e IR?/|x+2< ys4—x2/\x£0Jv[x+2£ y§4—X/\x20]}

Calcule:
a) Eléreade laregionR.

b) Elvolumen del sélido que se genera al rotar la regién R alrededor de larecta Y = 4

¢) Elvolumen del sélido que se genera al rotar la region R alrededor de larecta X =1

Calcule el volumen del sélido de revolucién que se genera al rotar la region
R= {(x, y)eIR? /x% -14< ys&}
alrededor de larecta X =4 .
Calcular el &rea de la region interior a la rosa r = 2¢0s26 y exterior a la circunferencia I =1.
Sea la region R limitada por la recta x =0 vy la curva y2 =4-x . Determine el valor de " a " de tal
modo que larecta X = @ divida a la region R en dos regiones de igual rea.
Sealaregion R = {(x, y)/o <y<4- xz}. Determine el valor de " @ " de tal modo que larecta Y = a
divida a la region R en dos regiones de igual area.
Calcule el rea de laregion R = {x, y)/ y>2xAy< X2+ 2% A y<12- ZX}
Calcular el &rea de la region interior al rizo grande y exterior al rizo pequefio de r =2—cosé .
Sea R= {(x, y)/ 2x<y< X2 1180 < x £l}. Calcule el volumen del sélido que se genera al rotar la

region R alrededor de larecta X =1
Calcular el area de la region interior al rizo grande y exterior al rizo pequefio de r =2+ 4co0s6 .

Determine la longitud de la curva definida por las ecuaciones paramétricas
X = 2c0st —cos2t
te [0,27[]
y = 2sent — sen2t
y=0
Sea R la region limitada por {y = X2
y= —x2 4+ 4x

Calcule:
a) Eléreade laregionR.

b) Elvolumen del sélido que se genera al rotar la regién R alrededor de larecta X = —1

Calcular el &rea de la region interior a r =1+2cosé yexteriorala r=1.

Sea R= {(x, y)/ y>0AXx> (3y2 - 2)/\ x < y2 } Calcule el volumen del sélido que se genera al rotar
la regién R alrededor del eje y =1.
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15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.

22.

23.

24.
25.
26.

21.

28.

29.
30.

31.

32.

33.
34.

35.

Cap. 4 Aplicaciones de law Integral

] iy ) . - 2
Calcule el perimetro de la region ubicada en el primer cuadrante y limitada por y:E X +1,

2 8
=—4/(x=-1) , y=—x+—, x=0, y=0.
y=gx-1P  y=-x+2 y
. o P x2 2
Determinar el volumen del solido que se genera al rotar la region limitada por y = X= (y—l) ,

x=3-y, x=0 alrededorde y=2.
Sea R={(x, y)e IR2/|x|—2£y£4—x2}.Determine:

a) Eléreade dicharegion R
b) Elvolumen del sélido que se genera al rotar la regién R alrededor del eje "y"
c) Elvolumen del sélido que se genera al rotar la regién R alrededor de larecta y =-2.

Determine el area de la region dentro de r2 = 2sen26 y fuerade r =2send

X,
Encuentre el area de la region limitada por las curvas y = xeé ,y=0, x=9.

Determinar el volumen del sélido que se genera al rotar la regién limitada por y = X +1, y=0,,
x =1 alrededorde x=1.

Calcule el area de la regién que es externa a la cardioide r=2+2send e interna a la cardioide
r=2+2cosd.

Sea R la regi6n limitada por y=x3, y = %(x -1), y=-x+10. Calcule el volumen del sélido que se

genera cuando la region R rota alrededor de larecta X =8 .

Calcular el volumen del sélido generado por la rotacion de la region R limitada por y :&, y=2,
x =0 alrededorde larecta y=2.

Hallar el area de la region limitada por y2 -2x=0, y2 +4x-12=0
Hallar el &rea de la region limitada por r = 4c0s30 que esta fuera del circulo r = 2
Calcular el area de la region interior a la circunferencia I = @ y exterior alarosa r =asen3d, a>0.

Determine el volumen del sélido que se genera al rotar la region limitada por las curvas Y = X™,

y= x2 +2x alrededor de larecta x = 2

Determine el volumen del sdlido que se genera al rotar la region limitada por las curvas
y=4—x2;x20 , y=0, x=0 alrededor de larecta x =2

Hallar el &rea interiora r =—6c0sé y exteriora r =2—2c0s6 .

Determine el volumen del sélido que se genera al rotar la regién limitada por y =In2x, y=0, X=¢€
alrededor del eje:

a) x=e
b) y = In(2e)
_at
) ) - i . X =esent
Determine la longitud de la curva definida por las ecuaciones paramétricas ) 0<t<r
y =e" cost

Determine el volumen del sélido que se genera al rotar la region R = {(x,y)/(x2 -14< ys\/;)}
alrededor de larecta x =4

Calcule el &rea de la region comprendida entre y = (x —3)2 ylarecta y = 2(x +1)

Calcular el volumen del sélido que se genera al rotar la regién comprendida entre y = X—x2

alrededor de larecta y=-1

»y=0

Determine el volumen del sélido que se genera al rotar la region R = {(x, y)/(O <y<x-— xz)} alrededor
delarecta x=2.




