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FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMÁTICAS 
DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICAS 

 

 

Tema # 1 

 
1. (5 PUNTOS) 

 
Evalúe: 
 

∫
𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏(𝟐𝒙)

𝟏 + 𝟒𝒙𝟐
𝒅𝒙

𝟏 𝟐⁄

𝟎

 

 
Solución: 
 
Considere el cambio de variable: 
 

𝑢 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(2𝑥) 

𝑑𝑢 =
1

1 + (2𝑥)2
∙ (2)𝑑𝑥 =

2

1 + 4𝑥2
𝑑𝑥 

 
Entonces: 
 

∫
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(2𝑥)

1 + 4𝑥2
𝑑𝑥 =

1

𝟐
∫
𝟐 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(2𝑥)

1 + 4𝑥2
𝑑𝑥 

 

∫
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(2𝑥)

1 + 4𝑥2
𝑑𝑥 =

1

2
∫𝑢 𝑑𝑢 =

1

2
∙
𝑢2

2
+ 𝐶 =

1

4
𝑢2 + 𝐶 

 

∫
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(2𝑥)

1 + 4𝑥2
𝑑𝑥 =

1

4
(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(2𝑥))

2
+ 𝐶 

 
Por lo que: 
  

∫
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(2𝑥)

1 + 4𝑥2
𝑑𝑥

1 2⁄

0

=
1

4
(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(2𝑥))

2
|
0

1 2⁄

=
1

4
((𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(1))

2
− (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(0))

2
) 

 

∫
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(2𝑥)

1 + 4𝑥2
𝑑𝑥

1 2⁄

0

=
1

4
((
𝜋

4
)
2

− (0)2) 
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∴ ∫
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(2𝑥)

1 + 4𝑥2
𝑑𝑥

1 2⁄

0

=
𝜋2

64
 

 
2. (5 PUNTOS) 

 
Evalúe: 
 

∫
𝒂𝒓𝒄𝒔𝒆𝒏(𝟐𝒙)

√ 𝟏 − 𝟒𝒙𝟐
𝒅𝒙

𝟏 𝟒⁄

𝟎

 

 
Solución: 
 
Considere el cambio de variable: 
 

𝑢 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛(2𝑥) 

𝑑𝑢 =
1

√1 − (2𝑥)2
∙ (2)𝑑𝑥 =

2

√1 − 4𝑥2
𝑑𝑥 

 
Entonces: 
 

∫
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛(2𝑥)

√ 1 − 4𝑥2
𝑑𝑥 =

1

𝟐
∫
𝟐 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛(2𝑥)

√1 − 4𝑥2
𝑑𝑥 

 

∫
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛(2𝑥)

√ 1 − 4𝑥2
𝑑𝑥 =

1

2
∫𝑢 𝑑𝑢 =

1

2
∙
𝑢2

2
+ 𝐶 =

1

4
𝑢2 + 𝐶 

 

∫
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛(2𝑥)

√ 1 − 4𝑥2
𝑑𝑥 =

1

4
(𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛(2𝑥))

2
+ 𝐶 

 
Por lo que: 
  

∫
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛(2𝑥)

√ 1 − 4𝑥2
𝑑𝑥

1 4⁄

0

=
1

4
(𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛(2𝑥))

2
|
0

1 4⁄

=
1

4
((𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛 (

1

2
))

2

− (𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛(0))
2
) 

 

∫
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛(2𝑥)

√ 1 − 4𝑥2
𝑑𝑥

1 4⁄

0

=
1

4
((
𝜋

6
)
2

− (0)2) 

 

∴ ∫
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛(2𝑥)

√ 1 − 4𝑥2
𝑑𝑥

1 4⁄

0

=
𝜋2

144
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3. (5 PUNTOS) 
 
Evalúe: 
 

∫
𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏(√𝒙)

√𝒙(𝟏 + 𝒙)
𝒅𝒙

𝟑

𝟏

 

 
Solución: 
 
Considere el cambio de variable: 

𝑢 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(√𝑥) 

𝑑𝑢 =
1

1 + (√𝑥)
2 ∙ (

1

2√𝑥
) 𝑑𝑥 =

1

2√𝑥(1 + 𝑥)
𝑑𝑥 

 
Entonces: 
 

∫
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(√𝑥)

√𝑥(1 + 𝑥)
𝑑𝑥 = 𝟐∫

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(√𝑥)

𝟐√𝑥(1 + 𝑥)
𝑑𝑥 

 

∫
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(√𝑥)

√𝑥(1 + 𝑥)
𝑑𝑥 = 2∫𝑢 𝑑𝑢 = 2 ∙

𝑢2

2
+ 𝐶 = 𝑢2 + 𝐶 

 

∫
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(√𝑥)

√𝑥(1 + 𝑥)
𝑑𝑥 = (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(√𝑥))

2

+ 𝐶 

 
Por lo que: 
 

∫
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(√𝑥)

√𝑥(1 + 𝑥)
𝑑𝑥

3

1

= (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(√𝑥))
2

|
1

3

= (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(√3))
2

− (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(1))
2
 

 

∫
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(√𝑥)

√𝑥(1 + 𝑥)
𝑑𝑥

3

1

= (
𝜋

3
)
2

− (
𝜋

4
)
2

= 𝜋2 (
1

9
−
1

16
) = 𝜋2 (

16 − 9

144
) 

 

∴ ∫
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(√𝑥)

√𝑥(1 + 𝑥)
𝑑𝑥

3

1

=
7𝜋2

144
 

 
4. (5 PUNTOS) 

 
Evalúe: 
 

∫
√𝒄𝒐𝒕(𝟐𝒙)

𝒔𝒆𝒏𝟐(𝟐𝒙)
𝒅𝒙

𝝅 𝟒⁄

𝝅 𝟖⁄
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Solución: 
 
Considere el cambio de variable: 
 

𝑢 = 𝑐𝑜𝑡(2𝑥) 

𝑑𝑢 = −𝑐𝑠𝑐2(2𝑥) ∙ (2)𝑑𝑥 = −2𝑐𝑠𝑐2(2𝑥)𝑑𝑥 = −
2

𝑠𝑒𝑛2(2𝑥)
𝑑𝑥 

 
Entonces: 
 

∫
√𝑐𝑜𝑡(2𝑥)

𝑠𝑒𝑛2(2𝑥)
𝑑𝑥 = −

1

𝟐
∫
−𝟐√𝑐𝑜𝑡(2𝑥)

𝑠𝑒𝑛2(2𝑥)
𝑑𝑥 = −

1

2
∫𝑢1 2⁄  𝑑𝑢 

 

∫
√𝑐𝑜𝑡(2𝑥)

𝑠𝑒𝑛2(2𝑥)
𝑑𝑥 = −

1

2
∙
𝑢3 2⁄

3
2

+ 𝐶 = −
1

3
√𝑢3 + 𝐶 = −

1

3
√𝑐𝑜𝑡3(2𝑥) + 𝐶 

 
Por lo que: 
 

∫
√𝑐𝑜𝑡(2𝑥)

𝑠𝑒𝑛2(2𝑥)
𝑑𝑥

𝜋 4⁄

𝜋 8⁄

= −
1

3
√𝑐𝑜𝑡3(2𝑥)|

𝜋 8⁄

𝜋 4⁄

 

 

∫
√𝑐𝑜𝑡(2𝑥)

𝑠𝑒𝑛2(2𝑥)
𝑑𝑥

𝜋 4⁄

𝜋 8⁄

= −
1

3
(√𝑐𝑜𝑡3 (

𝜋

2
) − √𝑐𝑜𝑡3 (

𝜋

4
)) = −

1

3
(0 − √1) 

 

∴ ∫
√𝑐𝑜𝑡(2𝑥)

𝑠𝑒𝑛2(2𝑥)
𝑑𝑥

𝜋 4⁄

𝜋 8⁄

=
1

3
 

 
 

5. (5 PUNTOS) 
 
Evalúe: 
 

∫
√𝒕𝒂𝒏(𝟑𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝟐(𝟑𝒙)
𝒅𝒙

𝝅 𝟏𝟐⁄

𝟎

 

 
Solución: 
 
Considere el cambio de variable: 
 

𝑢 = 𝑡𝑎𝑛(3𝑥) 

𝑑𝑢 = 𝑠𝑒𝑐2(3𝑥) ∙ (3)𝑑𝑥 = 3𝑠𝑒𝑐2(3𝑥)𝑑𝑥 =
3

𝑐𝑜𝑠2(3𝑥)
𝑑𝑥 
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Entonces: 
 

∫
√𝑡𝑎𝑛(3𝑥)

𝑐𝑜𝑠2(3𝑥)
𝑑𝑥 =

1

𝟑
∫
𝟑√𝑡𝑎𝑛(3𝑥)

𝑐𝑜𝑠2(3𝑥)
𝑑𝑥 =

1

3
∫𝑢1 2⁄  𝑑𝑢 

 

∫
√𝑡𝑎𝑛(3𝑥)

𝑐𝑜𝑠2(3𝑥)
𝑑𝑥 =

1

3
∙
𝑢3 2⁄

3
2

+ 𝐶 =
2

9
√𝑢3 + 𝐶 =

2

9
√𝑡𝑎𝑛3(3𝑥) + 𝐶 

 
Por lo que: 
 

∫
√𝑡𝑎𝑛(3𝑥)

𝑐𝑜𝑠2(3𝑥)
𝑑𝑥

𝜋 12⁄

0

=
2

9
√𝑡𝑎𝑛3(3𝑥)|

0

𝜋 12⁄

 

 

∫
√𝑡𝑎𝑛(3𝑥)

𝑐𝑜𝑠2(3𝑥)
𝑑𝑥

𝜋 12⁄

0

=
2

9
(√𝑡𝑎𝑛3 (

𝜋

4
) − √𝑡𝑎𝑛3(0)) =

2

9
(√1 − 0) 

 

∴ ∫
√𝑡𝑎𝑛(3𝑥)

𝑐𝑜𝑠2(3𝑥)
𝑑𝑥

𝜋 12⁄

0

=
2

9
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FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMÁTICAS 
DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICAS 

 

 

Tema # 2 

 
6. (7 PUNTOS) 

 
Obtenga la familia de antiderivadas correspondiente a: 
 

∫(𝜶𝒙𝟐 + 𝜷𝒙)𝟐𝜽𝒙𝒅𝒙   ;    𝜶, 𝜷, 𝜽 𝒔𝒐𝒏 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕𝒆𝒔 

 
Solución: 
 
Se aplica la TÉCNICA DE INTEGRACIÓN POR PARTES: 
 

𝑢 = 𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥 𝑑𝑣 = 2𝜃𝑥𝑑𝑥 

𝑑𝑢 = (2𝛼𝑥 + 𝛽)𝑑𝑥 𝑣 =
2𝜃𝑥

𝜃𝑙𝑛(2)
 

 

∫(𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥)2𝜃𝑥𝑑𝑥 = (
𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥

𝜃𝑙𝑛(2)
) 2𝜃𝑥 −

1

𝜃𝑙𝑛(2)
∫(2𝛼𝑥 + 𝛽)2𝜃𝑥𝑑𝑥 

 
Se aplica nuevamente la TÉCNICA DE INTEGRACIÓN POR PARTES: 
 

𝑢 = 2𝛼𝑥 + 𝛽 𝑑𝑣 = 2𝜃𝑥𝑑𝑥 

𝑑𝑢 = 2𝛼 𝑑𝑥 𝑣 =
2𝜃𝑥

𝜃𝑙𝑛(2)
 

 

∫(2𝛼𝑥 + 𝛽)2𝜃𝑥𝑑𝑥 = (
2𝛼𝑥 + 𝛽

𝜃𝑙𝑛(2)
) 2𝜃𝑥 −

2𝛼

𝜃𝑙𝑛(2)
∫2𝜃𝑥𝑑𝑥 

 

∫(2𝛼𝑥 + 𝛽)2𝜃𝑥𝑑𝑥 = (
2𝛼𝑥 + 𝛽

𝜃𝑙𝑛(2)
) 2𝜃𝑥 −

2𝛼

𝜃𝑙𝑛(2)
∙
2𝜃𝑥

𝜃𝑙𝑛(2)
+ 𝐾 

 

∴ ∫(𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥)2𝜃𝑥𝑑𝑥 =
1

𝜃𝑙𝑛(2)
[𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥 −

2𝛼𝑥 + 𝛽

𝜃𝑙𝑛(2)
+

2𝛼

𝜃2𝑙𝑛2(2)
] 2𝜃𝑥 + 𝐶 ; 𝐶 ∈ ℝ  
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7. (7 PUNTOS)  
 
Obtenga la familia de antiderivadas correspondiente a: 
 

∫(𝜶𝒙𝟐 + 𝜷𝒙)𝒔𝒆𝒏(𝜽𝒙)𝒅𝒙   ;    𝜶, 𝜷, 𝜽 𝒔𝒐𝒏 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕𝒆𝒔 

 
Solución: 
 
Se aplica la TÉCNICA DE INTEGRACIÓN POR PARTES: 
 

𝑢 = 𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥 𝑑𝑣 = 𝑠𝑒𝑛(𝜃𝑥)𝑑𝑥 

𝑑𝑢 = (2𝛼𝑥 + 𝛽)𝑑𝑥 𝑣 = −
1

𝜃
𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑥) 

 

∫(𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥)𝑠𝑒𝑛(𝜃𝑥)𝑑𝑥 = −(
𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥

𝜃
) 𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑥) +

1

𝜃
∫(2𝛼𝑥 + 𝛽)𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑥)𝑑𝑥 

 
Se aplica nuevamente la TÉCNICA DE INTEGRACIÓN POR PARTES: 
 

𝑢 = 2𝛼𝑥 + 𝛽 𝑑𝑣 = 𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑥)𝑑𝑥 

𝑑𝑢 = 2𝛼 𝑑𝑥 𝑣 =
1

𝜃
𝑠𝑒𝑛(𝜃𝑥) 

 

∫(2𝛼𝑥 + 𝛽)𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑥)𝑑𝑥 = (
2𝛼𝑥 + 𝛽

𝜃
) 𝑠𝑒𝑛(𝜃𝑥) −

2𝛼

𝜃
∫𝑠𝑒𝑛(𝜃𝑥)𝑑𝑥 

 

∫(2𝛼𝑥 + 𝛽)𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑥)𝑑𝑥 = (
2𝛼𝑥 + 𝛽

𝜃
) 𝑠𝑒𝑛(𝜃𝑥) +

2𝛼

𝜃
∙
1

𝜃
𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑥) + 𝐾 

 

∴ ∫(𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥)𝑠𝑒𝑛(𝜃𝑥)𝑑𝑥 =
1

𝜃
[(
2𝛼𝑥 + 𝛽

𝜃
) 𝑠𝑒𝑛(𝜃𝑥) − (𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥 −

2𝛼

𝜃2
) 𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑥)] + 𝐶 ; 𝐶 ∈ ℝ  

 
8. (7 PUNTOS)  

 
Obtenga la familia de antiderivadas correspondiente a: 
 

∫(𝜶𝒙𝟐 + 𝜷𝒙)𝒄𝒐𝒔(𝜽𝒙)𝒅𝒙   ;    𝜶, 𝜷, 𝜽 𝒔𝒐𝒏 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕𝒆𝒔 

 
Solución: 
 
Se aplica la TÉCNICA DE INTEGRACIÓN POR PARTES: 
 

𝑢 = 𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥 𝑑𝑣 = 𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑥)𝑑𝑥 

𝑑𝑢 = (2𝛼𝑥 + 𝛽)𝑑𝑥 𝑣 =
1

𝜃
𝑠𝑒𝑛(𝜃𝑥) 
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∫(𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥)𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑥)𝑑𝑥 = (
𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥

𝜃
) 𝑠𝑒𝑛(𝜃𝑥) −

1

𝜃
∫(2𝛼𝑥 + 𝛽)𝑠𝑒𝑛(𝜃𝑥)𝑑𝑥 

 
Se aplica nuevamente la TÉCNICA DE INTEGRACIÓN POR PARTES: 
 

𝑢 = 2𝛼𝑥 + 𝛽 𝑑𝑣 = 𝑠𝑒𝑛(𝜃𝑥)𝑑𝑥 

𝑑𝑢 = 2𝛼 𝑑𝑥 𝑣 = −
1

𝜃
𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑥) 

 

∫(2𝛼𝑥 + 𝛽)𝑠𝑒𝑛(𝜃𝑥)𝑑𝑥 = −(
2𝛼𝑥 + 𝛽

𝜃
) 𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑥) +

2𝛼

𝜃
∫𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑥)𝑑𝑥 

 

∫(2𝛼𝑥 + 𝛽)𝑠𝑒𝑛(𝜃𝑥)𝑑𝑥 = −(
2𝛼𝑥 + 𝛽

𝜃
) 𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑥) +

2𝛼

𝜃
∙
1

𝜃
𝑠𝑒𝑛(𝜃𝑥) + 𝐾 

 

∴ ∫(𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥)𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑥)𝑑𝑥 =
1

𝜃
[(𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥 −

2𝛼

𝜃2
) 𝑠𝑒𝑛(𝜃𝑥) + (

2𝛼𝑥 + 𝛽

𝜃
) 𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑥)] + 𝐶 ; 𝐶 ∈ ℝ  

 
9. (7 PUNTOS) 

 
Obtenga la familia de antiderivadas correspondiente a: 
 

∫(𝜶𝒙 − 𝜷𝒙𝟐)𝟐−𝜽𝒙𝒅𝒙   ;    𝜶, 𝜷, 𝜽 𝒔𝒐𝒏 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕𝒆𝒔 

 
Solución: 
 
Se aplica la TÉCNICA DE INTEGRACIÓN POR PARTES: 
 

𝑢 = 𝛼𝑥 − 𝛽𝑥2 𝑑𝑣 = 2−𝜃𝑥𝑑𝑥 

𝑑𝑢 = (𝛼 − 2𝛽𝑥)𝑑𝑥 𝑣 = −
2−𝜃𝑥

𝜃𝑙𝑛(2)
 

 

∫(𝛼𝑥 − 𝛽𝑥2)2−𝜃𝑥𝑑𝑥 = −(
𝛼𝑥 − 𝛽𝑥2

𝜃𝑙𝑛(2)
) 2−𝜃𝑥 +

1

𝜃𝑙𝑛(2)
∫(𝛼 − 2𝛽𝑥)2−𝜃𝑥𝑑𝑥 

 
Se aplica nuevamente la TÉCNICA DE INTEGRACIÓN POR PARTES: 
 

𝑢 = 𝛼 − 2𝛽𝑥 𝑑𝑣 = 2−𝜃𝑥𝑑𝑥 

𝑑𝑢 = −2𝛽 𝑑𝑥 𝑣 = −
2−𝜃𝑥

𝜃𝑙𝑛(2)
 

 

∫(𝛼 − 2𝛽𝑥)2−𝜃𝑥𝑑𝑥 = −(
𝛼 − 2𝛽𝑥

𝜃𝑙𝑛(2)
) 2−𝜃𝑥 −

2𝛽

𝜃𝑙𝑛(2)
∫2−𝜃𝑥𝑑𝑥 
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∫(𝛼 − 2𝛽𝑥)2−𝜃𝑥𝑑𝑥 = −(
𝛼 − 2𝛽𝑥

𝜃𝑙𝑛(2)
) 2−𝜃𝑥 +

2𝛽

𝜃𝑙𝑛(2)
∙
2−𝜃𝑥

𝜃𝑙𝑛(2)
+ 𝐾 

 

∴ ∫(𝛼𝑥 − 𝛽𝑥2)2−𝜃𝑥𝑑𝑥 = −
1

𝜃𝑙𝑛(2)
[𝛼𝑥 − 𝛽𝑥2 +

𝛼 − 2𝛽𝑥

𝜃𝑙𝑛(2)
−

2𝛽

𝜃2𝑙𝑛2(2)
] 2−𝜃𝑥 + 𝐶 ; 𝐶 ∈ ℝ  

 
10. (7 PUNTOS) 

 
Obtenga la familia de antiderivadas correspondiente a: 
 

∫(𝜶𝒙 − 𝜷𝒙𝟐)𝒄𝒐𝒔(𝜽𝒙)𝒅𝒙   ;    𝜶, 𝜷, 𝜽 𝒔𝒐𝒏 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕𝒆𝒔 

 
Solución: 
 
Se aplica la TÉCNICA DE INTEGRACIÓN POR PARTES: 
 

𝑢 = 𝛼𝑥 − 𝛽𝑥2 𝑑𝑣 = 𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑥)𝑑𝑥 

𝑑𝑢 = (𝛼 − 2𝛽𝑥)𝑑𝑥 𝑣 =
1

𝜃
𝑠𝑒𝑛(𝜃𝑥) 

 

∫(𝛼𝑥 − 𝛽𝑥2)𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑥)𝑑𝑥 = (
𝛼𝑥 − 𝛽𝑥2

𝜃
) 𝑠𝑒𝑛(𝜃𝑥) −

1

𝜃
∫(𝛼 − 2𝛽𝑥)𝑠𝑒𝑛(𝜃𝑥)𝑑𝑥 

 
Se aplica nuevamente la TÉCNICA DE INTEGRACIÓN POR PARTES: 
 

𝑢 = 𝛼 − 2𝛽𝑥 𝑑𝑣 = 𝑠𝑒𝑛(𝜃𝑥)𝑑𝑥 

𝑑𝑢 = −2𝛽 𝑑𝑥 𝑣 = −
1

𝜃
𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑥) 

 

∫(𝛼 − 2𝛽𝑥)𝑠𝑒𝑛(𝜃𝑥)𝑑𝑥 = −(
𝛼 − 2𝛽𝑥

𝜃
) 𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑥) −

2𝛽

𝜃
∫ 𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑥)𝑑𝑥 

 

∫(𝛼 − 2𝛽𝑥)𝑠𝑒𝑛(𝜃𝑥)𝑑𝑥 = −(
𝛼 − 2𝛽𝑥

𝜃
) 𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑥) −

2𝛽

𝜃
∙
1

𝜃
𝑠𝑒𝑛(𝜃𝑥) + 𝐾 

 

∴ ∫(𝛼𝑥 − 𝛽𝑥2)𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑥)𝑑𝑥 =
1

𝜃
[(𝛼𝑥 − 𝛽𝑥2 +

2𝛽

𝜃2
) 𝑠𝑒𝑛(𝜃𝑥) + (

𝛼 − 2𝛽𝑥

𝜃
) 𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑥)] + 𝐶 ; 𝐶 ∈ ℝ  
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FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMÁTICAS 
DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICAS 

 

 

Tema # 3 

 
11. (7 PUNTOS) 

 
Obtenga la familia de antiderivadas correspondiente a: 
 

∫
𝟐𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 + 𝟗

𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 + 𝟕𝒙 − 𝟓
𝒅𝒙 

 
Solución: 
 
Se aplica división sintética al polinomio del denominador: 
 

1 −3
1

7 −5
−2 5

 

1 −2   5    0 
 

𝑥3 − 3𝑥2 + 7𝑥 − 5 = (𝑥 − 1)(𝑥2 − 2𝑥 + 5) 
 
Se aplica la TÉCNICA DE DESCOMPOSICIÓN EN FRACCIONES PARCIALES a la función integrando: 
 

2𝑥2 − 3𝑥 + 9

𝑥3 − 3𝑥2 + 7𝑥 − 5
=

𝐴

𝑥 − 1
+

𝐵𝑥 + 𝐶

𝑥2 − 2𝑥 + 5
 

 
2𝑥2 − 3𝑥 + 9

𝑥3 − 3𝑥2 + 7𝑥 − 5
=
𝐴(𝑥2 − 2𝑥 + 5) + (𝐵𝑥 + 𝐶)(𝑥 − 1)

𝑥3 − 3𝑥2 + 7𝑥 − 5
 

 
Se plantea una IGUALDAD ENTRE POLINOMIOS y se calculan los coeficientes:  
 

2𝑥2 − 3𝑥 + 9 = 𝐴(𝑥2 − 2𝑥 + 5) + (𝐵𝑥 + 𝐶)(𝑥 − 1) 
 

𝐶𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑥 = 1:   8 = 𝐴(4) + (𝐵 + 𝐶)(0)    →    𝐴 = 2 
 

𝐷𝑒𝑙 𝑡é𝑟𝑚𝑖𝑛𝑜 𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟á𝑡𝑖𝑐𝑜:     2 = 2 + 𝐵   →    𝐵 = 0 
 

𝐷𝑒𝑙 𝑡é𝑟𝑚𝑖𝑛𝑜 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒:     9 = 10 − 𝐶   →    𝐶 = 1 
 

AÑO: 2021 PERÍODO: II PAO 

MATERIA: 
Cálculo de 
una variable 

PROFESORES: 
Ángel M., Avilés J., Baquerizo G.,  
Crow P., Díaz R., García A., García E., 
Laveglia F., Ramos M., Ronquillo C. 

EVALUACIÓN: SEGUNDA FECHA:  24/enero/2022 

1 
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∫
2𝑥2 − 3𝑥 + 9

𝑥3 − 3𝑥2 + 7𝑥 − 5
𝑑𝑥 = ∫(

2

𝑥 − 1
+

1

𝑥2 − 2𝑥 + 𝟏 + 𝟒
)𝑑𝑥 

 

∫
2𝑥2 − 3𝑥 + 9

𝑥3 − 3𝑥2 + 7𝑥 − 5
𝑑𝑥 = 2∫

𝑑𝑥

𝑥 − 1
+ ∫

1

(𝑥 − 1)2 + 22
𝑑𝑥 

 

∴ ∫
2𝑥2 − 3𝑥 + 9

𝑥3 − 3𝑥2 + 7𝑥 − 5
𝑑𝑥 = 2𝑙𝑛|𝑥 − 1| +

1

2
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

𝑥 − 1

2
) + 𝐶 ; 𝐶 ∈ ℝ  

 
12. (7 PUNTOS)  

 
Obtenga la familia de antiderivadas correspondiente a: 
 

∫
𝟒𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟏

𝒙𝟑 + 𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟏
𝒅𝒙 

 
Solución: 
 

𝑥3 + 𝑥2 − 𝑥 − 1 = (𝑥3 + 𝑥2) − (𝑥 + 1) = 𝑥2(𝑥 + 1) − (𝑥 + 1) 
𝑥3 + 𝑥2 − 𝑥 − 1 = (𝑥2 − 1)(𝑥 + 1) = (𝑥 − 1)(𝑥 + 1)2 

 
Se aplica la TÉCNICA DE DESCOMPOSICIÓN EN FRACCIONES PARCIALES a la función integrando: 
 

4𝑥2 − 2𝑥 + 1

𝑥3 + 𝑥2 − 𝑥 − 1
=

𝐴

𝑥 − 1
+

𝐵

𝑥 + 1
+

𝐶

(𝑥 + 1)2
 

 
4𝑥2 − 2𝑥 + 1

𝑥3 + 𝑥2 − 𝑥 − 1
=
𝐴(𝑥 + 1)2 + 𝐵(𝑥2 − 1) + 𝐶(𝑥 − 1)

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)2
 

 
Se plantea una IGUALDAD ENTRE POLINOMIOS y se calculan los coeficientes:  
 

4𝑥2 − 2𝑥 + 1 = 𝐴(𝑥 + 1)2 + 𝐵(𝑥2 − 1) + 𝐶(𝑥 − 1) 
 

𝐶𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑥 = 1:   3 = 𝐴(4) + 𝐵(0) + 𝐶(0)    →    𝐴 =
3

4
 

 

𝐷𝑒𝑙 𝑡é𝑟𝑚𝑖𝑛𝑜 𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟á𝑡𝑖𝑐𝑜:     4 =
3

4
+ 𝐵   →    𝐵 =

13

4
 

 

𝐷𝑒𝑙 𝑡é𝑟𝑚𝑖𝑛𝑜 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒:     1 = 𝐴 − 𝐵 − 𝐶   →    𝐶 = −
7

2
 

 

∫
4𝑥2 − 2𝑥 + 1

𝑥3 + 𝑥2 − 𝑥 − 1
𝑑𝑥 = ∫(

3 4⁄

𝑥 − 1
+
13 4⁄

𝑥 + 1
−

7 2⁄

(𝑥 + 1)2
)𝑑𝑥 
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∫
4𝑥2 − 2𝑥 + 1

𝑥3 + 𝑥2 − 𝑥 − 1
𝑑𝑥 =

3

4
∫

𝑑𝑥

𝑥 − 1
+
13

4
∫

𝑑𝑥

𝑥 + 1
−
7

2
∫

𝑑𝑥

(𝑥 + 1)2
 

 

∴ ∫
4𝑥2 − 2𝑥 + 1

𝑥3 + 𝑥2 − 𝑥 − 1
𝑑𝑥 =

3

4
𝑙𝑛|𝑥 − 1| +

13

4
𝑙𝑛|𝑥 + 1| +

7

2(𝑥 + 1)
+ 𝐶 ; 𝐶 ∈ ℝ  

 
13. (7 PUNTOS)  

 
Obtenga la familia de antiderivadas correspondiente a: 
 

∫
𝒙𝟐 − 𝟏𝟒𝒙 + 𝟏𝟓

𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟓
𝒅𝒙 

 
Solución: 
 
Se aplica división sintética al polinomio del denominador: 
 

1 −3
−1

   
1 5
4 −5

 

1 −4   5 0 
 

𝑥3 − 3𝑥2 + 𝑥 + 5 = (𝑥 + 1)(𝑥2 − 4𝑥 + 5) 
 
Se aplica la TÉCNICA DE DESCOMPOSICIÓN EN FRACCIONES PARCIALES a la función integrando: 
 

𝑥2 − 14𝑥 + 15

𝑥3 − 3𝑥2 + 𝑥 + 5
=

𝐴

𝑥 + 1
+

𝐵𝑥 + 𝐶

𝑥2 − 4𝑥 + 5
 

 
𝑥2 − 14𝑥 + 15

𝑥3 − 3𝑥2 + 𝑥 + 5
=
𝐴(𝑥2 − 4𝑥 + 5) + (𝐵𝑥 + 𝐶)(𝑥 + 1)

𝑥3 − 3𝑥2 + 𝑥 + 5
 

 
Se plantea una IGUALDAD ENTRE POLINOMIOS y se calculan los coeficientes:  
 

𝑥2 − 14𝑥 + 15 = 𝐴(𝑥2 − 4𝑥 + 5) + (𝐵𝑥 + 𝐶)(𝑥 + 1) 
 

𝐶𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑥 = −1:   30 = 𝐴(10) + (−𝐵 + 𝐶)(0)    →    𝐴 = 3 
 

𝐷𝑒𝑙 𝑡é𝑟𝑚𝑖𝑛𝑜 𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟á𝑡𝑖𝑐𝑜:     1 = 3 + 𝐵   →    𝐵 = −2 
 

𝐷𝑒𝑙 𝑡é𝑟𝑚𝑖𝑛𝑜 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒:     15 = 15 + 𝐶   →    𝐶 = 0 
 

∫
𝑥2 − 14𝑥 + 15

𝑥3 − 3𝑥2 + 𝑥 + 5
𝑑𝑥 = ∫(

3

𝑥 + 1
−

2𝑥

𝑥2 − 4𝑥 + 5
)𝑑𝑥 

 

∫
𝑥2 − 14𝑥 + 15

𝑥3 − 3𝑥2 + 𝑥 + 5
𝑑𝑥 = 3∫

𝑑𝑥

𝑥 + 1
− ∫

2𝑥 − 𝟒 + 𝟒

𝑥2 − 4𝑥 + 5
𝑑𝑥 

−1 
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∫
𝑥2 − 14𝑥 + 15

𝑥3 − 3𝑥2 + 𝑥 + 5
𝑑𝑥 = 3∫

𝑑𝑥

𝑥 + 1
− ∫

2𝑥 − 4

𝑥2 − 4𝑥 + 5
𝑑𝑥 − ∫

4

(𝑥 − 2)2 + 12
𝑑𝑥 

 

∴ ∫
𝑥2 − 14𝑥 + 15

𝑥3 − 3𝑥2 + 𝑥 + 5
𝑑𝑥 = 3𝑙𝑛|𝑥 + 1| − 𝑙𝑛|𝑥2 − 4𝑥 + 5| − 4𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥 − 2) + 𝐶 ; 𝐶 ∈ ℝ  

 
14. (7 PUNTOS) 

 
Obtenga la familia de antiderivadas correspondiente a: 
 

∫
𝟑𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟏

𝒙𝟑 − 𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝟏
𝒅𝒙 

 
Solución: 
 

𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 + 1 = (𝑥3 − 𝑥2) − (𝑥 − 1) = 𝑥2(𝑥 − 1) − (𝑥 − 1) 
𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 + 1 = (𝑥2 − 1)(𝑥 − 1) = (𝑥 + 1)(𝑥 − 1)2 

 
Se aplica la TÉCNICA DE DESCOMPOSICIÓN EN FRACCIONES PARCIALES a la función integrando: 
 

3𝑥2 − 2𝑥 + 1

𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 + 1
=

𝐴

𝑥 + 1
+

𝐵

𝑥 − 1
+

𝐶

(𝑥 − 1)2
 

 
3𝑥2 − 2𝑥 + 1

𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 + 1
=
𝐴(𝑥 − 1)2 + 𝐵(𝑥2 − 1) + 𝐶(𝑥 + 1)

(𝑥 + 1)(𝑥 − 1)2
 

 
Se plantea una IGUALDAD ENTRE POLINOMIOS y se calculan los coeficientes:  
 

3𝑥2 − 2𝑥 + 1 = 𝐴(𝑥 − 1)2 + 𝐵(𝑥2 − 1) + 𝐶(𝑥 + 1) 
 

𝐶𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑥 = −1:   6 = 𝐴(4) + 𝐵(0) + 𝐶(0)    →    𝐴 =
3

2
 

 

𝐷𝑒𝑙 𝑡é𝑟𝑚𝑖𝑛𝑜 𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟á𝑡𝑖𝑐𝑜:     3 =
3

2
+ 𝐵   →    𝐵 =

3

2
 

 
𝐷𝑒𝑙 𝑡é𝑟𝑚𝑖𝑛𝑜 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒:     1 = 𝐴 − 𝐵 + 𝐶   →    𝐶 = 1 

 

∫
3𝑥2 − 2𝑥 + 1

𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 + 1
𝑑𝑥 = ∫(

3 2⁄

𝑥 + 1
+
3 2⁄

𝑥 − 1
+

1

(𝑥 − 1)2
)𝑑𝑥 

 

∫
3𝑥2 − 2𝑥 + 1

𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 + 1
𝑑𝑥 =

3

2
∫

𝑑𝑥

𝑥 + 1
+
3

2
∫

𝑑𝑥

𝑥 − 1
+ ∫

𝑑𝑥

(𝑥 − 1)2
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∴ ∫
3𝑥2 − 2𝑥 + 1

𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 + 1
𝑑𝑥 =

3

2
𝑙𝑛|𝑥 + 1| +

3

2
𝑙𝑛|𝑥 − 1| −

1

𝑥 − 1
+ 𝐶 ; 𝐶 ∈ ℝ  

 
15. (7 PUNTOS) 

 
Obtenga la familia de antiderivadas correspondiente a: 
 

∫
𝟏 − 𝟒𝒙 − 𝟑𝒙𝟐 − 𝟑𝒙𝟑

𝒙𝟒 + 𝒙𝟑 + 𝒙𝟐
𝒅𝒙 

 
Solución: 
 

𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2 = 𝑥2(𝑥2 + 𝑥 + 1) 
 
Se aplica la TÉCNICA DE DESCOMPOSICIÓN EN FRACCIONES PARCIALES a la función integrando: 
 

1 − 4𝑥 − 3𝑥2 − 3𝑥3

𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2
=
𝐴

𝑥
+
𝐵

𝑥2
+

𝐶𝑥 + 𝐷

𝑥2 + 𝑥 + 1
 

 
1 − 4𝑥 − 3𝑥2 − 3𝑥3

𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2
=
𝐴𝑥(𝑥2 + 𝑥 + 1) + 𝐵(𝑥2 + 𝑥 + 1) + (𝐶𝑥 + 𝐷)𝑥2

𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2
 

 
Se plantea una IGUALDAD ENTRE POLINOMIOS y se calculan los coeficientes:  
 

1 − 4𝑥 − 3𝑥2 − 3𝑥3 = 𝐴𝑥(𝑥2 + 𝑥 + 1) + 𝐵(𝑥2 + 𝑥 + 1) + (𝐶𝑥 + 𝐷)𝑥2 
 

𝐶𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑥 = 0:  1 = 𝐴(0) + 𝐵(1) + 𝐶(0)    →    𝐵 = 1 
 

1 − 4𝑥 − 3𝑥2 − 3𝑥3 = 𝐴𝑥3 + 𝐴𝑥2 + 𝐴𝑥 + 𝑥2 + 𝑥 + 1 + 𝐶𝑥3 + 𝐷𝑥2 
 

𝐷𝑒𝑙 𝑡é𝑟𝑚𝑖𝑛𝑜 𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑙:    − 4 = 𝐴 + 𝐵   →    𝐴 = −5 
 

𝐷𝑒𝑙 𝑡é𝑟𝑚𝑖𝑛𝑜 𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟á𝑡𝑖𝑐𝑜:    − 3 = 𝐴 + 1 + 𝐷   →    𝐷 = 1 
 

𝐷𝑒𝑙 𝑡é𝑟𝑚𝑖𝑛𝑜 𝑐ú𝑏𝑖𝑐𝑜:    − 3 = 𝐴 + 𝐶   →    𝐶 = 2 
 

∫
1 − 4𝑥 − 3𝑥2 − 3𝑥3

𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2
𝑑𝑥 = ∫(−

5

𝑥
+
1

𝑥2
+

2𝑥 + 1

𝑥2 + 𝑥 + 1
)𝑑𝑥 

 

∫
1 − 4𝑥 − 3𝑥2 − 3𝑥3

𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2
𝑑𝑥 = −5∫

𝑑𝑥

𝑥
+ ∫

𝑑𝑥

𝑥2
+∫

2𝑥 + 1

𝑥2 + 𝑥 + 1
𝑑𝑥 

 

∴ ∫
1 − 4𝑥 − 3𝑥2 − 3𝑥3

𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2
𝑑𝑥 = −5𝑙𝑛|𝑥| −

1

𝑥
+ 𝑙𝑛|𝑥2 + 𝑥 + 1| + 𝐶 ; 𝐶 ∈ ℝ  
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Tema # 4 

 
16. (9 PUNTOS) 

 
Utilizando la definición de la integral definida, evalúe: 

 

∫ (𝟒 − |𝒙|)𝒅𝒙
𝟏

−𝟐

 

 
Solución: 
 
Debido al comportamiento de la función valor absoluto, para evaluar la integral definida, 
es necesario aplicar la PROPIEDAD ADITIVA: 
 

∫ (4 − |𝑥|)𝑑𝑥
1

−2

= ∫ (4 + 𝑥)𝑑𝑥
0

−2

+∫ (4 − 𝑥)𝑑𝑥
1

0

 

 
Para ambos intervalos especificados, se establecerá una partición regular 𝑃, con 𝑛 
subintervalos de igual longitud y los puntos muestra 𝑥̅𝑖  se elegirán de tal forma que, en 
cada subintervalo [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖], 𝑥̅𝑖 = 𝑥𝑖. 
 
Luego, a partir de la definición, la integral definida para cada intervalo estará dada por: 
 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = lim
‖𝑃‖ → 0 

∑𝑓(𝑥̅𝑖)Δ𝑥𝑖 = lim
𝑛 → +∞ 

∑𝑓(𝑥𝑖)Δ𝑥

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

𝑏

𝑎

 

 
Para la primera integral, se tiene que: 
 

∫ (4 + 𝑥)
0

−2

𝑑𝑥 = lim
𝑛 → +∞ 

∑𝑓(𝑥𝑖)Δ𝑥

𝑛

𝑖=1

 

 
Luego: 
 

∆𝑥 =
𝑏 − 𝑎

𝑛
=
0 − (−2)

𝑛
=
2

𝑛
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𝑥0 = −2 

𝑥1 = −2 + ∆𝑥 = −2 +
2

𝑛
 

𝑥2 = −2 + 2∆𝑥 = −2 + 2(
2

𝑛
) 

𝑥3 = −2 + 3∆𝑥 = −2 + 3(
2

𝑛
) 

⋮ 

𝑥𝑖 = −2 + 𝑖∆𝑥 = −2 + 𝑖 (
2

𝑛
) 

⋮ 

𝑥𝑛 = −2 + 𝑛∆𝑥 = −2 + 𝑛 (
2

𝑛
) = −2 + 2 = 0 

 
Con lo cual: 
 

𝑓(𝑥𝑖) = 4 + 𝑥𝑖 = 4 + (−2 + 𝑖 ( 
2

𝑛
 )) = 2 +

2𝑖

𝑛
 

 
Y la integral definida, estará dada por: 
 

∫ (4 + 𝑥)𝑑𝑥
0

−2

= lim
𝑛 → +∞

∑(2 +
2𝑖

𝑛
) (
2

𝑛
)

𝑛

𝑖 = 1

= lim
𝑛 → +∞

(
2

𝑛
)∑ (2 +

2𝑖

𝑛
)

𝑛

𝑖 = 1

 

 

∫ (4 + 𝑥)𝑑𝑥
0

−2

= lim
𝑛 → +∞

(
2

𝑛
)(∑ 2

𝑛

𝑖 = 1

+
2

𝑛
∑ 𝑖

𝑛

𝑖 = 1

) = lim
𝑛 → +∞

(
2

𝑛
)(2𝑛 +

2

𝑛
(
𝑛(𝑛 + 1)

2
)) 

 

∫ (4 + 𝑥)𝑑𝑥
0

−2

= lim
𝑛 → +∞

(
2

𝑛
) (2𝑛 + 𝑛 + 1) = lim

𝑛 →+ ∞
(6 +

2

𝑛
) = 6 + 0 

 
Por lo que: 
  

∫ (4 + 𝑥)
0

−2

𝑑𝑥 = 6 

 
Para la segunda integral, se tiene que: 
 

∫ (4 − 𝑥)𝑑𝑥
1

0

= lim
𝑛 → +∞ 

∑𝑓(𝑥𝑖)Δ𝑥

𝑛

𝑖=1

 

 
Luego: 
 

∆𝑥 =
𝑏 − 𝑎

𝑛
=
1 − 0

𝑛
=
1

𝑛
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𝑥0 = 0 

𝑥1 = ∆𝑥 =
1

𝑛
 

𝑥2 = 2∆𝑥 = 2 (
1

𝑛
) 

𝑥3 = 3∆𝑥 = 3 (
1

𝑛
) 

⋮ 

𝑥𝑖 = 𝑖∆𝑥 = 𝑖 (
1

𝑛
) 

⋮ 

𝑥𝑛 = 𝑛∆𝑥 = 𝑛 (
1

𝑛
) = 1 

 
Con lo cual: 
 

𝑓(𝑥𝑖) = 4 − 𝑥𝑖 = 4 − 𝑖 (
1

𝑛
) = 4 −

𝑖

𝑛
 

 
Y la integral definida, estará dada por: 
 

∫ (4 − 𝑥)𝑑𝑥
1

0

= lim
𝑛 → +∞

∑(4 −
𝑖

𝑛
) (
1

𝑛
)

𝑛

𝑖 = 1

= lim
𝑛 → +∞

(
1

𝑛
)∑ (4 −

𝑖

𝑛
)

𝑛

𝑖 = 1

 

 

∫ (4 − 𝑥)𝑑𝑥
1

0

= lim
𝑛 → +∞

(
1

𝑛
)(∑ 4

𝑛

𝑖 = 1

−
1

𝑛
∑ 𝑖

𝑛

𝑖 = 1

) = lim
𝑛 → +∞

(
1

𝑛
)(4𝑛 −

1

𝑛
(
𝑛(𝑛 + 1)

2
)) 

 

∫ (4 − 𝑥)𝑑𝑥
1

0

= lim
𝑛 → +∞

(
1

𝑛
) (4𝑛 −

1

2
𝑛 −

1

2
) = lim

𝑛 → +∞
(
7

2
−
1

2𝑛
) =

7

2
− 0 

 
Por lo que: 
  

∫ (4 − 𝑥)𝑑𝑥
1

0

=
7

2
 

 
Pero: 
 

∫ (4 − |𝑥|)𝑑𝑥
1

−2

= ∫ (4 + 𝑥)𝑑𝑥
0

−2

+∫ (4 − 𝑥)𝑑𝑥
1

0

= 6 +
7

2
 

 

 ∴   ∫ (4 − |𝑥|)𝑑𝑥
1

−2

=
19

2
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17. (9 PUNTOS) 
 
Utilizando la definición de la integral definida, evalúe: 

 

∫ (|𝒙| + 𝟏)𝒅𝒙
𝟐

−𝟏

 

 
Solución: 
 
Debido al comportamiento de la función valor absoluto, para evaluar la integral definida, 
es necesario aplicar la PROPIEDAD ADITIVA: 
 

∫ (|𝑥| + 1)𝑑𝑥
2

−1

= ∫ (−𝑥 + 1)𝑑𝑥
0

−1

+∫ (𝑥 + 1)𝑑𝑥
2

0

 

 
Para ambos intervalos especificados, se establecerá una partición regular 𝑃, con 𝑛 
subintervalos de igual longitud y los puntos muestra 𝑥̅𝑖  se elegirán de tal forma que, en 
cada subintervalo [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖], 𝑥̅𝑖 = 𝑥𝑖. 
 
Luego, a partir de la definición, la integral definida para cada intervalo estará dada por: 
 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = lim
‖𝑃‖ → 0 

∑𝑓(𝑥̅𝑖)Δ𝑥𝑖 = lim
𝑛 → +∞ 

∑𝑓(𝑥𝑖)Δ𝑥

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

𝑏

𝑎

 

 
Para la primera integral, se tiene que: 
 

∫ (−𝑥 + 1)𝑑𝑥
0

−1

= lim
𝑛 → +∞ 

∑𝑓(𝑥𝑖)Δ𝑥

𝑛

𝑖=1

 

 
Luego: 
 

∆𝑥 =
𝑏 − 𝑎

𝑛
=
0 − (−1)

𝑛
=
1

𝑛
 

 
𝑥0 = −1 

𝑥1 = −1 + ∆𝑥 = −1 +
1

𝑛
 

𝑥2 = −1 + 2∆𝑥 = −1 + 2(
1

𝑛
) 

𝑥3 = −1 + 3∆𝑥 = −1 + 3(
1

𝑛
) 

⋮ 

𝑥𝑖 = −1 + 𝑖∆𝑥 = −1 + 𝑖 (
1

𝑛
) 

⋮ 
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𝑥𝑛 = −1 + 𝑛∆𝑥 = −1 + 𝑛 (
1

𝑛
) = −1 + 1 = 0 

 
Con lo cual: 
 

𝑓(𝑥𝑖) = −𝑥𝑖 + 1 = −(−1 + 𝑖 (
1

𝑛
)) + 1 = 2 −

𝑖

𝑛
 

 
Y la integral definida, estará dada por: 
 

∫ (−𝑥 + 1)𝑑𝑥
0

−1

= lim
𝑛 → +∞

∑(2 −
𝑖

𝑛
) (
1

𝑛
)

𝑛

𝑖 = 1

= lim
𝑛 → +∞

(
1

𝑛
)∑ (2 −

𝑖

𝑛
)

𝑛

𝑖 = 1

 

 

∫ (−𝑥 + 1)𝑑𝑥
0

−1

= lim
𝑛 → +∞

(
1

𝑛
)(∑ 2

𝑛

𝑖 = 1

−
1

𝑛
∑ 𝑖

𝑛

𝑖 = 1

) = lim
𝑛 → +∞

(
1

𝑛
)(2𝑛 −

1

𝑛
(
𝑛(𝑛 + 1)

2
)) 

 

∫ (−𝑥 + 1)𝑑𝑥
0

−1

= lim
𝑛 → +∞

(
1

𝑛
) (2𝑛 −

1

2
𝑛 −

1

2
) = lim

𝑛 → +∞
(
3

2
−
1

2𝑛
) =

3

2
− 0 

 
Por lo que: 
  

∫ (−𝑥 + 1)𝑑𝑥
0

−1

=
3

2
 

 
Para la segunda integral, se tiene que: 
 

∫ (𝑥 + 1)𝑑𝑥
2

0

= lim
𝑛 → +∞ 

∑𝑓(𝑥𝑖)Δ𝑥

𝑛

𝑖=1

 

 
Luego: 
 
 

∆𝑥 =
𝑏 − 𝑎

𝑛
=
2 − 0

𝑛
=
2

𝑛
 

 
𝑥0 = 0 

𝑥1 = ∆𝑥 =
2

𝑛
 

𝑥2 = 2∆𝑥 = 2 (
2

𝑛
) 

𝑥3 = 3∆𝑥 = 3 (
2

𝑛
) 

⋮ 

𝑥𝑖 = 𝑖∆𝑥 = 𝑖 (
2

𝑛
) 
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⋮ 

𝑥𝑛 = 𝑛∆𝑥 = 𝑛 (
2

𝑛
) = 2 

 
Con lo cual: 
 

𝑓(𝑥𝑖) = 𝑥𝑖 + 1 = 𝑖 (
2

𝑛
) + 1 =

2𝑖

𝑛
+ 1 

 
Y la integral definida, estará dada por: 
 

∫ (𝑥 + 1)𝑑𝑥
2

0

= lim
𝑛 → +∞

∑(
2𝑖

𝑛
+ 1) (

2

𝑛
)

𝑛

𝑖 = 1

= lim
𝑛 → +∞

(
2

𝑛
)∑ (

2𝑖

𝑛
+ 1)

𝑛

𝑖 = 1

 

 

∫ (𝑥 + 1)𝑑𝑥
2

0

= lim
𝑛 → +∞

(
2

𝑛
)(
2

𝑛
∑ 𝑖

𝑛

𝑖 = 1

+ ∑ 1

𝑛

𝑖 = 1

) = lim
𝑛 → +∞

(
2

𝑛
) (
2

𝑛
(
𝑛(𝑛 + 1)

2
) + 𝑛) 

 

∫ (𝑥 + 1)𝑑𝑥
2

0

= lim
𝑛 → +∞

(
2

𝑛
) (𝑛 + 1 + 𝑛) = lim

𝑛 → +∞
2(2 +

1

𝑛
) = 2(2 + 0) 

 
Por lo que: 
  

∫ (𝑥 + 1)𝑑𝑥
2

0

= 4 

 
Pero: 
 

∫ (|𝑥| + 1)𝑑𝑥
2

−1

= ∫ (−𝑥 + 1)𝑑𝑥
0

−1

+∫ (𝑥 + 1)𝑑𝑥
2

0

=
3

2
+ 4 

 

 ∴   ∫ (|𝑥| + 1)𝑑𝑥
2

−1

=
11

2
  

 
18. (9 PUNTOS) 

 
Utilizando la definición de la integral definida, evalúe: 

 

∫ (|𝒙 − 𝟐|)𝒅𝒙
𝟒

−𝟏

 

 
Solución: 
 
Debido al comportamiento de la función valor absoluto, para evaluar la integral definida, 
es necesario aplicar la PROPIEDAD ADITIVA: 
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∫ (|𝑥 − 2|)𝑑𝑥
4

−1

= ∫ (2 − 𝑥)𝑑𝑥
2

−1

+∫ (𝑥 − 2)𝑑𝑥
4

2

 

 
Para ambos intervalos especificados, se establecerá una partición regular 𝑃, con 𝑛 
subintervalos de igual longitud y los puntos muestra 𝑥̅𝑖  se elegirán de tal forma que, en 
cada subintervalo [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖], 𝑥̅𝑖 = 𝑥𝑖. 
 
Luego, a partir de la definición, la integral definida para cada intervalo estará dada por: 
 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = lim
‖𝑃‖ → 0 

∑𝑓(𝑥̅𝑖)Δ𝑥𝑖 = lim
𝑛 → +∞ 

∑𝑓(𝑥𝑖)Δ𝑥

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

𝑏

𝑎

 

 
Para la primera integral, se tiene que: 
 

∫ (2 − 𝑥)𝑑𝑥
2

−1

= lim
𝑛 → +∞ 

∑𝑓(𝑥𝑖)Δ𝑥

𝑛

𝑖=1

 

 
Luego: 
 

∆𝑥 =
𝑏 − 𝑎

𝑛
=
2 − (−1)

𝑛
=
3

𝑛
 

 
𝑥0 = −1 

𝑥1 = −1 + ∆𝑥 = −1 +
3

𝑛
 

𝑥2 = −1 + 2∆𝑥 = −1 + 2(
3

𝑛
) 

𝑥3 = −1 + 3∆𝑥 = −1 + 3(
3

𝑛
) 

⋮ 

𝑥𝑖 = −1 + 𝑖∆𝑥 = −1 + 𝑖 (
3

𝑛
) 

⋮ 

𝑥𝑛 = −1 + 𝑛∆𝑥 = −1 + 𝑛 (
3

𝑛
) = −1 + 3 = 2 

 
Con lo cual: 
 

𝑓(𝑥𝑖) = 2 − 𝑥𝑖 = 2 − (−1 + 𝑖 (
3

𝑛
)) = 3 −

3𝑖

𝑛
 

 
Y la integral definida, estará dada por: 
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∫ (2 − 𝑥)𝑑𝑥
2

−1

= lim
𝑛 → +∞

∑(3 −
3𝑖

𝑛
) (
3

𝑛
)

𝑛

𝑖 = 1

= lim
𝑛 → +∞

(
3

𝑛
)∑ (3 −

3𝑖

𝑛
)

𝑛

𝑖 = 1

 

 

∫ (2 − 𝑥)𝑑𝑥
2

−1

= lim
𝑛 → +∞

(
3

𝑛
)(∑ 3

𝑛

𝑖 = 1

−
3

𝑛
∑ 𝑖

𝑛

𝑖 = 1

) = lim
𝑛 → +∞

(
3

𝑛
)(3𝑛 −

3

𝑛
(
𝑛(𝑛 + 1)

2
)) 

 

∫ (2 − 𝑥)𝑑𝑥
2

−1

= lim
𝑛 → +∞

(
3

𝑛
) (3𝑛 −

3

2
𝑛 −

3

2
) = lim

𝑛 → +∞
(
9

2
−
9

2𝑛
) =

9

2
− 0 

 
Por lo que: 
 

∫ (2 − 𝑥)𝑑𝑥
2

−1

=
9

2
 

 
Para la segunda integral, se tiene que: 
 

∫ (𝑥 − 2)𝑑𝑥
4

2

= lim
𝑛 → +∞ 

∑𝑓(𝑥𝑖)Δ𝑥

𝑛

𝑖=1

 

 
Luego: 
 

∆𝑥 =
𝑏 − 𝑎

𝑛
=
4 − 2

𝑛
=
2

𝑛
 

 
𝑥0 = 2 

𝑥1 = 2 + ∆𝑥 = 2 +
2

𝑛
 

𝑥2 = 2 + 2∆𝑥 = 2 + 2(
2

𝑛
) 

𝑥3 = 2 + 3∆𝑥 = 2 + 3(
2

𝑛
) 

⋮ 

𝑥𝑖 = 2 + 𝑖∆𝑥 = 2 + 𝑖 (
2

𝑛
)   

⋮ 

𝑥𝑛 = 2 + 𝑛∆𝑥 = 2 + 𝑛 (
2

𝑛
) = 2 + 2 = 4   

 
Con lo cual: 
 

𝑓(𝑥𝑖) = 𝑥𝑖 − 2 = (2 +
2𝑖

𝑛
) − 2 =

2𝑖

𝑛
 

 
Y la integral definida, estará dada por: 
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∫ (𝑥 − 2)𝑑𝑥
4

2

= lim
𝑛 → +∞

∑(
2𝑖

𝑛
) (
2

𝑛
)

𝑛

𝑖 = 1

= lim
𝑛 → +∞

(
4

𝑛2
)∑ 𝑖

𝑛

𝑖 = 1

 

 

∫ (𝑥 − 2)𝑑𝑥
4

2

= lim
𝑛 → +∞

(
4

𝑛2
) (
𝑛(𝑛 + 1)

2
) = lim

𝑛 → +∞
(2 +

2

𝑛
) = 2 + 0 

 
Por lo que: 
  

∫ (𝑥 − 2)𝑑𝑥
4

2

= 2 

 
Pero: 
 

∫ (|𝑥 − 2|)𝑑𝑥
4

−1

= ∫ (2 − 𝑥)𝑑𝑥
2

−1

+∫ (𝑥 − 2)𝑑𝑥
4

2

=
9

2
+ 2 

 

 ∴   ∫ (|𝑥 − 2|)𝑑𝑥
4

−1

=
13

2
  

 
19. (9 PUNTOS) 

 
Utilizando la definición de la integral definida, evalúe: 

 

∫ (|𝒙 + 𝟐|)𝒅𝒙
𝟎

−𝟑

 

 
Solución: 
 
Debido al comportamiento de la función valor absoluto, para evaluar la integral definida, 
es necesario aplicar la PROPIEDAD ADITIVA: 
 

∫ (|𝑥 + 2|)𝑑𝑥
0

−3

= ∫ (−𝑥 − 2)𝑑𝑥
−2

−3

+∫ (𝑥 + 2)𝑑𝑥
0

−2

 

 
Para ambos intervalos especificados, se establecerá una partición regular 𝑃, con 𝑛 
subintervalos de igual longitud y los puntos muestra 𝑥̅𝑖  se elegirán de tal forma que, en 
cada subintervalo [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖], 𝑥̅𝑖 = 𝑥𝑖. 
 
Luego, a partir de la definición, la integral definida para cada intervalo estará dada por: 
 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = lim
‖𝑃‖ → 0 

∑𝑓(𝑥̅𝑖)Δ𝑥𝑖 = lim
𝑛 → +∞ 

∑𝑓(𝑥𝑖)Δ𝑥

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

𝑏

𝑎
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Para la primera integral, se tiene que: 
 

∫ (−𝑥 − 2)𝑑𝑥
−2

−3

= lim
𝑛 → +∞ 

∑𝑓(𝑥𝑖)Δ𝑥

𝑛

𝑖=1

 

 
Luego: 
 

∆𝑥 =
𝑏 − 𝑎

𝑛
=
−2 − (−3)

𝑛
=
1

𝑛
 

 
𝑥0 = −3 

𝑥1 = −3 + ∆𝑥 = −3 +
1

𝑛
 

𝑥2 = −3 + 2∆𝑥 = −3 + 2(
1

𝑛
) 

𝑥3 = −3 + 3∆𝑥 = −3 + 3(
1

𝑛
) 

⋮ 

𝑥𝑖 = −3 + 𝑖∆𝑥 = −3 + 𝑖 (
1

𝑛
) 

⋮ 

𝑥𝑛 = −3 + 𝑛∆𝑥 = −3 + 𝑛 (
1

𝑛
) = −3 + 1 = −2 

 
Con lo cual: 
 

𝑓(𝑥𝑖) = −𝑥𝑖 − 2 = −(−3 + 𝑖 (
1

𝑛
)) − 2 = 1 −

𝑖

𝑛
 

 
Y la integral definida, estará dada por: 
 

∫ (−𝑥 − 2)𝑑𝑥
−2

−3

= lim
𝑛 → +∞

∑(1 −
𝑖

𝑛
) (
1

𝑛
)

𝑛

𝑖 = 1

= lim
𝑛 → +∞

(
1

𝑛
)∑ (1 −

𝑖

𝑛
)

𝑛

𝑖 = 1

 

 

∫ (−𝑥 − 2)𝑑𝑥
−2

−3

= lim
𝑛 → +∞

(
1

𝑛
)(∑ 1

𝑛

𝑖 = 1

−
1

𝑛
∑ 𝑖

𝑛

𝑖 = 1

) = lim
𝑛 → +∞

(
1

𝑛
)(𝑛 −

1

𝑛
(
𝑛(𝑛 + 1)

2
)) 

 

∫ (−𝑥 − 2)𝑑𝑥
−2

−3

= lim
𝑛 → +∞

(
1

𝑛
) (𝑛 −

1

2
𝑛 −

1

2
) = lim

𝑛 → +∞
(
1

2
−
1

2𝑛
) =

1

2
− 0 

 
Por lo que: 
 

∫ (−𝑥 − 2)𝑑𝑥
−2

−3

=
1

2
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Para la segunda integral, se tiene que: 
 

∫ (𝑥 + 2)𝑑𝑥
0

−2

= lim
𝑛 → +∞ 

∑𝑓(𝑥𝑖)Δ𝑥

𝑛

𝑖=1

 

 
Luego: 
 

∆𝑥 =
𝑏 − 𝑎

𝑛
=
0 − (−2)

𝑛
=
2

𝑛
 

 
𝑥0 = −2 

𝑥1 = −2 + ∆𝑥 = −2 +
2

𝑛
 

𝑥2 = −2 + 2∆𝑥 = −2 + 2(
2

𝑛
) 

𝑥3 = −2 + 3∆𝑥 = −2 + 3(
2

𝑛
) 

⋮ 

𝑥𝑖 = −2 + 𝑖∆𝑥 = −2 + 𝑖 (
2

𝑛
) 

⋮ 

𝑥𝑛 = −2 + 𝑛∆𝑥 = −2 + 𝑛 (
2

𝑛
) = −2 + 2 = 0 

 
Con lo cual: 
 

𝑓(𝑥𝑖) = 𝑥𝑖 + 2 = (−2 +
2𝑖

𝑛
) + 2 =

2𝑖

𝑛
 

 
Y la integral definida, estará dada por: 
 

∫ (𝑥 + 2)𝑑𝑥
0

−2

= lim
𝑛 → +∞

∑(
2𝑖

𝑛
) (
2

𝑛
)

𝑛

𝑖 = 1

= lim
𝑛 → +∞

(
4

𝑛2
)∑ 𝑖

𝑛

𝑖 = 1

 

 

∫ (𝑥 + 2)𝑑𝑥
0

−2

= lim
𝑛 → +∞

(
4

𝑛2
) (
𝑛(𝑛 + 1)

2
) = lim

𝑛 → +∞
(2 +

2

𝑛
) = 2 + 0 

 
Por lo que: 
  

∫ (𝑥 + 2)𝑑𝑥
0

−2

= 2 

 
Pero: 
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∫ (|𝑥 + 2|)𝑑𝑥
0

−3

= ∫ (−𝑥 − 2)𝑑𝑥
−2

−3

+∫ (𝑥 + 2)𝑑𝑥
0

−2

=
1

2
+ 2 

 

 ∴   ∫ (|𝑥 + 2|)𝑑𝑥
0

−3

=
5

2
  

 
20. (9 PUNTOS) 

 
Utilizando la definición de la integral definida, evalúe: 

 

∫ (𝟑 − |𝒙|)𝒅𝒙
𝟐

−𝟏

 

 
Solución: 
 
Debido al comportamiento de la función valor absoluto, para evaluar la integral definida, 
es necesario aplicar la PROPIEDAD ADITIVA: 
 

∫ (3 − |𝑥|)𝑑𝑥
2

−1

= ∫ (3 + 𝑥)𝑑𝑥
0

−1

+∫ (3 − 𝑥)𝑑𝑥
2

0

 

 
Para ambos intervalos especificados, se establecerá una partición regular 𝑃, con 𝑛 
subintervalos de igual longitud y los puntos muestra 𝑥̅𝑖  se elegirán de tal forma que, en 
cada subintervalo [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖], 𝑥̅𝑖 = 𝑥𝑖. 
 
Luego, a partir de la definición, la integral definida para cada intervalo estará dada por: 
 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = lim
‖𝑃‖ → 0 

∑𝑓(𝑥̅𝑖)Δ𝑥𝑖 = lim
𝑛 → +∞ 

∑𝑓(𝑥𝑖)Δ𝑥

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

𝑏

𝑎

 

 
Para la primera integral, se tiene que: 
 

∫ (3 + 𝑥)𝑑𝑥
0

−1

= lim
𝑛 → +∞ 

∑𝑓(𝑥𝑖)Δ𝑥

𝑛

𝑖=1

 

 
Luego: 
 

∆𝑥 =
𝑏 − 𝑎

𝑛
=
0 − (−1)

𝑛
=
1

𝑛
 

 
𝑥0 = −1 

𝑥1 = −1 + ∆𝑥 = −1 +
1

𝑛
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𝑥2 = −1 + 2∆𝑥 = −1 + 2(
1

𝑛
)  

𝑥3 = −1 + 3∆𝑥 = −1 + 3(
1

𝑛
) 

⋮ 

𝑥𝑖 = −1 + 𝑖∆𝑥 = −1 + 𝑖 (
1

𝑛
)   

⋮ 

𝑥𝑛 = −1 + 𝑛∆𝑥 = −1 + 𝑛 (
1

𝑛
) = −1 + 1 = 0  

 
Con lo cual: 
 

𝑓(𝑥𝑖) = 3 + 𝑥𝑖 = 3 + (−1 + 𝑖 (
1

𝑛
)) = 2 +

𝑖

𝑛
 

 
Y la integral definida, estará dada por: 
 

∫ (3 + 𝑥)𝑑𝑥
0

−1

= lim
𝑛 → +∞

∑(2 +
𝑖

𝑛
) (
1

𝑛
)

𝑛

𝑖 = 1

= lim
𝑛 → +∞

(
1

𝑛
)∑ (2 +

𝑖

𝑛
)

𝑛

𝑖 = 1

 

 

∫ (3 + 𝑥)𝑑𝑥
0

−1

= lim
𝑛 → +∞

(
1

𝑛
)(∑ 2

𝑛

𝑖 = 1

+
1

𝑛
∑ 𝑖

𝑛

𝑖 = 1

) = lim
𝑛 → +∞

(
1

𝑛
)(2𝑛 +

1

𝑛
(
𝑛(𝑛 + 1)

2
)) 

 

∫ (3 + 𝑥)𝑑𝑥
0

−1

= lim
𝑛 → +∞

(
1

𝑛
) (2𝑛 +

1

2
𝑛 +

1

2
) = lim

𝑛 → +∞
(
5

2
+
1

2𝑛
) =

5

2
+ 0 

 
Por lo que: 
 

∫ (3 + 𝑥)𝑑𝑥
0

−1

=
5

2
 

 
Para la segunda integral, se tiene que: 
 

∫ (3 − 𝑥)𝑑𝑥
2

0

= lim
𝑛 → +∞ 

∑𝑓(𝑥𝑖)Δ𝑥

𝑛

𝑖=1

 

 
Luego: 
 

∆𝑥 =
𝑏 − 𝑎

𝑛
=
2 − 0

𝑛
=
2

𝑛
 

 
𝑥0 = 0 

𝑥1 = ∆𝑥 =
2

𝑛
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𝑥2 = 2∆𝑥 = 2 (
2

𝑛
) 

𝑥3 = 3∆𝑥 = 3 (
2

𝑛
) 

⋮ 

𝑥𝑖 = 𝑖∆𝑥 = 𝑖 (
2

𝑛
) 

⋮ 

𝑥𝑛 = 𝑛∆𝑥 = 𝑛 (
2

𝑛
) = 2 

 
Con lo cual: 
 

𝑓(𝑥𝑖) = 3 − 𝑥𝑖 = 3 − 𝑖 (
2

𝑛
) = 3 −

2𝑖

𝑛
 

 
Y la integral definida, estará dada por: 
 

∫ (3 − 𝑥)𝑑𝑥
2

0

= lim
𝑛 → +∞

∑(3 −
2𝑖

𝑛
) (
2

𝑛
)

𝑛

𝑖 = 1

= lim
𝑛 → +∞

(
2

𝑛
)∑ (3 −

2𝑖

𝑛
)

𝑛

𝑖 = 1

 

 

∫ (3 − 𝑥)𝑑𝑥
2

0

= lim
𝑛 → +∞

(
2

𝑛
)(∑ 3

𝑛

𝑖 = 1

−
2

𝑛
∑ 𝑖

𝑛

𝑖 = 1

) = lim
𝑛 → +∞

(
2

𝑛
)(3𝑛 −

2

𝑛
(
𝑛(𝑛 + 1)

2
)) 

 

∫ (3 − 𝑥)𝑑𝑥
2

0

= lim
𝑛 → +∞

(
2

𝑛
) (3𝑛 − 𝑛 − 1) = lim

𝑛 → +∞
(4 −

2

𝑛
) = 4 − 0 

 
Por lo que: 
  

∫ (3 − 𝑥)𝑑𝑥
2

0

= 4 

 
Pero: 
 

∫ (3 − |𝑥|)𝑑𝑥
2

−1

= ∫ (3 + 𝑥)𝑑𝑥
0

−1

+∫ (3 − 𝑥)𝑑𝑥
2

0

=
5

2
+ 4 

 

 ∴   ∫ (3 − |𝑥|)𝑑𝑥
2

−1

=
13

2
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FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMÁTICAS 
DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICAS 

 

 

Tema # 5 

 
21. (5 PUNTOS) 

 
Califique la siguiente proposición como VERDADERA o FALSA, justificando su respuesta: 
 

“Sea 𝒇 una función continua en el intervalo [𝒂, 𝒃] y además ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝒃

𝒂
= 𝒌, entonces 

∫ 𝒇𝟐(𝒙)𝒅𝒙
𝒃

𝒂
= 𝒌𝟐.” 

 
Solución: 
 
A continuación, se proporciona un posible contraejemplo que evidencie que la 
proposición dada es FALSA. 
 
Considere la función continua 𝑓(𝑥) = 𝑥 ; 𝑥 ∈ [0, 2]: 
 

∫ 𝑥 𝑑𝑥
2

0

=
1

2
(𝑥2)|0

2 =
1

2
(4 − 0) = 2 

 

∫ 𝑥2 𝑑𝑥
2

0

=
1

3
(𝑥3)|0

2 =
1

3
(8 − 0) =

8

3
 

 
Observe que el operador lógico principal que está presente en la proposición compuesta 
dada es la condicional. Para el contraejemplo seleccionado: 𝑎 = 0, 𝑏 = 2 y 𝑘 = 2. 
 

(𝑓 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎 𝑒𝑛 [𝑎, 𝑏]⏟              
𝑉𝑒𝑟𝑑𝑎𝑑𝑒𝑟𝑜

∧ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝑘
⏟          

𝑉𝑒𝑟𝑑𝑎𝑑𝑒𝑟𝑜

)

⏟                            
𝑉𝑒𝑟𝑑𝑎𝑑𝑒𝑟𝑜

→ ∫ 𝑓2(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝑘2
⏟          

𝐹𝑎𝑙𝑠𝑜

≡ 𝐹𝑎𝑙𝑠𝑜 

 
∴  La proposición es FALSA. 
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22. (5 PUNTOS) 
 
Califique la siguiente proposición como VERDADERA o FALSA, justificando su respuesta: 
 

“Sea 𝒇 una función continua en el intervalo [𝒂, 𝒃] y además ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝒃

𝒂
≥ 𝟎, entonces 

𝒇(𝒙) ≥ 𝟎 en [𝒂, 𝒃].” 
 
Solución: 
 
A continuación, se proporciona un posible contraejemplo que evidencie que la 
proposición dada es FALSA. 
 
Considere la función continua 𝑓(𝑥) = 𝑥 ; 𝑥 ∈ [−1,2]: 
 

∫ 𝑥 𝑑𝑥
2

−1

=
1

2
(𝑥2)|−1

2 =
1

2
(4 − 1) =

3

2
 

 
Nótese que la función 𝑓 tiene ordenadas con valores negativos en [−1,0) y ordenadas 
con valores positivos o iguales a cero en [0, 2]. 
 
Observe que el operador lógico principal que está presente en la proposición compuesta 
dada es la condicional. Para el contraejemplo seleccionado: 𝑎 = −1 y 𝑏 = 2. 
 

(𝑓 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎 𝑒𝑛 [𝑎, 𝑏]⏟              
𝑉𝑒𝑟𝑑𝑎𝑑𝑒𝑟𝑜

∧ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≥ 0
⏟          

𝑉𝑒𝑟𝑑𝑎𝑑𝑒𝑟𝑜

)

⏟                            
𝑉𝑒𝑟𝑑𝑎𝑑𝑒𝑟𝑜

→ 𝑓(𝑥) ≥ 0 𝑒𝑛 [𝑎, 𝑏]⏟            
𝐹𝑎𝑙𝑠𝑜

≡ 𝐹𝑎𝑙𝑠𝑜 

 
∴  La proposición es FALSA. 
 

23. (5 PUNTOS) 
 
Califique la siguiente proposición como VERDADERA o FALSA, justificando su respuesta: 
 

“Sea 𝒇 una función continua en el intervalo [𝒂, 𝒃] y además ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝒃

𝒂
= 𝒌, entonces 

∫ (𝒇(𝒙) + 𝟏)𝒅𝒙
𝒃

𝒂
= 𝒌 + 𝟏.” 

 
Solución: 
 
A continuación, se proporciona un posible contraejemplo que evidencie que la 
proposición dada es FALSA. 
 
Considere la función continua 𝑓(𝑥) = 𝑥 ; 𝑥 ∈ [0, 2]: 
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∫ 𝑥 𝑑𝑥
2

0

=
1

2
(𝑥2)|0

2 =
1

2
(4 − 0) = 2 

 

∫ (𝑥 + 1) 𝑑𝑥
2

0

= (
1

2
𝑥2 + 𝑥)|

0

2

= (2 − 0) + (2 − 0) = 4 

 
Observe que el operador lógico principal que está presente en la proposición compuesta 
dada es la condicional. Para el contraejemplo seleccionado: 𝑎 = 0, 𝑏 = 2 y 𝑘 = 2. 
 

(𝑓 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎 𝑒𝑛 [𝑎, 𝑏]⏟              
𝑉𝑒𝑟𝑑𝑎𝑑𝑒𝑟𝑜

∧ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝑘
⏟          

𝑉𝑒𝑟𝑑𝑎𝑑𝑒𝑟𝑜

)

⏟                            
𝑉𝑒𝑟𝑑𝑎𝑑𝑒𝑟𝑜

→ ∫ (𝑓(𝑥) + 1)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝑘 + 1
⏟                

𝐹𝑎𝑙𝑠𝑜

≡ 𝐹𝑎𝑙𝑠𝑜 

 
∴  La proposición es FALSA. 
 

24. (5 PUNTOS) 
 
Califique la siguiente proposición como VERDADERA o FALSA, justificando su respuesta: 
 

“Sea 𝒇 una función continua en el intervalo [𝒂, 𝒃] y además ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝒃

𝒂
= 𝒌, entonces 

∫ 𝒇(𝒙 − 𝟏)𝒅𝒙
𝒃

𝒂
= 𝒌 − 𝟏.” 

 
Solución: 
 
A continuación, se proporciona un posible contraejemplo que evidencie que la 
proposición dada es FALSA. 
 
Considere la función continua 𝑓(𝑥) = 𝑥2 ; 𝑥 ∈ [0, 2]: 
 

∫ 𝑥2 𝑑𝑥
2

0

=
1

3
(𝑥3)|0

2 =
1

3
(8 − 0) =

8

3
 

 

∫ (𝑥 − 1)2 𝑑𝑥
2

0

=
1

3
(𝑥 − 1)3|0

2 =
1

3
(1 − (−1)) =

2

3
 

 
Observe que el operador lógico principal que está presente en la proposición compuesta 

dada es la condicional. Para el contraejemplo seleccionado: 𝑎 = 0, 𝑏 = 2 y 𝑘 =
8

3
. 

 

(𝑓 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎 𝑒𝑛 [𝑎, 𝑏]⏟              
𝑉𝑒𝑟𝑑𝑎𝑑𝑒𝑟𝑜

∧ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝑘
⏟          

𝑉𝑒𝑟𝑑𝑎𝑑𝑒𝑟𝑜

)

⏟                            
𝑉𝑒𝑟𝑑𝑎𝑑𝑒𝑟𝑜

→ ∫ 𝑓(𝑥 − 1)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝑘 − 1
⏟              

𝐹𝑎𝑙𝑠𝑜

≡ 𝐹𝑎𝑙𝑠𝑜 
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∴  La proposición es FALSA. 
 

25. (5 PUNTOS) 
 
Califique la siguiente proposición como VERDADERA o FALSA, justificando su respuesta: 
 

“Sea 𝒇 una función continua en el intervalo [𝟎, 𝒌], 

entonces ∫ 𝒇(𝒌𝒙)𝒅𝒙
𝒌

𝟎
= 

𝟏

𝒌
∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝒌𝟐

𝟎
.” 

 
Solución: 
 
Considere la TÉCNICA DE INTEGRACIÓN POR SUSTITUCIÓN: 
 

𝑢 = 𝑘𝑥     →      𝑑𝑢 = 𝑘 𝑑𝑥 
𝑥 = 0     →      𝑢 = 0 
𝑥 = 𝑘     →      𝑢 = 𝑘2 

 

∫ 𝑓(𝑘𝑥)𝑑𝑥
𝑘

0

= ∫ 𝑓(𝑘𝑥)
𝒌 𝑑𝑥

𝒌

𝑘

0

 

 

∫ 𝑓(𝑘𝑥)𝑑𝑥
𝑘

0

= ∫ 𝑓(𝑢)
𝑑𝑢

𝑘

𝑘2

0

 

 

∫ 𝑓(𝑘𝑥)𝑑𝑥
𝑘

0

=
1

𝑘
∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢
𝑘2

0

 

 

∴ ∫ 𝑓(𝑘𝑥)𝑑𝑥
𝑘

0

= 
1

𝑘
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑘2

0

 

 
∴  La proposición es VERDADERA. 
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FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMÁTICAS 
DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICAS 

 

 

Tema # 6 

 
26. (8 PUNTOS) 

 
Considere la gráfica de la función 𝒚 = 𝒇(𝒙) = 𝟑𝒙 + 𝟐𝒙𝟐 − 𝒙𝟑: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Si se define la región 𝑹 en el plano cartesiano limitada por la función 𝒇, el eje 𝑿 y 
|𝒙 − 𝟏| ≤ 𝟐, calcule su área. 
 
Solución: 
 
Nótese que: 
 

|𝑥 − 1| ≤ 2 
−2 ≤ 𝑥 − 1 ≤ 2 
−1 ≤ 𝑥 ≤ 3 

𝑦 = 3𝑥 + 2𝑥2 − 𝑥3 
𝑦 = 𝑥(3 + 2𝑥 − 𝑥2) 
𝑦 = −𝑥(𝑥2 − 2𝑥 − 3) 
𝑦 = −𝑥(𝑥 − 3)(𝑥 + 1) 

 
Se bosqueja la región 𝑅 en el plano cartesiano: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

AÑO: 2021 PERÍODO: II PAO 

MATERIA: 
Cálculo de 
una variable 

PROFESORES: 
Ángel M., Avilés J., Baquerizo G.,  
Crow P., Díaz R., García A., García E., 
Laveglia F., Ramos M., Ronquillo C. 

EVALUACIÓN: SEGUNDA FECHA:  24/enero/2022 
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El área de la región requerida se obtendrá utilizando dos rectángulos representativos, 
uno para cada una de las subregiones y luego se planteará el cálculo del área de la 
superficie de cada rectángulo: 
 

𝑑𝐴1 = [0 − (3𝑥 + 2𝑥
2 − 𝑥3)]𝑑𝑥  ;   𝑥 ∈ [−1, 0] 

𝑑𝐴2 = [(3𝑥 + 2𝑥
2 − 𝑥3) − 0]𝑑𝑥  ;   𝑥 ∈ [0, 3] 

 
Por lo que: 
 

Á𝑟𝑒𝑎 = 𝐴1 + 𝐴2 
 

Á𝑟𝑒𝑎 = ∫−(3𝑥 + 2𝑥2 − 𝑥3)𝑑𝑥

0

−1

+∫(3𝑥 + 2𝑥2 − 𝑥3)𝑑𝑥

3

0

 

 

Á𝑟𝑒𝑎 = −(
3

2
𝑥2 +

2

3
𝑥3 −

1

4
𝑥4)|

−1

0

+ (
3

2
𝑥2 +

2

3
𝑥3 −

1

4
𝑥4)|

0

3

 

 

Á𝑟𝑒𝑎 = (
3

2
−
2

3
−
1

4
) + (

27

2
+ 18 −

81

4
) 

 

Á𝑟𝑒𝑎 =
30

2
−
2

3
−
82

4
+ 18 = 33 −

2

3
−
41

2
=
198 − 4 − 123

6
 

 

∴ Á𝑟𝑒𝑎 =
71

6
 𝑢2  

 
27. (8 PUNTOS) 

 
Considere la gráfica de la relación 𝒙 = 𝒈(𝒚) = 𝟐𝒚 + 𝒚𝟐 − 𝒚𝟑: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Si se define la región 𝑹 en el plano cartesiano limitada por la relación 𝒈, el eje 𝒀 y 

|𝒚 −
𝟏

𝟐
| ≤

𝟑

𝟐
 , calcule su área. 
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Solución: 
 
Nótese que: 
 

|𝑦 −
1

2
| ≤

3

2
 

−
3

2
≤ 𝑦 −

1

2
≤
3

2
 

−1 ≤ 𝑦 ≤ 2 

𝑥 = 2𝑦 + 𝑦2 − 𝑦3 
𝑥 = 𝑦(2 + 𝑦 − 𝑦2) 
𝑥 = −𝑦(𝑦2 − 𝑦 − 2) 
𝑥 = −𝑦(𝑦 − 2)(𝑦 + 1) 

 
Se bosqueja la región 𝑅 en el plano cartesiano: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
El área de la región requerida se obtendrá utilizando dos rectángulos representativos, 
uno para cada una de las subregiones y luego se planteará el cálculo del área de la 
superficie de cada rectángulo: 
 

𝑑𝐴1 = [0 − (2𝑦 + 𝑦
2 − 𝑦3)]𝑑𝑦  ;   𝑦 ∈ [−1, 0] 

𝑑𝐴2 = [(2𝑦 + 𝑦
2 − 𝑦3) − 0]𝑑𝑦  ;   𝑦 ∈ [0, 2] 

 
Por lo que: 
 

Á𝑟𝑒𝑎 = 𝐴1 + 𝐴2 
 

Á𝑟𝑒𝑎 = ∫−(2𝑦 + 𝑦2 − 𝑦3)𝑑𝑦

0

−1

+∫(2𝑦 + 𝑦2 − 𝑦3)𝑑𝑦

2

0

 

 

Á𝑟𝑒𝑎 = −(𝑦2 +
1

3
𝑦3 −

1

4
𝑦4)|

−1

0

+ (𝑦2 +
1

3
𝑦3 −

1

4
𝑦4)|

0

2

 

 

Á𝑟𝑒𝑎 = (1 −
1

3
−
1

4
) + (4 +

8

3
− 4) = 1 +

7

3
−
1

4
=
12 + 28 − 3

12
 

 

∴ Á𝑟𝑒𝑎 =
37

12
 𝑢2  
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28. (8 PUNTOS) 
 
Considere la gráfica de la relación 𝒙 = 𝒈(𝒚) = 𝟔𝒚 + 𝒚𝟐 − 𝒚𝟑: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Si se define la región 𝑹 en el plano cartesiano limitada por la relación 𝒈, el eje 𝒀 y 

|𝒚 −
𝟏

𝟐
| ≤

𝟓

𝟐
 , calcule su área. 

 
Solución: 
 
Nótese que: 
 

|𝑦 −
1

2
| ≤

5

2
 

−
5

2
≤ 𝑦 −

1

2
≤
5

2
 

−2 ≤ 𝑦 ≤ 3 

𝑥 = 6𝑦 + 𝑦2 − 𝑦3 
𝑥 = 𝑦(6 + 𝑦 − 𝑦2) 
𝑥 = −𝑦(𝑦2 − 𝑦 − 6) 
𝑥 = −𝑦(𝑦 − 3)(𝑦 + 2) 

 
Se bosqueja la región 𝑅 en el plano cartesiano: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
El área de la región requerida se obtendrá utilizando dos rectángulos representativos, 
uno para cada una de las subregiones y luego se planteará el cálculo del área de la 
superficie de cada rectángulo: 
 

𝑑𝐴1 = [0 − (6𝑦 + 𝑦
2 − 𝑦3)]𝑑𝑦  ;   𝑦 ∈ [−2, 0] 

𝑑𝐴2 = [(6𝑦 + 𝑦
2 − 𝑦3) − 0]𝑑𝑦  ;   𝑦 ∈ [0, 3] 
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Por lo que: 
 

Á𝑟𝑒𝑎 = 𝐴1 + 𝐴2 
 

Á𝑟𝑒𝑎 = ∫−(6𝑦 + 𝑦2 − 𝑦3)𝑑𝑦

0

−2

+∫(6𝑦 + 𝑦2 − 𝑦3)𝑑𝑦

3

0

 

 

Á𝑟𝑒𝑎 = −(3𝑦2 +
1

3
𝑦3 −

1

4
𝑦4)|

−2

0

+ (3𝑦2 +
1

3
𝑦3 −

1

4
𝑦4)|

0

3

 

 

Á𝑟𝑒𝑎 = (12 −
8

3
− 4) + (27 + 9 −

81

4
) = 44 −

8

3
−
81

4
=
528 − 32 − 243

12
 

 

∴ Á𝑟𝑒𝑎 =
253

12
 𝑢2  

 
 

29. (8 PUNTOS) 
 

Considere la gráfica de la función 𝒚 = 𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙 − 𝒙𝟐 − 𝒙𝟑: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Si se define la región 𝑹 en el plano cartesiano limitada por la función 𝒇,  el eje 𝑿  y 

|𝒙 +
𝟏

𝟐
| ≤

𝟑

𝟐
 , calcule su área. 

 
Solución: 
 
Nótese que: 
 

|𝑥 +
1

2
| ≤

3

2
 

−
3

2
≤ 𝑥 +

1

2
≤
3

2
 

−2 ≤ 𝑥 ≤ 1 

𝑦 = 2𝑥 − 𝑥2 − 𝑥3 
𝑦 = 𝑥(2 − 𝑥 − 𝑥2) 
𝑦 = −𝑥(𝑥2 + 𝑥 − 2) 
𝑦 = −𝑥(𝑥 + 2)(𝑥 − 1) 
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Se bosqueja la región 𝑅 en el plano cartesiano: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
El área de la región requerida se obtendrá utilizando dos rectángulos representativos, 
uno para cada una de las subregiones y luego se planteará el cálculo del área de la 
superficie de cada rectángulo: 
 

𝑑𝐴1 = [0 − (2𝑥 − 𝑥
2 − 𝑥3)]𝑑𝑥  ;   𝑥 ∈ [−2, 0] 

𝑑𝐴2 = [(2𝑥 − 𝑥
2 − 𝑥3) − 0]𝑑𝑥  ;   𝑥 ∈ [0, 1] 

 
Por lo que: 
 

Á𝑟𝑒𝑎 = 𝐴1 + 𝐴2 
 

Á𝑟𝑒𝑎 = ∫−(2𝑥 − 𝑥2 − 𝑥3)𝑑𝑥

0

−2

+∫(2𝑥 − 𝑥2 − 𝑥3)𝑑𝑥

1

0

 

 

Á𝑟𝑒𝑎 = −(𝑥2 −
1

3
𝑥3 −

1

4
𝑥4)|

−2

0

+ (𝑥2 −
1

3
𝑥3 −

1

4
𝑥4)|

0

1

 

 

Á𝑟𝑒𝑎 = (4 +
8

3
− 4) + (1 −

1

3
−
1

4
) = 1 +

7

3
−
1

4
=
12 + 28 − 3

12
 

 

∴ Á𝑟𝑒𝑎 =
37

12
 𝑢2  
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30. (8 PUNTOS) 
 
Considere la gráfica de la función 𝒚 = 𝒇(𝒙) = 𝟒𝒙 + 𝟑𝒙𝟐 − 𝒙𝟑: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Si se define la región 𝑹 en el plano cartesiano limitada por la función 𝒇,  el eje 𝑿  y  

|𝒙 −
𝟑

𝟐
| ≤

𝟓

𝟐
 , calcule su área. 

 
Solución: 
 
Nótese que: 
 

|𝑥 −
3

2
| ≤

5

2
 

−
5

2
≤ 𝑥 −

3

2
≤
5

2
 

−1 ≤ 𝑥 ≤ 4 

𝑦 = 4𝑥 + 3𝑥2 − 𝑥3 
𝑦 = 𝑥(4 + 3𝑥 − 𝑥2) 
𝑦 = −𝑥(𝑥2 − 3𝑥 − 4) 
𝑦 = −𝑥(𝑥 − 4)(𝑥 + 1) 

 
Se bosqueja la región 𝑅 en el plano cartesiano: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
El área de la región requerida se obtendrá utilizando dos rectángulos representativos, 
uno para cada una de las subregiones y luego se planteará el cálculo del área de la 
superficie de cada rectángulo: 
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𝑑𝐴1 = [0 − (4𝑥 + 3𝑥
2 − 𝑥3)]𝑑𝑥  ;   𝑥 ∈ [−1, 0] 

𝑑𝐴2 = [(4𝑥 + 3𝑥
2 − 𝑥3) − 0]𝑑𝑥  ;   𝑥 ∈ [0, 4] 

 
Por lo que: 
 

Á𝑟𝑒𝑎 = 𝐴1 + 𝐴2 
 

Á𝑟𝑒𝑎 = ∫−(4𝑥 + 3𝑥2 − 𝑥3)𝑑𝑥

0

−1

+∫(4𝑥 + 3𝑥2 − 𝑥3)𝑑𝑥

4

0

 

 

Á𝑟𝑒𝑎 = −(2𝑥2 + 𝑥3 −
1

4
𝑥4)|

−1

0

+ (2𝑥2 + 𝑥3 −
1

4
𝑥4)|

0

4

 

 

Á𝑟𝑒𝑎 = (2 − 1 −
1

4
) + (32 + 64 − 64) = 33 −

1

4
=
132 − 1

4
 

 

∴ Á𝑟𝑒𝑎 =
131

4
 𝑢2  
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FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMÁTICAS 
DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICAS 

 

 

Tema # 7 

 
31. (9 PUNTOS) 

 
Dada la región: 
 

𝑹 = {(𝒙, 𝒚) ∈ ℝ𝟐  (𝒚 ≥ 𝒍𝒏(−𝒙)) ∧ (𝒚 ≤ 𝟎)⁄ } 

 
Bosqueje la región 𝑹 en el plano cartesiano y calcule el volumen del sólido de revolución 
que se obtiene al rotar 𝑹 alrededor del eje 𝒚 = 𝟏, mediante la generación de cascarones 
cilíndricos. 
 
Solución: 
 
Se identifica el punto de intersección entre la gráfica de la función 𝑦 = 𝑙𝑛(−𝑥) y el eje 𝑋: 
 

𝑙𝑛(−𝑥) = 0    →     −𝑥 = 𝑒0     →      𝑥 = −1    →     𝑃(−1, 0) 
 
Se identifica el punto de intersección entre la gráfica de la función 𝑦 = 𝑙𝑛(−𝑥) y el eje de 
rotación 𝑦 = 1: 
 

𝑙𝑛(−𝑥) = 1    →     −𝑥 = 𝑒1     →      𝑥 = −𝑒    →     𝑄(−𝑒, 1) 
 
Se bosqueja la región 𝑅:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

AÑO: 2021 PERÍODO: II PAO 

MATERIA: 
Cálculo de 
una variable 

PROFESORES: 
Ángel M., Avilés J., Baquerizo G.,  
Crow P., Díaz R., García A., García E., 
Laveglia F., Ramos M., Ronquillo C. 

EVALUACIÓN: SEGUNDA FECHA:  24/enero/2022 

𝑅ത 

𝐻 

𝑃 

𝑄 𝑦 = 1 
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Tal como se puede observar, la región 𝑅 constituye un subconjunto del 𝐼𝐼𝐼 cuadrante. En 
este caso, se considerará un rectángulo representativo horizontal y al rotarlo con 
respecto a la recta 𝑦 = 1, se generará el cascarón cilíndrico correspondiente, para el cual 
se establece que: 
 

𝑅ത = 1 − 𝑦           𝐻 = 𝑒𝑦 
 

𝑑𝑉 = 2𝜋𝑅ത𝐻 = 2𝜋(1 − 𝑦)(𝑒𝑦)𝑑𝑦 
 
Se plantea el cálculo del volumen como una integral definida, la cual resulta ser una 
integral impropia: 
 

𝑉 = ∫ 𝑑𝑉
0

−∞

= 2𝜋∫ (1 − 𝑦)(𝑒𝑦)𝑑𝑦
0

−∞

= 2𝜋 [ lim
𝑎 → −∞

(∫ (1 − 𝑦)𝑒𝑦𝑑𝑦
0

𝑎

)] 

 
Se obtiene la antiderivada general correspondiente: 
 

∫(1 − 𝑦)(𝑒𝑦)𝑑𝑦 = ∫𝑒𝑦𝑑𝑦 −∫𝑦 𝑒𝑦𝑑𝑦 

 
𝑢 = 𝑦 → 𝑑𝑢 = 𝑑𝑦 

𝑑𝑣 = 𝑒𝑦𝑑𝑦 → 𝑣 = 𝑒𝑦 
 

∫(1 − 𝑦)𝑒𝑦𝑑𝑦 = 𝑒𝑦 − (𝑦𝑒𝑦 −∫𝑒𝑦𝑑𝑦) 

 

∫(1 − 𝑦)𝑒𝑦𝑑𝑦 = 𝑒𝑦 − 𝑦𝑒𝑦 + 𝑒𝑦 + 𝐶 

 

∫(1 − 𝑦)𝑒𝑦𝑑𝑦 = 2𝑒𝑦 − 𝑦𝑒𝑦 + 𝐶 

 
Por lo que: 
 

𝑉 = 2𝜋 [ lim
𝑎 → −∞

(2𝑒𝑦 − 𝑦𝑒𝑦)|𝑎
0] = 2𝜋 [ lim

𝑎 → −∞
((2𝑒0 − 0𝑒0) − (2𝑒𝑎 − 𝑎𝑒𝑎))] 

 
Se calcula el límite: 
 

lim
𝑎 → −∞

(2 − 0 − 2𝑒𝑎 + 𝑎𝑒𝑎) = 2 − 2 ( lim
𝑎 → −∞

(𝑒𝑎)) + ( lim
𝑎 → −∞

(𝑎𝑒𝑎)) 

 
Pero, aplicando el teorema de L’Hôpital: 
 

lim
𝑎 → −∞

(
𝑎

𝑒−𝑎
) = − lim

𝑎 → −∞
(
1

𝑒−𝑎
) = 0 
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Entonces: 
 

𝑉 = 2𝜋(2 − 2(0) + 0) 
 

∴ 𝑉 = 4𝜋 𝑢3  
 

32. (9 PUNTOS) 
 
Dada la región: 
 

𝑹 = {(𝒙, 𝒚) ∈ ℝ𝟐  (𝒚 ≤ 𝒍𝒐𝒈𝟏
𝟐

(𝒙)) ∧ (𝒚 ≥ 𝟏)⁄ } 

 
Bosqueje la región 𝑹 en el plano cartesiano y calcule el volumen del sólido de revolución 
que se obtiene al rotar 𝑹 alrededor del eje 𝒚 = 𝟎, mediante la generación de cascarones 
cilíndricos. 
 
Solución: 
 
Se identifica el punto de intersección entre la gráfica de la función 𝑦 = 𝑙𝑜𝑔1

2

(𝑥) y la recta 

𝑦 = 1: 
 

𝑙𝑜𝑔1
2

(𝑥) = 1    →     𝑥 =
1

2
    →     𝑃 (

1

2
, 1) 

 
Se identifica el punto de intersección entre la gráfica de la función 𝑦 = 𝑙𝑜𝑔1

2

(𝑥) y el eje 

de rotación 𝑦 = 0: 
 

𝑙𝑜𝑔1
2

(𝑥) = 0    →     𝑥 = 1    →     𝑄(1, 0) 

 
Se bosqueja la región 𝑅:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑅ത 

𝐻 

𝑃 

𝑄 

𝑦 = 0 
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Tal como se puede observar, la región 𝑅 constituye un subconjunto del 𝐼 cuadrante. En 
este caso, se considerará un rectángulo representativo horizontal y al rotarlo con 
respecto a la recta 𝑦 = 0, se generará el cascarón cilíndrico correspondiente, para el cual 
se establece que: 
 

𝑅ത = 𝑦           𝐻 = (
1

2
)
𝑦

= 2−𝑦 

 
𝑑𝑉 = 2𝜋𝑅ത𝐻 = 2𝜋𝑦2−𝑦𝑑𝑦 

 
Se plantea el cálculo del volumen como una integral definida, la cual resulta ser una 
integral impropia: 
 

𝑉 = ∫ 𝑑𝑉
+∞

1

= 2𝜋∫ 𝑦2−𝑦𝑑𝑦
+∞

1

= 2𝜋 [ lim
𝑏 → +∞

(∫ 𝑦2−𝑦𝑑𝑦
𝑏

1

)] 

 
Se obtiene la antiderivada general correspondiente: 
 

𝑢 = 𝑦 → 𝑑𝑢 = 𝑑𝑦 

𝑑𝑣 = 2−𝑦𝑑𝑦 → 𝑣 = −
2−𝑦

𝑙𝑛(2)
 

 

∫𝑦2−𝑦𝑑𝑦 = −
1

𝑙𝑛(2)
𝑦2−𝑦 +

1

𝑙𝑛(2)
∫2−𝑦𝑑𝑦 = −

1

𝑙𝑛(2)
𝑦2−𝑦 −

1

𝑙𝑛2(2)
2−𝑦 + 𝐶 

 
Por lo que: 
 

𝑉 = −2𝜋 [ lim
𝑏 → +∞

(
1

𝑙𝑛(2)
𝑦2−𝑦 +

1

𝑙𝑛2(2)
2−𝑦)|

1

𝑏

] 

 

𝑉 = −2𝜋 [ lim
𝑏 → +∞

((
1

𝑙𝑛(2)
𝑏2−𝑏 +

1

𝑙𝑛2(2)
2−𝑏) − (

1

2𝑙𝑛(2)
+

1

2𝑙𝑛2(2)
))] 

 
Se calcula el límite: 
 

lim
𝑏 → +∞

(
1

𝑙𝑛(2)
𝑏2−𝑏 +

1

𝑙𝑛2(2)
2−𝑏 −

1

2𝑙𝑛(2)
−

1

2𝑙𝑛2(2)
) 

 

= (
1

𝑙𝑛(2)
lim

𝑏 → +∞
(
𝑏

2𝑏
)) +

1

𝑙𝑛2(2)
( lim
𝑏 → +∞

(
1

2𝑏
)) −

1

2𝑙𝑛(2)
−

1

2𝑙𝑛2(2)
 

 
Pero, aplicando el teorema de L’Hôpital: 
 

lim
𝑏 → +∞

(
𝑏

2𝑏
) = lim

𝑏 → +∞
(

1

2𝑏 𝑙𝑛(2)
) = 0 
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Entonces: 
 

𝑉 = −2𝜋 (0 +
1

𝑙𝑛2(2)
(0) −

1

2𝑙𝑛(2)
−

1

2𝑙𝑛2(2)
) 

 

∴ 𝑉 =
𝜋

𝑙𝑛(2)
(1 +

1

𝑙𝑛(2)
) 𝑢3  

 
33. (9 PUNTOS) 

 
Dada la región: 
 

𝑹 = {(𝒙, 𝒚) ∈ ℝ𝟐  (𝒚 ≤ 𝟏𝟎𝒙) ∧ (𝒚 ≥ 𝟎) ∧ (𝒙 ≤ 𝟎)⁄ } 
 
Bosqueje la región 𝑹 en el plano cartesiano y calcule el volumen del sólido de revolución 
que se obtiene al rotar 𝑹 alrededor del eje 𝒙 = 𝟏, mediante la generación de cascarones 
cilíndricos. 
 
Solución: 
 
Se identifica el punto de intersección entre la gráfica de la función 𝑦 = 10𝑥  y el eje 𝑌: 
 

𝑥 = 0    →     100 = 1    →     𝑃(0, 1) 
 
Se identifica el punto de intersección entre la gráfica de la función 𝑦 = 10𝑥  y el eje de 
rotación 𝑥 = 1: 
 

𝑥 = 1    →     101 = 10    →     𝑄(1, 10) 
 
Se bosqueja la región 𝑅:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Tal como se puede observar, la región 𝑅 constituye un subconjunto del 𝐼𝐼 cuadrante. En 
este caso, se considerará un rectángulo representativo vertical y al rotarlo con respecto 
a la recta 𝑥 = 1, se generará el cascarón cilíndrico correspondiente, para el cual se 
establece que: 

𝐻 

𝑅ത 

𝑥 = 1 
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𝑅ത = 1 − 𝑥           𝐻 = 10𝑥  
 

𝑑𝑉 = 2𝜋𝑅ത𝐻 = 2𝜋(1 − 𝑥)(10𝑥)𝑑𝑥 
 
Se plantea el cálculo del volumen como una integral definida, la cual resulta ser una 
integral impropia: 
 

𝑉 = ∫ 𝑑𝑉
0

−∞

= 2𝜋∫ (1 − 𝑥)(10𝑥)
0

−∞

𝑑𝑥 = 2𝜋 [ lim
𝑎 → −∞

(∫ (1 − 𝑥)10𝑥𝑑𝑥
0

𝑎

)] 

 
Se obtiene la antiderivada general correspondiente: 
 

∫(1 − 𝑥)10𝑥𝑑𝑥 = ∫10𝑥𝑑𝑥 − ∫𝑥 10𝑥𝑑𝑥 

 
𝑢 = 𝑥 → 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥 

𝑑𝑣 = 10𝑥𝑑𝑥 → 𝑣 =
10𝑥

𝑙𝑛(10)
 

 

∫(1 − 𝑥)10𝑥𝑑𝑥 =
1

𝑙𝑛(10)
10𝑥 − (

1

𝑙𝑛(10)
𝑥 10𝑥 −

1

𝑙𝑛(10)
∫10𝑥𝑑𝑥) 

 

∫(1 − 𝑥)10𝑥𝑑𝑥 =
1

𝑙𝑛(10)
10𝑥 −

1

𝑙𝑛(10)
𝑥 10𝑥 +

1

𝑙𝑛2(10)
10𝑥 + 𝐶 

 

∫(1 − 𝑥)10𝑥𝑑𝑥 =
1

𝑙𝑛(10)
(1 +

1

𝑙𝑛(10)
) 10𝑥 −

1

𝑙𝑛(10)
𝑥 10𝑥 + 𝐶 

 
Por lo que: 
 

𝑉 = 2𝜋 [ lim
𝑎 → −∞

(
1

𝑙𝑛(10)
(1 +

1

𝑙𝑛(10)
) 10𝑥 −

1

𝑙𝑛(10)
𝑥 10𝑥)|

𝑎

0

] 

 

𝑉 =
2𝜋

𝑙𝑛(10)
[ lim
𝑎 → −∞

((1 +
1

𝑙𝑛(10)
) 10𝑥 − 𝑥 10𝑥)|

𝑎

0

] 

 

𝑉 =
2𝜋

𝑙𝑛(10)
[ lim
𝑎 → −∞

((1 +
1

𝑙𝑛(10)
) 100 − 0 ∙ 100 − ((1 +

1

𝑙𝑛(10)
) 10𝑎 − 𝑎10𝑎))] 

 
Se calcula el límite: 
 

lim
𝑎 → −∞

(1 +
1

𝑙𝑛(10)
− 0 − (1 +

1

𝑙𝑛(10)
) 10𝑎 + 𝑎10𝑎) 

 

= 1 +
1

𝑙𝑛(10)
− (1 +

1

𝑙𝑛(10)
) ( lim

𝑎 → −∞
(10𝑎)) + ( lim

𝑎 → −∞
(𝑎10𝑎)) 
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Pero, aplicando el teorema de L’Hôpital: 
 

lim
𝑎 → −∞

(
𝑎

10−𝑎
) = − lim

𝑎 → −∞
(

1

10−𝑎𝑙𝑛(10)
) = 0 

 
Entonces: 
 

𝑉 =
2𝜋

𝑙𝑛(10)
(1 +

1

𝑙𝑛(10)
− (1 +

1

𝑙𝑛(10)
) (0) + 0) 

 

∴ 𝑉 =
2𝜋

𝑙𝑛(10)
(1 +

1

𝑙𝑛(10)
) 𝑢3  

 
34. (9 PUNTOS) 

 
Dada la región: 
 

𝑹 = {(𝒙, 𝒚) ∈ ℝ𝟐  (𝒚 ≥ 𝒍𝒏(𝒙)) ∧ (𝒚 ≤ 𝟎)⁄ } 

 
Bosqueje la región 𝑹 en el plano cartesiano y calcule el volumen del sólido de revolución 
que se obtiene al rotar 𝑹 alrededor del eje 𝒚 = 𝟐, mediante la generación de cascarones 
cilíndricos. 
 
Solución: 
 
Se identifica el punto de intersección entre la gráfica de la función 𝑦 = 𝑙𝑛(𝑥) y el eje 𝑋: 
 

𝑙𝑛(𝑥) = 0    →     𝑥 = 1    →     𝑃(1, 0) 
 
Se identifica el punto de intersección entre la gráfica de la función 𝑦 = 𝑙𝑛(𝑥) y el eje de 
rotación 𝑦 = 2: 
 

𝑙𝑛(𝑥) = 2    →     𝑥 = 𝑒2     →     𝑄(𝑒2, 2) 
 
Se bosqueja la región 𝑅:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑅ത 

𝐻 

𝑃 

𝑄 𝑦 = 2 
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Tal como se puede observar, la región 𝑅 constituye un subconjunto del 𝐼𝑉 cuadrante. En 
este caso, se considerará un rectángulo representativo horizontal y al rotarlo con 
respecto a la recta 𝑦 = 2, se generará el cascarón cilíndrico correspondiente, para el cual 
se establece que: 
 

𝑅ത = 2 − 𝑦           𝐻 = 𝑒𝑦 
 

𝑑𝑉 = 2𝜋𝑅ത𝐻 = 2𝜋(2 − 𝑦)(𝑒𝑦)𝑑𝑦 
 
Se plantea el cálculo del volumen como una integral definida, la cual resulta ser una 
integral impropia: 
 

𝑉 = ∫ 𝑑𝑉
0

−∞

= 2𝜋∫ (2 − 𝑦)(𝑒𝑦)
0

−∞

𝑑𝑦 = 2𝜋 [ lim
𝑎 → −∞

(∫ (2 − 𝑦)𝑒𝑦𝑑𝑦
0

𝑎

)] 

 
Se obtiene la antiderivada general correspondiente: 
 

∫(2 − 𝑦)(𝑒𝑦)𝑑𝑦 = 2∫𝑒𝑦𝑑𝑦 −∫𝑦 𝑒𝑦𝑑𝑦 

 
𝑢 = 𝑦 → 𝑑𝑢 = 𝑑𝑦 

𝑑𝑣 = 𝑒𝑦𝑑𝑦 → 𝑣 = 𝑒𝑦 
 

∫(2 − 𝑦)𝑒𝑦𝑑𝑦 = 2𝑒𝑦 − (𝑦𝑒𝑦 −∫𝑒𝑦𝑑𝑦) = 2𝑒𝑦 − 𝑦𝑒𝑦 + 𝑒𝑦 + 𝐶 = 3𝑒𝑦 − 𝑦𝑒𝑦 + 𝐶 

 
Por lo que: 
 

𝑉 = 2𝜋 [ lim
𝑎 → −∞

(3𝑒𝑦 − 𝑦𝑒𝑦)|𝑎
0] = 2𝜋 [ lim

𝑎 → −∞
((3𝑒0 − 0𝑒0) − (3𝑒𝑎 − 𝑎𝑒𝑎))] 

 
Se calcula el límite: 
 

lim
𝑎 → −∞

(3 − 0 − 3𝑒𝑎 + 𝑎𝑒𝑎) = 3 − 3 ( lim
𝑎 → −∞

(𝑒𝑎)) + ( lim
𝑎 → −∞

(𝑎𝑒𝑎)) 

 
Pero, aplicando el teorema de L’Hôpital: 
 

lim
𝑎 → −∞

(
𝑎

𝑒−𝑎
) = − lim

𝑎 → −∞
(
1

𝑒−𝑎
) = 0 

 
Entonces: 
 

𝑉 = 2𝜋(3 − 3(0) + 0) 
 

∴ 𝑉 = 6𝜋 𝑢3  
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35. (9 PUNTOS) 

 
Dada la región: 
 

𝑹 = {(𝒙, 𝒚) ∈ ℝ𝟐  (𝒚 ≤ −𝒍𝒏(𝒙)) ∧ (𝒚 ≥ 𝟎)⁄ } 

 
Bosqueje la región 𝑹 en el plano cartesiano y calcule el volumen del sólido de revolución 
que se obtiene al rotar 𝑹 alrededor del eje 𝒚 = −𝟐, mediante la generación de 
cascarones cilíndricos. 
 
Solución: 
 
Se identifica el punto de intersección entre la gráfica de la función 𝑦 = −𝑙𝑛(𝑥) y el eje 𝑋: 
 

−𝑙𝑛(𝑥) = 0    →     𝑥 = 1    →     𝑃(1, 0) 
 
Se identifica el punto de intersección entre la gráfica de la función 𝑦 = 𝑙𝑛(𝑥) y el eje de 
rotación 𝑦 = −2: 
 

−𝑙𝑛(𝑥) = −2    →     𝑥 = 𝑒2     →     𝑄(𝑒2, −2) 
 
Se bosqueja la región 𝑅:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Tal como se puede observar, la región 𝑅 constituye un subconjunto del 𝐼 cuadrante. En 
este caso, se considerará un rectángulo representativo horizontal y al rotarlo con 
respecto a la recta 𝑦 = −2, se generará el cascarón cilíndrico correspondiente, para el 
cual se establece que: 
 

𝑅ത = 2 + 𝑦           𝐻 = 𝑒−𝑦 
 

𝑑𝑉 = 2𝜋𝑅ത𝐻 = 2𝜋(2 + 𝑦)(𝑒−𝑦)𝑑𝑦 
 
Se plantea el cálculo del volumen como una integral definida, la cual resulta ser una 
integral impropia: 

𝑅ത 

𝐻 

𝑃 

𝑄 𝑦 = −2 
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𝑉 = ∫ 𝑑𝑉
+∞

0

= 2𝜋∫ (2 + 𝑦)(𝑒−𝑦)
+∞

0

𝑑𝑦 = 2𝜋 [ lim
𝑏 → +∞

(∫ (2 + 𝑦)𝑒−𝑦𝑑𝑦
𝑏

0

)] 

 
Se obtiene la antiderivada general correspondiente: 
 

∫(2 + 𝑦)(𝑒−𝑦)𝑑𝑦 = 2∫𝑒−𝑦𝑑𝑦 + ∫𝑦 𝑒−𝑦𝑑𝑦 

 
𝑢 = 𝑦 → 𝑑𝑢 = 𝑑𝑦 

𝑑𝑣 = 𝑒−𝑦𝑑𝑦 → 𝑣 = −𝑒−𝑦 
 

∫(2 + 𝑦)𝑒−𝑦𝑑𝑦 = −2𝑒−𝑦 + (−𝑦𝑒−𝑦 +∫𝑒−𝑦𝑑𝑦) = −2𝑒−𝑦 − 𝑦𝑒−𝑦 − 𝑒−𝑦 + 𝐶 

 

∫(2 + 𝑦)𝑒−𝑦𝑑𝑦 = −3𝑒−𝑦 − 𝑦𝑒−𝑦 + 𝐶 

 
Por lo que: 
 

𝑉 = −2𝜋 [ lim
𝑏 → +∞

(3𝑒−𝑦 + 𝑦𝑒−𝑦)|0
𝑏] = −2𝜋 [ lim

𝑏 → +∞
((3𝑒−𝑏 + 𝑏𝑒−𝑏) − (3𝑒0 + 0𝑒0))] 

 
Se calcula el límite: 
 

lim
𝑏 → +∞

(3𝑒−𝑏 + 𝑏𝑒−𝑏 − 3 − 0) = 3 ( lim
𝑏 → +∞

(
1

𝑒𝑏
)) + ( lim

𝑏 → +∞
(
𝑏

𝑒𝑏
)) − 3 

 
Pero, aplicando el teorema de L’Hôpital: 
 

lim
𝑏 → +∞

(
𝑏

𝑒𝑏
) = lim

𝑏 → +∞
(
1

𝑒𝑏
) = 0 

 
Entonces: 
 

𝑉 = −2𝜋(3(0) + 0 − 3) 
 

∴ 𝑉 = 6𝜋 𝑢3  
 


