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UNIDAD 2: GEOMETRIA ANALITICA EN EL ESPACIO

La interseccion de tres rectas perpendiculares entre si llamadas ejes coordenados, forman el
sistema de coordenadas rectangular en tres dimensiones.

Las rectas reciben nombres de eje X, eje Y y eje Z respectivamente. Los ejes combinados de
dos en dos forman tres planos llamados planos coordenados y son:

XY, XZ y YZ que dividen el espacio en ocho octantes.

Por convencion, cualquier punto P de coordenadas (x, y, z) se grafica de tal forma que:
z

x es la distancia del punto al plano YZ

y es la distancia del punto al plano XZ

z es distancia del punto al plano XY

Obs. Se entiende por distancia la longitud del
segmento perpendicular que une el punto P con el
plano coordenado. La ubicacion del punto determina
el signo de la coordenada.

LUGARES GEOMETRICOS ESPECIALES

> Recta paralela al eje Z. Se define como x=K ; y=K,. Penetra al plano XY en (K;, K5, 0).
> Recta paralela al eje X. Se define como y=K; ; z=K,. Penetra al plano YZ en (0, K;, K5)
> Recta paralela al eje Y. Se define como x=K ; z=K,. Penetra al plano XZ en (K, 0, K5)
> Plano paralelo al plano YZ. Se define como x=K. Corta al eje X en (K, 0, 0)

> Plano paralelo al plano XZ. Se define como y=K. Corta al eje Y en (0, K, 0)

> Plano paralelo al plano XY. Se define como z=K. Corta al eje Z en (0, 0, K)

Obs. KeR.

2.1 LA RECTA EN R?

Definicion vectorial.- Sea Py (xo, yo, zo) un punto que pertenece a la recta L, con vector
director d diferente del vector cero dado por (a, b, c¢). Se define a L como el conjunto de
puntos P(x, y, z) tales que la direccion del vector PP es paralela a d.

Esto es PP = (x—xo, y—y0, z—20) = (a, b, c) ; te R—{0} (1)
A partir de la ecuacion (1) se obtiene | x = xp+ at

y=yo+ bt

z=2zytct

que se denominan las ecuaciones paramétricas de L con pardmetro .

Como ¢ satisface a las tres coordenadas simultineamente para un punto dado, se puede
despejar e igualar #, obteniendo de esta forma las ecuaciones simétricas:



) Material de Calculo II. Preparado por Ing. Soraya Solis Pagina 3 de 47
X—X - z—z
0 =S o a,b,ce R-{0}
a b c
Para rectas especiales: Laleje X — b=0 A ¢c=0
lalejeY > a=0 A ¢c=0
lalejeZ - a=0 A b=0
L alplano XY — ¢=0
Lalplano XZ — b=0
LalplanoYZ — a=0
x=2+t
Ej. 1) Determine si los puntos P(2,0,0) AQ(3,1,1) € aLsiL:< y=_3¢
z=t

Ej. 2) Hallar las ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta tal que:
a) Contiene al punto (—2,1,0) y es paralela al vector (1, —1,3)
b) Contiene los puntos P(—1,2,3) A Q(1,3,5)
c) Contiene al punto (2,—1,1) y es paralela al eje Y
d) Contiene al punto (—4,0,3) y es perpendicular al plano XY.

Definiciones sobre rectas

Rectas Paralelas.- Si y s6lo su sus vectores directores son paralelos.

Rectas Perpendiculares.- Si y solo si sus vectores directores son ortogonales.
Rectas alabeadas.- Si y s6lo si no son coplanares.

Rectas secantes.- Si y solo si se intersecan en un punto.

Ej. 3) Encuentre de ser posible las coordenadas del punto de interseccion de las rectas:

x=1+2¢ x="T7+3u
Li: y=-2-3t ; L,: y=2+2u
z = 5+4¢ z=1-2u

Ej. 4) Determine que tipo de rectas son L; y L.
x=-T7+3t x=21+6s

Li: {y——4+4t ; L: § y=—-5-4s
z==3-2¢t z=2-s

Ej. 5) Encuentre el baricentro del tridangulo definido por (1, 2, 1) ; (2, 3, 3); (3, -2, 3).

2.2 EL PLANO EN R?

Definicién vectorial.- Sea Py(xo, 1o, zo) € R’ y sea n un vector de coordenadas (a, b, c)

diferente del vector cero. Se define el plano que contiene a Py y es normal a n, como el

conjunto de puntos P(x, y, z) tales que PoP forma una direccion ortogonal a n. Esto es:
(x—x0,y—y0,z—20)e(a, b,c)=0 (ecuacidon vectorial)

=alx—xp)+b(y—y)+tc(z—20)=0
= ax+by+cz+d=0 (ecuacion general)

Ademas, si d = 0 el plano contiene al origen.
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Para definir un plano es suficiente:
1) Tres puntos no colineales del plano.
1) Dos rectas secantes no coincidentes del plano
i) Dos rectas paralelas no coincidentes del plano.
1v) Un punto del plano y una recta del plano
V) Dos puntos del plano y un vector paralelo al plano.
Vi) Un punto del plano y una recta perpendicular al plano.

Ej. 1) Hallar el plano que contiene a los puntos (2,1,1) ; (0,4,1); (-=2,1,4).

Ej. 2) Hallar la ecuacion general del plano que contiene a las rectas:

Ve

a) Li: x=2t L,: x=2+3t
y=1—t X y=-2t
z=3t L z=3-3t

b) Li: [ x=2t L [ x=1-¢
y=1-t S5 y=-2+3t
z=73t z=3-t¢

Ej. 3) Hallar la ecuacion general del plano que contiene al punto (-1, 4, —1) y es normal a la
2x-1 _2-y 4-2z
3 4 2

recta

Angulo entre dos planos.- Es el angulo formado por los vectores normales respectivos.

Interseccion de dos planos secantes.- Dos planos son secantes si se intersecan en una recta
que satisface a las ecuaciones de los dos planos simultdneamente.

Ej1) Hallar el angulo formado por los planos T;: x =2y +z=0 y 7: 2x+3y—2z=0

Ej2) Hallar la ecuaciones paramétricas de la recta interseccion de los planos m; y 7, del
gjercicio anterior.

Planos perpendiculares.- Dos planos son perpendiculares si y s6lo si sus vectores normales
son ortogonales.

Planos paralelos.- Dos planos son paralelos si y s6lo si sus vectores normales son paralelos.
Pueden ser paralelos coincidentes o no coincidentes. ;Como se reconoce esto?

Traza de un plano.- Es la recta que se produce cuando un plano se interseca con alguno de
los planos cartesianos: z = 0: se obtiene traza con el plano XY

x = 0: se obtiene traza con el plano YZ

v =0: se obtiene traza con el plano XZ

Ej. Hallar las trazas de los siguientes planos:
a) 2x-3y+z=1
b) x+2y—-z=0
c) x+3y=0

DEBER: “Calculo Vectorial” de W. Armas. Pag. 65 — 70. Ejercicios del 1-45.
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2.3 DISTANCIAS ENTE PUNTOS., RECTAS Y PLANOS

Teorema: Sea el plano con ecuacion general T: ax + by + cz +d =0y sea P(x,v0,2z0) € R
un punto que NO € 7. La distancia de P a & esta dada por

‘axo +by, +cz +d‘

\/az+b2 +c?

P(x0, 0, 20)

RN

d

AV N

2

—>
Demostracion: d(P,mt)= | proy n QP |, donde Q(x1, y1, z1) es un punto cualquiera del plano 7.

QP' (e xl)a+(yo—y1)b+(zo—zl)c|:\ax0+by0+cz +d
W T Jesvee | Aervec

d(P, m)=

Ej.) Hallar la distancia del punto (1, 5, —4) al plano 3x—y+2z=15
Aplicacion del teorema.
1) Hallar la distancia entre dos planos paralelos no coincidentes.
T:3x—y+2z-6=0
T:6x—2y+4z+4=0

2) Hallar la distancia entre una recta paralela a un plano.

x=4+t¢
y=—6+28t ; m2x+ty+2z+4=0
z=7-3t

3) Encontrar la ecuacion del lugar geométrico formado por los puntos P(x, y, z), cuya
distancia al plano 4x — 3y + z =10 es igual a 4u.

4) Hallar el valor de k € R para que el punto (5,-2, 5) diste 3 u al plano 11x + ky —2z=0

5) Hallar la altura del tetraedro cuyos vértices son A(—1,1,2); B(-1,1,0); C(2,-1,3) y
D(2,-3,1), y la base esta formada por los vértices BCD.
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DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA EN R?
Sea L la recta con vector director d (a, b, ¢) y un punto de L P(x;, y1, z1). Sea Q(x, y, z) €
R’ externo a L. La distancia de Q a L est4 dada por:

PO

Demostracion:

P

Por Pitadgoras, h = |PQ| seno.
Por el teorema del producto cruz: |PQ X d| = |PQ| |d | send = h | d|

Ej. 1) Calcular la distancia del punto (3, —1, 4) a la recta

x=—2+3¢
y=-2t
z= 1+4¢

Caso de rectas alabeadas D Wi, — proy dldePIPZ

Ej. 2) Hallar la distancia entre las rectas Li: x =4 +5¢; y=5+5t; z=1-4ty
Lyx=4+u; y=—-6+8u; z=7->5u.(Verifique que son alabeadas)

Eji.3)Li:x=1+a ; y=2a-1; z=3a y Lyx=p-1; y=2+2; z=33+4

Ej. 4) Escriba la ecuacién del lugar geométrico descrito por los puntos Q(x, y, z) cuya
distancia a larecta L:{x =3¢, y=2—1t, z=—-1 + ¢} es igual a la unidad.

2.4 SUPERFICIES EN R’

Es un conjunto de puntos de R* que satisface una ecuacion de hasta tres variables.
e Superficies cuadraticas
e Cilindros
e Superficies de revolucion.

Superficie cuadriatica.- Es el conjunto de puntos P(x, y, z) que satisfacen la ecuacion de
segundo grado Ax* + By? + Cz2+ Dxy + Exz + Fyz + Gx + Hy + z + J = 0.

A través de una rotacion de ejes principales (véase formas cuadrdticas en el curso de algebra
lineal), es posible eliminar los términos mixtos y obtener la ecuacion:

A +By’+C+Dx+Ey+Ez+G=0. (1)

En (1) se puede completar trinomios cuadrados perfectos para las variables x, y, z
respectivamente y obtener de esta forma cualquiera de los siguientes lugares o superficies.
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Tipos de superficies.- La ecuacion general cuadratica (1) describe uno dg los siguientes
lugares:

-Esfera: x> + )y’ + 22 =1 0o (x—hy¥+( -k +(@-1) =/ - v

1

(G=h) |, =k =D _,

-Elipsoide: a,b,ce R"

b? c

(x=h) (v=k) (=1 _
7t b2 N JER 1
El eje del hiperboloide corresponde a la variable con coeficiente negativo. 4

-Hiperboloide de una hoja:

-Hiperboloide de dos hoijas:

(x=h)’ =k (=)
2 i b
El eje del hiperboloide corresponde a la variable
con coeficiente positivo.

2 2
La figura muestra la grdfica de %_Zj_f =1

(x=h) (v-k) (z=1) _
7t b2 N 2 0
El eje del cono corresponde a la variable con coeficiente negativo.

-Cono eliptico:

G, =
a’ b’
El eje del paraboloide corresponde a la variable lineal.

-Paraboloide eliptico: z—/ =
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G- -k
a’ b?

-Paraboloide hiperbolico z—1[=

1070672003

Graficade  z=yp’—x’

- O una superficie degenerada en:
- Un punto
- Conjunto vacio
- Par de planos
- Par de rectas

Ej. 1) Identifique y describa los siguientes lugares representados por:
a) 16x>+9)*+ 1622 —32x— 36y +36=0
b) 4’ +) —z?—16x—6y—16z+9=0
c) 2X°+2)° 422 —8x+8y—z+10=0
2 2

Ej. 2) Encuentre la traza de la superficie z = yj —% con el plano 2x +3y—-z=0

Ej. 3) Encuentre la traza de la superficie 4x* — 3)® + 12z + 12 = 0 con los planos
coordenados y grafiquelas. Interprete fisicamente este resultado.

Ej. 4) Represente las siguientes regiones en R’

a) R={(x),2):z22x’+)y° Az<2}
b) R={(xp2):x+)’<1,z20 A z<2-x}
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Cilindros.- Sea C una curva en un plano y L una recta secante al plano. Se dice que el
conjunto de todas las rectas paralelas a L que se intersecan con C es una superficie
cilindrica de curva directriz C y recta generatriz L (o alguna otra recta paralela L).

Cilindros con generatrices paralelas a los ejes coordenados

Se obtiene la ecuacion de un cilindro con generatriz paralela a los ejes coordenados si existen
solo dos variables. La variable ausente determina el eje coordenado que es paralelo a la
generatriz del cilindro y C pertenece al plano de las dos variables de la ecuacion.

Ej.) Grafique los cilindros:

a) z=)’

b) z=senx,0<x<2n
c) x*+y*=16

d) z=¢"

Superficies de revolucion.- Sea f'la funcién que define una curva sobre alguno de los planos

cartesianos. Si la grafica de f gira alrededor del eje coordenado que corresponde a la variable
independiente de f, se obtiene una superficie de revolucion cuya ecuacion estd dada por:

i) x> +2z2=[f(») [ sifgiraalrededor de y.

i) x>+ > =[f(z) T sifgira alrededor de z.

iii) Y2 +2z° =[f(x) [ sifgira alrededor de x.

Ej.1) Escriba la ecuacion para la superficie de revolucion generada al girar la curva dada
alrededor del eje especificado.

1 .
a) y =— en torno al eje Z.
z

b) 9x* =y’ entorno al eje Y.
¢)z =Inx en torno al eje X.

Ej. 2) Encuentre una generatriz para la superficie de revolucion dada y especifique el eje de
revolucion.

a) x> +3y*+2°=9 ; b) x*+3*-22z=0

2.5 SISTEMA DE COORDENADAS CILINDRICAS.

Sea P un punto de R con coordenadas (x, y, z). El punto P puede representarse por la terna
(7,6, z) tal que (r,0) es la proyeccion de P sobre el plano XY en coordenadas polares y z es
la distancia de P al plano XY.

Ecuaciones de conversion entre coordenadas cilindricas y rectangulares
x=rcosf, y=rsenb z=z
r? :x2+y2, 0:arctan1, Z=2Z
X

(0,0,0) es conocido como el polo.

Lugares geométricos especiales
1) r=k=0 : cilindro con eje Z y radio de seccion k
i1) f=ke R : semiplano que contiene el eje Z
i) z=keR : plano paralelo al plano XY
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Ej1) Escriba la ecuacion en coordenadas cilindricas de las superficies cuadraticas dadas.
a) x'+y’ =47

b) ' =x

Ej2) Escriba la ecuacion en coordenadas rectangulares de las ecuaciones dadas en
coordenadas cilindricas.

a) r°cos20+z°+1=0

b) r=2send
1
c r=—z
) 2
d) z=r’sen’d
T
e 0=—
) 6

2.6 SISTEMA DE COORDENADAS ESFERICAS

Sea P un punto de R’ con coordenadas (x, y, z). El punto P puede representarse por la terna
(0, 6, @) tal que:

1) p es la distancia de P al origen (p 20)
i1) @ es el angulo del sistema polar en XY.

1i1) @es el angulo que forma el segmento OP con el eje z positivo (0 < ¢ < ).

Ecuaciones de conversion entre coordenadas esféricas y rectangulares

x=psen@pcosd ; y=psenpsenf ; z=pcose
,02=x2+yz+z2 ; t9=arctgZ ; (o=arccos+
X VX +y +2°

Lugares geométricos especiales

1) p=k>0 : Esfera de radio k
i1) f=ke R : semiplano que contiene el eje Z
1i1) o=k e [0,7] : Cono con generatriz a k radianes del eje Z

Regiones en coordenadas esféricas y cilindricas.

2 0<6<7 . 0<r<2, 0<zs4

b) ~Z<o<Z | 0<r<3, 0<z<rcosd
2 2

¢ 0<6<27 , OS(oS% . 0< p<dseco

d 0<o<271 , %S(ps% L 0<p<l
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Unidad 3: DIFERENCIACION DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

3.1 CONCEPTOS ASOCIADOS A LAS FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

—»
Def.- La funcion f de la forma f(x) : R® ——» R™ tal que:

X = (X1, X2,...,x5) € R" es el vector dominio de f y f(x) = (fi(x), /2(x), ... fm(x)) € R™ es el
vector rango de f y a x le corresponde uno y solamente un elemento de R™ , se dice que es
una funcién vectorial de varias variables.

Clasificacion de las funciones de varias variables

— )
De variable escalar

Escalares R —R (FVR)
(o campos escalares) < De variable vectorial
R" —R R" —™ R, n>1
—
—
De variable escalar
Vectoriales R—> R™ (Trayectorias o Curvas)
(o campos vectoriales) De variable vectorial
R" —R"™, m>1 g R" _ R" ,n>1

Graficas de funciones de varias variables.

i) Si /R — R se obtiene una curva en R?, como por ejemplo y = x*
ii) Sif R* — R se obtiene una superficie en R’, como por ejemplo z = 2x* + 3)*
iii) Si £ R— R’ se obtiene una curva o trayectoria en R’

Ej. 1) | x=cost Ej») x= xo+at
y=sent y= yo+ bt
z=1 z= zotct

En general, una trayectoria es funcion de un solo pardmetro f(¢) = ( x(¢), y(¢), z(¢) )

Para el caso de funciones de R™ — R™, n, m > 1 (campos vectoriales), la grafica no es
posible de realizar y su interpretacion depende de factores fisicos (fuerza, flujo, velocidad,
etc.)

Ej. 3) f: R*>>R’ puede representar el vector velocidad de las particulas de un fluido en
funcién de las coordenadas de dicha particula en el espacio.

F(x,y,2) = (fx,y,2); gx,,2) ; h(x, y,2) )= fi+gj+hk

Grafico de una funcion escalar
Sea f{x): U c R" - R una funcion escalar definida en U, se denomina grafico de f al
conjunto de puntos P € R™" de la forma (x1, x, x3, ..., /(x) ) conx € Uy f(x) € R.

Los graficos observables son aquellos que U c R o U R

En el primer caso la grafica es una curva en R” y el otro caso es una superficie en R’
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Conjunto de nivel para funciones escalares.
Sea f Uc R" — R yseak e R. El conjunto de nivel de f correspondiente al valor k es el
conjunto de puntos x € U tales que f(x) = k. Esto es
CNy={xeU / f(x)=k} < R"

Para obtener un conjunto de nivel se iguala la variable del rango a una constante. Esto da los
siguientes conjuntos de nivel:

1) En R: un punto de la recta numérica.

i1) En R%: una curva en el plano (llamada también curva de nivel)

1i1) En R’: una superficie en el espacio (llamada también superficie de nivel).

Obs.- La grafica de una funcion escalar de R" requiere puntos de (n + 1) coordenadas y las
curvas de nivel requieren puntos de n coordenadas.

Ej.) Para las funciones dadas grafique sus curvas de nivel con la constante especificada.

a) fix,y)=x+y—-2;k=0,k=1,k=2,k=-1,k=-2.

b) flx,y)=3x"+2y"; k=6,k=12,k=24.

¢) flix,y,z)=x"+y* +2z7,k=0,k=1, k=4, k=9

d) f(x,y)=x>—y ;k=0,k==1, k=14

e) La funcion de produccion de Cobb-Douglas para cierta empresa es
f(x,)=100x"°y"* en la que es x es el nimero de unidades de trabajo y y es el

numero de unidades de capital. Determine la curva de posibilidades de produccion
para los niveles de produccion u;=80000 y u,=160000.

Dibujar isotermas de una placa con temperatura 7'(x,y) = 600 —0.75x* —0.75y*
i p p Yy Yy

Graficar (Practica de Laboratorio)

—4x

a. Xy)=——"—
ACRY x2+y2+1

b. f(xy)=(x*+3y2 )

_ sin(x” + y?)

. flxy)=—o 2
X 4y
2
X
d f(xy)=——
X +y
2x2
e f(xy)=——2
X +y

£ fGoy)=e™"

9. f(x,»)=In(x"+y?)
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3.2 DOMINIO DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES.

e Si fes escalar, su dominio natural es el conjunto de puntos xe R" tal que f{x) sea un
nimero real (es decir que f* exista en R).

Ej1) Hallar el dominio de:

a. f(x,y)= —Vx_'_xy_9

X

9—x2—y2—22

b. f(x,y,Z)=\/

c. f(x,y)=In(16—4x>-1?)
Corolario: Las funciones polindmicas tienen como dominio todo R".
e Si f es vectorial, su dominio debe satisfacer cada una de los componentes del vector
rango. En este caso se deben intersecar los dominios de todas las componentes y el

problema se reduce a hallar dominios de funciones escalares.

Ej. 2) Hallar el dominio de:

a. f(x,»)=2x" =y \x)

3x° A ~
b. f(x,y,z):ii+2xyj+lnx2yk
y

c. f(x,y,z,w)=[ a

, X+ yz— w]
Z—Ww
Conjuntos Abiertos y Cerrados
Def. De bola abierta (o disco abierto).- Sea xo € R" y sea § € R”, se dice que la bola abierta
de centro xy y radio 9, es el conjunto de puntos x € R" tales que:
B(x¢,0) = | x—xo| <38.

Ej.1) en R' es un intervalo abierto. Esto es B(x0,8) = (Xo— 0, Xo + 0) = {x /‘x — xo‘ < 0}

Ej. 2) En R? es un circulo sin la circunferencia. Esto es

B(Ct0,10)8) = 105 1) 14— x0)% + (= 30)° <]

Ej. 3) En R’ es el interior de una superficie esférica. Esto es:

B(Ct0 70, 20)8) = (.7, 2) 1 (r = x0) + (= 30)’ + (2~ 29)° <]

En general en R" B(x0,8) = {x& R" /(x, —x,,)" +(x, —=x,)" +...+(x, —=x,,)> <35’}

Ej. 4) Determine si (2, —1) € B((1,1); 4).
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Def. de punto interior.- Sea xg € R" y sea U c R". Se dice que x¢ es un punto interior de
U < 3 B(xy,9) totalmente contenida en U.

Def. de punto exterior.- Sea xg € R" y sea U < R". Se dice que Xy es un punto exterior de U
< 3 B(x¢,0) totalmente fuera de U.

Def. de punto de frontera.- Sea xo € R" y sea U < R". Se dice que x¢ es un punto de
frontera de U < no es interior ni exterior de U.

Def. de conjunto abierto.- U — R" es un conjunto abierto < todos sus puntos son interiores.

Def. de conjunto cerrado.- U c R" es un conjunto cerrado < su complemento es abierto.

Ejl) x> +73* 21 es cerrado porque su complemento es abierto.
Ej 2) x>+ 7y <1 es abierto.

Ej 3) 1< x>+ »* < 4 ni abierto ni cerrado.

Ej 4) 1<x<4 2<y<5 0<z<3.Cerrado.

3.3 LIMITE DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES.

Def.- Sea f: UC R" — R™ una funcién definida en una region abierta U, excepto en algun x,
€ U o de la frontera de U. Sea L € R™. Se dice que el limite de f es L cuando x se aproxima

a X, denotado por 1Lm f(x)=L , s1 s0lo si el siguiente enunciado es verdadero:
X=X,

Ve>0,30>0:xe B(x,,0) = f(x)e B(L,¢).

2
X

- lim —————=0
Ej. 1) Demostrar que . (0.0) m

2 2
, : +
Por hipotesis 4/x* + > <8 = ——2
NESE

5x%y

<0> <0=>0=¢.

x2
NEEE e

Ej. 2) Demostrar que  lim =0

@000 x7 4 3

Teorema de la unicidad del limite.- Sea f: R" — R™ definida en algin conjunto abierto U.
Sea xg € U o de la frontera de U. Si Xlg? f(x)=L A limf(x)=M=L=M.
0

X—X,

2 2

Ej. 3) Demuestre que  lim —J)

> No existe
(x,)—(0,0) x° + y

2

a) Por laruta y=0
b) Por la ruta y=x
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2
Ej. 4) Determine si la funcién f(x,y) = 4x 4 - tiene limite en (0,0).
x +y

Limites empleando coordenadas polares. ((x,y)—(0,0) = r— 0).

. 2 2
. sm(x” +
a. lim %
=00 x4y
2.2
b. lim —2—
(x,9)—(0,0) x +y
2

X
C. 1 2)7 3
x.2)=0.0) x* 4 y
X+
d. i —
x2)=0.0) x* 4 y
2 2
. X"+
e. lim 5 Y
@2)=00  x*y
3
X
f. 4

lim —=2
=00 x? + 2y

Propiedades de los limites.- Sean f y g dos funciones de R" — R™ tales que limf(x) = A

X=X,

y lim g(x) = B. Entonces:

X=X

i, lim[f(x)*g(x)]=A+B
ii. limof(x)=aA

X=X

iii. lim [f(x)eg(x)|=A*B

iv. lim|f(v)] =[A]

3.4 CONTINUIDAD DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Def. de continuidad.- Sea f: R"— R™ con U dominio de f. Sea xy € U, f es continua en X,
siy solo si 1i_>m f(x)= f(xo) )
X—X,

Obsl. f es continua en U < es continua es continua en cada x € U.
Obs2. Param > 1, f es continua < todos las funciones componentes de f son continuas.

Teorema de la continuidad de las funciones vectoriales.- Una funcion f: U c R" —» R™es
continua < cada una de sus componentes escalares es continua.

x> +1
x4+ +z7 42

Ej.) Analice la continuidad de f(x,y,2) = (xzyz, X+ )Y+ Zj .



/)  Material de Cdlculo II. Preparado por Ing. Soraya Solis Padgina 16 de 47

Teorema de la continuidad de una funcion compuesta.- Sean las funciones de varias
variables g: Uc R" — RP y f: R” - R"™ tales que fog (f(g(x)) existe. Sea xg € U. Si g es
continua en Xx¢ y f es continua en g(xy), entonces fog es continua en Xy.

Ej)
a) f(x,y) = sen(x’y)
b) f(x,y)=1In(x"+»%)
o flry)==
x+y

d) f(x,y)=In(cos(x* + y*))

Tipos de discontinuidad J Evitable
No evitable

Xy

,(x,) #(0,0)
Ej.1) Analizar la continuidad de Sy =15 +y° .
0 ,(xy)=000)

I x<0vy<0
Ej. 2) Determine si la funcion £ R* — R definida por f(x,y) ={ 4 es
0 en otros puntos

continua. En caso de no serlo identifique el tipo de discontinuidad.

Ej. 3) En caso de ser posible, escriba una regla de correspondencia para la funcion £ R >R
2

x
dada por f(x,y) = W para que sea continua en R”.

Ej. 4) En caso de ser posible, vuelva continua la funcion f: R* — R dada por

1
f(x,y,2)=—F——F—— enR’.
X +yi—z

Ej. 5) Qué valor debe tomar la constante real A para que la funcion:

5x7y
Sxy)=1x* +y2
A x*+y*=0

2 2
X+ #0 )
Y sea continua en R
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3.5 DERIVABILIDAD Y DIFENCIABILIDAD DE FUNCIONES DE VARIAS
VARIABLES.

Def. Derivada direccional de una funcion escalar.- Sea la funcion f: Uc R" — R tal que U
es abierto. Sean xg €U A h € R. Sea v un vector unitario € R". La derivada direccional de f
en xg respecto a la direccion de v denotada por £° (x¢,v) esta dada por:

oo L G £ 1) = £ (x,)

m

h—0 h

siy s6lo si este limite existe.

Ej.) Calcular la derivada direccional de f(x,y)=4—x>—y* en el punto (1, 2) y en la
direccién: a) (1~1); b) (0, 1); ¢) (1, 0).

Def. Derivadas parciales para una funcién escalar.- Sea la funcion £ Uc R" - Ry
x, € U dado por X, =(x,X,,...,X,). La derivada parcial de f respecto a la variable X;

Jf

denotada por I 0 ij en el punto xy esta dada por:

J
limf(x“xz’“.,xj +h:-">xn)_f(xo)

h—0 h

siy s6lo si este limite existe.

Obs.1 Las derivadas parciales son casos particulares de las derivadas direccionales cuando v
es el vector candnico correspondiente a la variable j.

Obs.2 Para obtener la derivada parcial de manera directa, se emplean los teoremas de
derivacion para F.V.R. considerando constantes las variables respecto a las que NO se deriva.

Obs.3 En caso de presentarse formas indeterminadas se debe emplear la definicion dada.

Ej. 1) Dada f(x,y)=x>y+y*, hallarf;, f, V (x,) € R%.
Ej. 2) Obtener f. , £, f- si fix, ¥, z) = cos xy + cos xz + sen yz.
Ej. 3) Hallar £, , f, en (0,0) si f(x,y)=x""y"".

Def. Diferencial de funciones de R" en R™.- Sea f: Uc R" — R™ y x¢ € U. El diferencial
de f denotado por df en x es la matriz de tamafio mxn T evaluada en x¢ , multiplicada por el
vector incremento (X — Xg). Esto es

of,/ox, Of,/ox, -~ Of/ox, Ax,
df = T(x—x,) = afzfaxl afz/:E)x2 afz/:axn A?cz

siysoélosila

of, /ox, df,/ox, - of,/dx, ) (Ax,
matriz T existe en X,.
Ej. 1) Hallar df xo=(0,0) si f(x,y)=(e

Ej. 2) Hallar df (0,0,0) si f(x,y,z) = (ze*,~ye)

x+y

VX, ).
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Ej. 3) Escriba el diferencial de f(x, ) = —2—, (x,») #(0,0) ;/(x,») =1, (x,y) = (0,0)
X +y

Ax
; entérminos de h=(x—x,) = (A j en cualquier (x , y) # (0,0) y para (x , y) = (0,0).
v

Def. de diferenciabilidad de funciones de R" — R™.- Sea f: U c R" — R™ una funcion de

varias variables definida en el conjunto abierto U. Sea xy € U. Se dice que f es diferenciable
en Xy si las derivadas parciales de f existen en xg y

lim Hf(X)—f(XO)—T(X—XO)H —0

o [x=x|

(1)

(1) también se expresa por

Ax,
. |f(xy +h)—f(x,)~Th| _| Ay

(2) im HhH = Y. Eneste caso :
Ax

n

Ej. 1) Determine si f(x,y)=4— x> - y2 es diferenciable en (1,1).

—3xy
Ty 5 ,(.X', y) * (090)
Ej. 2) Dada la funcién J (%> ) =9 x% + 37

0 ,(xy)=(0,0)
a) Encuentre f; y f, en (0,0)

b) Use el resultado anterior para determinar si fes diferenciable en (0,0). Use (2)

Obs. De este ejemplo puede concluirse que derivabilidad # diferenciabilidad

xp°
x*+y
Ej. 3) Demuestre que la funcion f(x,y) = tiene todas sus derivadas
0 X4+ =0

X+ £0

4

direccionales en (0,0), pero no es diferenciable en este punto.

Teorema: Sea f: U — R" — R". Si todas las derivadas parciales de f son continuas en una
vecindad de x € U, entonces f es diferenciable en x.

Ej. 1) Las funciones expresadas en términos de polinomios o senoidales.

f(-xa Y, Z) = (2x2y,x +y-— ZZ,XSJ/ + 322) Es diferenciable en todo R>.

Ej.2) f(x,y) =3x’ —4x’y +3xp” +sinxy’
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2.2
X 2 2
X +y %0
x>+ ! 4

Ej3) Empleando el teorema demuestre que f(x,y)= es

0 x4+ =0

diferenciable en (0,0).

Obs. El Teorema es unidireccional.

(" + " )sin . (x.3) # (00)
Vi +y?
Ej.) Demuestre que f(x,y) = es diferenciable en (0,0)

0,(x,y) = (0,0)

pero sus derivadas parciales no son continuas en (0,0).
Teorema: Si f: Uc R" — R es diferenciable en x¢ € U, entonces existen todas sus derivadas
direccionales en xo y f'es continua en Xy.

Obs. El teorema es unidireccional.

Diferenciabilidad de la funcion compuesta (Regla de 1a cadena).

Sean g(x): U < R">R” A f(x): V& RP—R™ tal que U A V son conjuntos abiertos. Si g es
diferenciable en xg € U A f es diferenciable en g(xg) € V, entonces fog es diferenciable en x¢
y su diferencial es:

d(fog)(xo) =D [fog]mxn(xo)h =D [f]mxp(g(xo))' D [g]pxn(xO)h (Producto de matrices)

Ei. 1) Sean f(u,v,w)=w’vw,v> —w’, w’,uvw) y g(x,y,z)= (xzy,xyzz,e_xz )
Calcular D(fog)(1,1,0).

Ej. 2) Dadas g(x,y) = (x> +1,3°) y f(u,v)=(u+v,u,v*), calcule la matriz derivada de fog
en (1,1).

Ej. 3) Encuentre una expresion general para hallar D(fog) si f de la forma f{u,v,w) es un
campo escalar y g es un campo vectorial de la forma g(x, v, 2)=(u(x,y,2), v(x,y,2), w(x,y,2)).

Use este resultado para hallar D(fog) si f(u,v,w) =u*>+v' —w y g(x,y,2) = (x’y,y",e ).

Ej. 4) (Si g es de variable escalar). Encuentre una expresion general para hallar D(fog) si fes
escalar de la forma f(x, y, z) y g es de la forma g(¢)=(x(¢), y(¢), z(¢)). Use el resultado con

f(x,y,2) = 3x2y+z y g(t) = (t2,2t—1,t3).
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Derivacion implicita en funciones de varias variables.

Sea f una funcién de x,,x,,...,x,, n variables, tal que no es posible expresar f en términos

explicitos. Entonces se puede escribir F(x,,x,,...,x,, f) =0 y derivar cada término respecto

ox,
a x; empleando regla de la cadena de funciones escalares (F) conociendo que a—’ =1 A
X .
J
20x A L=,
ox, ox;
. e e 2 2o s 3 2 dz Oz
Ej. 1) Seaz = fix,y) y larelaciéon sin(x” + y“ +z°)+x"y’z" =3. Obtenga a—/\a—
X oy
2 2 2 2.3
Ej.2)Seau=f(x,y,2)y lafuncion € +tan(x” +y” +u")—In(xy) = x"yz u.
Obtenga al,al,al.
ox dy 0dz

Derivacion de orden superior

4 anf

Derivadas de orden superior | Parciales iteradas. .
i

< 3" f

Parciales cruzadas o mixtas A Ox. Ox
n ee e 2 1

L (o en otro orden).

Ei. 1)Si f(x,y)=xy+(x+2y) . Hallar:
a. Las segundas derivadas parciales iteradas y cruzadas
b. Las terceras derivadas parciales iteradas.

Teorema de igualdad de derivadas parciales cruzadas.- Si f es una funcién de
X,,X,,..., X, 11 variables, y si f es de la clase C" (n veces continuamente diferenciable),

entonces las derivadas parciales cruzadas son iguales. Esto es

i ar oy
ox,..0x,0x, Ox,..0x,0x, Ox,..0x, 0x,

Ej. 1) Verifique el teorema para f(x,y) = xe’ + yx°
Ej. 2) Verifique el teorema para f(x,y,z) = X'y’ z+zcos(x’ + y*) +e” +1
’f f

Con A .
0zdydx  0dxdzdy




) Material de Calculo 1I. Preparado por Ing. Soraya Solis Pagina 21 de 47
3.6 APLICACIONES DE LAS FUNCIONES DIFERENCIABLES

Aplicacion de las funciones proximaciones con diferenciales
Diferenciables Teorema de la derivada direccional y el vector gradiente
Plano tangente y vector normal a superficies de nivel

Aproximaciones con diferenciales para funciones escalares

ad 9

f f ——Ax, +.. f Ax,
x1 8x2 ox,

Ej. 1) Una caja abierta tiene 4m de largo, 2m de ancho y 1m de alto. La caja se recubre con

un material que cuesta $0.1 el m” lateral y $0.2 el m* de fondo. Estime la variacién en el
costo si el largo disminuye 2%, el ancho 1%, y el alto 3%.

Se emplea el diferencial de una funcién escalar: Af =

Ej. 2) Aproxime (3.01)*%; /(12.1)(3.7) ; Sen 59°. Cos 32°

Vector gradiente de un campo escalar

Si £ U c R" — R es un campo escalar diferenciable en U, el gradiente de f/ denotado por
Vf(x) esun vector en R" dador por:

V() = [af ¥y

ox, ox,  ox

J Que corresponde a la matriz diferencial.

Ej.) Encuentre el V/ en el punto (0,0,0)si f(x,y,z) = e +zcos(x” + y*)+ x> +y* +2°.

Teorema de derivada direccional y el vector gradiente

Si £ U c R" — R es un campo escalar diferenciable en U. Sea xg € U A v € R" un vector
unitario. La derivada de fen xy sobre la direccion de v esta dada por:

(%, V) =Vf(x)®v

2

Ej. 1) Hallar la derivada direccional de f(x,y)=4—x>—3" en el punto (1,2) sobre la

direccion del vector (1, —1).

Ej. 2) Hallar la derivada direccional de f(x,y,z) = x* +xyz+ 2z en la direccion 2i + j — k en
el punto (1, 2, 1).

Teorema de la variacion maxima de funcion escalar

Si £ U € R">R es un campo escalar diferenciable en U. Sea xy € U. Entonces Vf(xg) apunta
al mayor crecimiento de f* y este valor es ||Vf (x0)||

Encuentre la maxima derivada direccional de la funcion escalar f(x,y)=2x"+3xy en el
punto (1, 2) y en que direccion se produce esta maxima variacion de f.

Obs. f decrece mas rapido en la direccion de —V£(xy)
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Teorema del vector normal a una superficie en R?

Sea f* U  R’*>R vy sea f{ix)=k una superficie de nivel de S en R, tal que S es diferenciable
en Xy, entonces Vf{(Xy) es normal a S en x,.

Plano tangente a S en R’.
Si z = f{x,y) es una superficie diferenciable en (xo, yo, zo), la ecuacion del plano tangente a S
en (xo,)0,20) €s:

VE(Xy,Y0,20) (X=X, ¥ = ¥4,2—2,) =0 A F(x,,2)=0

Ej. 1) Hallar la ecuacion del plano tangente a f{x,y,z)=3xy + z* en el punto (1,1,1).

Ej. 2) Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie 4x”> + y° =16z en el punto (2,4,2).

Unidad 4: OPTIMIZACION DE FUNCIONES ESCALARES

Formula de Taylor de primer orden.- Sea f: U < R"—R, diferenciable en xo € R", la formula
de Taylor de 1° orden en una vecindad de x, esta dado por:

J0) = () + VS (x) @ (x = X)) + R (X, %)

Matriz Hessiana H U(x)].- Sea f(x): U c R">R del tipo C? en una vecindad de xo, la matriz

Hessiana de fen xy , denotada por H de nxn esta dada por:

oS 9 9’ f |
dx;  Ox,ox, - ox, 0x,
H[f(x)]= dx,0x,  Ox; O Oxox,
9’ f 9’ f > f
| Ox,0x,  Ox,0x, ox’

Obs.- H es simétrica.

Formula de Taylor de segundo orden.- Sea f: U < R"—=R, dos veces diferenciable en xo € R",
la formula de Taylor de 2° orden para una vecindad de xg esta dada por:

F(x)= f<x0>+Vf(xo)-(x—x0>+§[H(f(xo)>(x—xo Yo (x—x,)+ R, (x.x,).

Obs. Ry A R; son un infinitésimo de orden 2 A 3 respectivamente y cumple la propiedad
. R(x,x
lim Rxx)

2
2= ||y — XOH

Ej. 1) Escriba la formula de Taylor de 2° orden para aproximar:
a. sin(0.1+2(0.05)); (0,0)

b. e"'cos0.2
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4.1 EXTREMOS RELATIVOS DE FUNCIONES ESCALARES DE_ VARIAS
VARIABLES

Def.- Sea /: U c R">R A xg € U. Sea la bola abierta B(xg;p) una vecindad de xy. Se dice
que f{(Xp) es un maximo relativo de f< f(xg) 2f(x) Vx € B.

Similarmente, f{(x¢) es un minimo relativo de /< f(xg) < f(x) Vx € B.

Punto de Silla.- Si 3x € B: f{(xg) = f(x) A Ix € B: f(x¢) < f(x), se dice que f(Xg) es un punto de
silla.

Teorema de la Primera derivada.- Si /: U c R">R es diferenciable en xy, tal que X es un
extremo local de /* A U es abierto, entonces Vf{(xg) = 0.

Teorema de la segunda derivada para extremos relativos.- Si /: U < R"—>R es de clase
C°, xo s un punto critico de /' y H es la matriz Hessiana de f definida en x , si H tiene:

1) Ai >0, se dice que H f{(xg) es positiva y f(xg) es un minimo de f.

i1) Al <0, se dice que H f{(xg) es negativa y f(Xg) es un maximo de f.

111) Al # 0 y no todos positivos (o negativos), se dice que el signo de H f(x¢) no esta
definido y x¢ es un punto de silla (no es extremo).

1v) Al >0, se dice que H f(xq) es semipositiva 'y f(Xq) “podria ser” minimo.

V) A1 <0, se dice que H f{xg) es seminegativa y f(xq) “podria ser’” maximo.

Ej. 1) Aplicar el criterio de la segunda derivada para analizar los extremos de:
a) f(x,y)=x"+)y
b) f(x,y)=log(x*+y* +1)
o) flxy)=x"-y’
d) f(x,y)=x"-2xp+y’ +x +)’

Obs. Si /' NO es de clase C* en un punto critico Xo, no se puede usar el Hessiano. En este
caso se debe usar la definicion de extremos o graficas.

Ej. 2) Determinar los extremos relativos de f(x,y)=1- ()C2 + y2 )1 2

4.2 OPTIMIZACION CON EL TEOREMA DEL VALOR EXTREMO

Sea f: D < R"—R continua en D, sea D un conjunto cerrado. Entonces f tiene un maximo y
un minimo absoluto en D.

Ej. 1) Hallar los valores extremos de f(x,y) = x”+y* —x—y+1 en el conjunto x>+ y* <1.

Ej. 2) Hallar el maximo y el minimo absoluto de f(x,y) = x*+y> —xy+x+ y en laregién
R={(xy):x,y<0Ax+y=>-3}
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4.3 EXTREMOS CON RESTRICCIONES Y MULTIPLICADORES DE
LAGRANGE.

Teorema de Lagrange.- Sea f: U < R"—R una funcién de clase C' definida en el conjunto
abierto U. Sean gi, g,..., gn: U € R">R, m funciones de clase C! (m <n). Sixge Uesun

extremo relativo de f A Vgi(xo) # 0, entonces existen ﬂl,ﬁ?,...,ﬂm € R tales que

Vf(x()) = Zﬂlvgl('xo)’ 1= 15 25"'9m' A gi =C

i=1

APLICACIONES DE OPTIMIZACION:

1) Una caja rectangular descansa sobre el plano xy con un vértice en el origen y su
vértice opuesto pertenece al plano 6x + 4y + 3z = 24. Hallar las dimensiones de la
caja para que su volumen sea maximo.

2) Un beneficio se obtiene produciendo x unidades del producto A A y unidades del
producto B; modelado por:

B(x,y) =8x+10y—(0.001)(x* + xy + y*) —10000.
Hallar el nivel de produccion que permite obtener el méximo beneficio.

1
3) Sea la superficie (X,») =— en R’. Hallar los puntos de g que estén més cercanos
Xy

al origen.
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Unidad 5: FUNCIONES VECTORIALES

Funciones vectoriales Variable escalar (curvas)
Variable vectorial (campos vectoriales)

5.1 FUNCIONES VECTORIALES DE VARIABLE ESCALAR.

Se denomina r una funcion vectorial de variable escalar, a cualquier funciéon de la forma

r(t) = (£(0), £,(O)res £, (£)). Esto es:

r: R—»R"
EnR® r(t)=f (t)i + g(t)j representa una curva en el plano
EnR’: r(t)=f (t)i + g(t)j + h(t)ﬁ representa una curva en el espacio

Ej. 1) Dibujar la curva representada por r(¢) = (4cost,4sint,t); te [0,47].
Ej. 2) Describir los puntos que € ala curva r(z) = (2 + t)i + (3t)j +(4- t)ﬁ

Ej. 3) Representar mediante una funcion vectorial la curva C, interseccion del semielipsoide

2 2 2
=+ +Z -1, z>0conelcilindro y = x”
12 24 4
xX=t
: y=t
\/m
Z=
6
b v

Propiedades de las funciones vectoriales:
Al igual que los vectores, se pueden sumar funciones vectoriales entre si y se pueden
multiplicar por un escalar.

Limite de una funcion vectorial.
Si r(t)=f (t)i + g(t)j + h(t)ﬁ es una funcion vectorial tal que

lim f(7), limg(#) AlimA(?) existen, entonces:
t—a t—a t—a

limr(7) = lim f(1)i + limg(£)j + limh()k = L

Esto es Hr(t) - i“ -0 sit>a.
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Continuidad de una funcion vectorial.- r es continua en t=q < 1t1_1)n l'(f ) = r(a) .
a

Evalué los siguientes limites:

. 2 t2—4'; | I
a) 1t1_r>121(z‘1+t2 —2tj+;kj

b) lim(e’i L sme j+ e"l}j

t—0 t

¢) lim 1i + cos(z‘)j + sin(z‘)l;)

t—0

@ liml e+l r k
) AT

Encuentre los intervalos de continuidad de las funciones vectoriales:

) r()=ti+i-1]j

b) r(t)= fi+ arcsin(z‘)j +-k

~ | —

Propiedades de los limites de funciones vectoriales.- Si 11_{{11 r(?) y ltl_{l} u(?) existen.
i) lim(r(¢) +u(?)) = limr(¢) + lim u(z)
iy lim(@r())=alimr(f) ;aeR
t—a t—a
iy lim(r(z)xu(z)) = limr(z)x limu(z)
iv)  lim(r(z) e u(r)) = limr(¢) ® limu(z)

V) %ier(t)H = H%imr(t)”

Derivacion de funciones vectoriales.

Def. de derivada de una funcién vectorial r.- La derivada de una funcion vectorial r se define

/ . r(t+Af)—r(t
por ¥'(1) = Bm ( )r(?) , si y solo si este limite existe.
-

0 At

Ej) Si r(t) = fOi+g(0)j+h(Ok, @)= )i+ @)j+H Ok

Ej. 1) Hallar la derivada de las siguientes funciones vectoriales:
1 ~ ~ ~
a) r(t)=-i+In@)j+e’k
t

b) r(r) = 2¢%i + cos(2¢)j—sin’ (31)k

Ej. 2) Si r(¢) = cos(t)i +sin(t)j + 20k, hallar ¥'(z) D)’ (1)er”(t) o)’'(H)xr’(¢)
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Propiedades de la derivada de una funcion vectorial
Sir’(t) yu’(t) existen y f es una funcion de variable real derivable, entonces:

h o] = a0

i [roO+u@] =r@o+u @

iy [r()e u(t)], =r'(t)ou(t)+r{) e u'(?)
v [r@Oxu®)] = ¥ xu@) +r@)xu'(@)
v el =rgeys £

Demostrar iii) si r(¢) = f; (t)i + g, (t)j + h, (t)ﬁ A u(t)= fz(t)i + g, (l‘)j + h, (t)lA{

s s . . s oA
E_] 1) Si r(t)=;i—j+ln(t)k A U(t):tzl_(zt)‘l+k’calcular;

a) Dilr(e)su()]
b) Dtfu(r)xu'(r)]

Velocidad, aceleracion v rapidez.

Sea r una funcion derivable dos veces dada por r(t)=(f(t),g(t),h(t)). Se define como vector
velocidad al vector V(£) =1'(¢) ;y
al vector aceleracion como a(?) =r’(¢).

v

La Rapidez se define como = HV(Z‘ )H =

Ej. 1) Una particula se mueve a lo largo de una curva C descrita por:

r(t) = i+ t3j + 3Zﬁ, t > 0. Determine su velocidad, aceleracion y rapidez en t = 1.

Ej. 2) Un objeto parte del reposo del punto (1,2,0) y se mueve con una aceleracion
a(r) = j+ 2ﬁ.[pies/ segz]. Hallar su vector velocidad y su vector posicion.

Ej. 3) Una particula se mueve a lo largo de una curva C descrita por:

2% s % . .
r(t)=t"i+costj+3K, t > 0. En el instante t=2 segundos sale de la trayectoria C y
continua en direccion recta. Determine su posicion después de 3 segundos.

Vectores tangentes v normales a una trayectoria C.

Vector tangente unitario.- Sea C una curva suave representada por r en un intervalo abierto 1.
El vector tangente unitario a C en t se define por:

e .,
() , () #0.

T(t) =
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Ej. 1) Hallar el vector T(t) a la curva r(¢) = fi+ tzj ent=1.

Ej. 2) Hallar la ecuacion de la recta tangente a la hélice r(¢) = 2cost i+2sin¢ jt+t kK en
t=m/4.

Teorema del vector normal principal a C.
Si una curva C se define por r(t), entonces T ’(t) es normal a C en t A T’(t) # 0.

Demostracion:
T@)eT(@t)=1=T(#)*T({t)+T()* T () =0=2T(¢)eT()=0=T(t)*T(r)=0=T(t) L T(¢)

Definicion del vector normal unitario a C.- Sea C una curva representada por r en un
T'(t)

[T0)

intervalo abierto I, si T’(t) # 0, el vector normal unitario a C en t se define por N(¢) =

Ej. 1) Hallar N(t) para C :r(¢) = 3+ 20k

Ej. 2) Hallar N(t) para C : r(t) = 2costi+2sin tj +k

Vector aceleracion v sus componentes tangencial v normal a C.

Sea C: r(t) una curva cuya aceleracion en t es a(t)=r’’(t). Sus componentes tangencial y
normal estan dadas por:

r'(s

ar =a(t)* T =)+

Ha(t) V()|
[vl

N0
"0y <r>u

\/H (t)H 2 (componente centripeta)

ay =a(t)*N() =

Ej. 1) Hallar las componentes tangencial y normal de la aceleracién para r(¢) = 3 — tj +1K.

Ej. 2) Representar la aceleracion de r(f ) =bcosti+bsintj+ctk,b >0 como la
suma de las componentes tangencial y normal.

Longitud de arco y curvatura.

Def. de longitud de arco.- Sea C una curva suave dada por r(t) definida en el intervalo
b

cerrado [a,b]. La longitud de arco viene dada por § = J‘Hr,(t )Hdt

a
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t
Funcién de longitud de arco.- S(¢) = IH"’(T)Hd T aqui S es una variable.

a

Teorema de la derivada de la funcién longitud de arco.- Sea C una curva suave dada por r(t)

ds

t
en [a,b]. La derivada de la funcion () = J.Hr’(T)Hd T esta dada por E =

l"(t )H es decir:

ds = Hr'(t)”dt ,

Ej. Sea r(r) = 3—t)i+44j, te [0,1]. Determine:

a) La funcion longitud de arco
b) Escriba r(t) en términos de S.
¢) Calcule ||r'(s)ﬂ

Curvatura (Una aplicacion del pardmetro longitud de arco.)

Def. Sea C una curva dada por r(s), donde S es el pardmetro longitud de arco. Se denomina

r'(s)
(s

curvaturaen S a
dT(s)
ds

k= ‘ = HT/(S)H en este caso T(S) =

Obs. En las rectas, k=0

Ej. 1) Hallar la curvatura de r(s) = (3 —%sji +§sj

Ej. 2) Hallar la curvatura de un circulo de radio R.

Ej. 3) Sea la hélice r(¢) = (2cost,2sent, t)
a) Encuentre los puntos tales que s = V5 ;5 = 4 desde t=0.

b) Exprese la longitud de arco s como funcion de t y parametrice I en funcion de s.
¢) Con el resultado anterior calcule la curvatura £.

Otras férmulas de curvaturas.- Si r(t) es la representacion de una curva suave C,
@) _ [r@)=r"()]
r/(tm r,(t)||3

1
2 3
Ej.) Hallar la curvatura de l‘(l‘) = [2tat ,_gf j
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5.2 FUNCIONES VECTORIALES DE VARIABLE VECTORIAL (R"5R")

Definicion.- Sean M, N, P funciones de tres variables x, y, z definidas en alguna region Q del
espacio. Se llama campo de vectores en Q a cualquier funcion F definida por

F(x,v,z) = Mi + Nj + Pk.

Similarmente, si M, N estan definidas en alguna region de R’, se denomina a F campo
vectorial de R? dado por F(x,y)=M(x,y)i + N(x,)].

Ej.) Encuentre el campo de vectores formado por los gradientes de:

a) f(x,y)=x"+)’
b) f(x,y,z)= x? +y2 —2z*

Grafico de un campo vectorial.- Se toma la ||F || = ¢ (constante de longitud)

a) F(x,y)=-yi+x
b) F(x,y)= 2xz°+yj'

Campos vectoriales conservativos.- Un campo F se dice que es conservativo si existe una
funcion diferenciable f tal que F = Vf.

En este caso se dice que f'es la funcion potencial del campo F y existe.

Ej. 1) Demuestre que el campo vectorial F(x,y)=2xi +)j es conservativo con la funcion

potencial f(x,y) = x> +% y

Ej. 2) Determine en caso de ser posible, la existencia de la funcidon potencial f si el campo
vectorial estd dado por:

) F(x,y)=xyi +xy
b) F(x,y)= 2xi + yj'

Teorema para campos vectoriales conservativos en el plano.- Sean M y N dos funciones

con derivadas parciales continuas en alguna bola abierta B de R>. F(x,y)=Mi + Nj es un
oN

. . oM .
campo vectorial conservativo & — = > (en este caso f'existe)
X y

Ej. 1) Verifique el teorema para los ejercicios anteriores.
Ej. 2) Hallar de ser posible una funcién potencial para F(x,y) = 2xyi +(x* — y)]
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Rotacional de un campo vectorial.- Sea F una funcion vectorial dada por

F(x,y,z)sz+Nj+Pl€. Se dice que rotF(x,y,z) es un vector denotado por

A N ~

i j  k

VxF(x,y,z) = 9 9 9 = 9P _oN [_(a_P_aﬁ]j_F IN _ oM i
ox dy Oz dy 0oz ox 0oz ox Jdy
M N P

Obs. Si rotF=0, se dice que F es irrotacional.

Teorema para campos conservativos en el espacio.- Sea F una funcion vectorial de clase
C' en alguna bola abierta B de R®. El campo vectorial F(x,y,z)= Mi + Nj+Pﬁ es

conservativo & rotF(x,y,z) =0
Ej.) Dada la funcion vectorial F(x,y,z) = 2xpi+ (x> +2z2)j+ 2yzk

a) Demuestre que F es conservativo.
b) Encuentre la funcion potencial f.

Teorema del Rotacional de un gradiente. Para cualquier funcion f de clase C2,
Vx(Vf) = 0. Es decir que el rotacional de cualquier gradiente es el vector 0.

Ej.) Demuestre que ¥ (X,»)= yI—Xj no es campo gradiente.

Significado fisico del rotacional.

La rueda de aspas no gira alrededor de su eje.

@ En este caso hay traslacion de los puntos pero
@ no hay rotaciéon y por tanto el campo de
. i—xj .
b @ velocidades 7 =2 5 x‘! es irrotacional.
X +y

@ @ N Verifique V(x,y) # (0,0).

Divergencia de un campo vectorial.- Sea F una funciéon vectorial dada por
F(x,y,z)= Mi + Nj + Pk . Se dice que la divergencia de F es un campo escalar denotado por

oM ON P
+— .
ox dy Oz

VeF(x,y,z)=

Ej.) Determine la divergencia de las siguientes funciones.



) Material de Calculo II. Preparado por Ing. Soraya Solis Pagina 32 de 47

a) F(x,y,z)= xzyi + zj + xyzﬁ
b) F(x,y)=xi+)j
¢) F(x,y)=xi-)j

Teorema de la divergencia de un rotacional.- Para cada funcién vectorial F de clase C?,
div(rotF) =V e(VxF)=0.

Es decir, la divergencia de cualquier rotacional es cero.

Ej.) Demuestre que el campo F(x,y,z) = xi+ y}+zf( no es rotacional de algun campo
vectorial.

Def. del operador de Laplace.- Si / es una funcién escalar en R®, se dice que el operador
de Laplace denotado por V* esta dado por

Pff S
Vif=Ve(Vf)=
[V V)= ga gty

Obs. Toda funcion f tal que V/=0, se dice que es arménica.
) 1 ., .
Ej.) Demuestre que f(x,y,z) = ————— es una funcidén armonica.
Xy + 2

Significado fisico de la divergencia.
En un campo de velocidades de un fluido (o gas) F, la div F representa la tasa de expansion
(o compresion) del fluido por unidad de volumen.

Si div F < 0 el fluido se estd comprimiendo
Si div F > 0 el fluido se esta expandiendo
Si div F = 0 el fluido es incompresible.

En R?, la div F es la tasa de expansién o compresion del area bajo el flujo.

Propiedades (Identidades) Basicas.- Si F'y G son campos vectoriales y f, g son funciones
escalares, entonces:

1) div(F + G) = divF + divG

i1) Div(fF)= f divF + F e Vf

i) div(F XG) = GerotF — F erotG

1v) div(rotF) =0

V) Vife)=f Vig+g V' f+2(Vf*Vg)
Vi) div(VfxVg)=0

vil)  div(f Vg—-g V) =(f Vg-g V'[)
viii)  rot(F + G) = rotF + rotG

1X) rot(fF)= frotF+VfxF

X) rot(Vf) =0
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Rotacional en coordenadas cilindricas

e, re, e,
VaFo L9 9 9f_ (B_P_a(rN)je +(aﬂ ane +l(8(rN) ane
rlor 00 oz 00 0z f Jz or r\_ or 00
M vN P

Rotacional en coordenadas esféricas

) 1 oP 19(pP) 1 oM 1 oM 19(pN)
VxF = 2 (sengN) - < — S — =
¥ [psenqﬁ a¢(sen¢ ) psend BGJer —i{p 0p p 9P Jee +(psen¢ 00 p Jp Co

Divergencia en coordenadas cilindricas

V.F:—
¥ or r 00 0z

1a(rM)+laN+aP

Divergencia en coordenadas esféricas

2
v-p:la(” M)+ I sengP) 1 9N
o dp psend 0P pseng 06

Laplaciano en coordenadas cilindricas

a 2
vy L3 L) 1000
r ar ar Y 0z
Laplaciano en coordenadas esféricas

2
V3o 1 paf 21 a(senﬁafj+ 212 8]2‘
p’ ap dp) p senf 900 p sen 6 ¢
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Unidad 6: INTEGRACION MULTIPLE

6.1 INTEGRALES DOBLES

Def. de volumen bajo una superficie.- El volumen del sé6lido sobre la region R del plano xy
y debajo de la grafica de f se denomina integral doble de f sobre R denotado por:

fey) [[£Ce.)dd o [[f(xy)dedy o [[ £(x,y)dyex
R R R
i} Sobre cada particion rectangular ij de R, se selecciona
A ,
algin valor de f con lo que el volumen de un
), paralelepipedo V; esta dado por
B AV, = f(x,,y,)AxAy
A/ l ! Tomando y fijo se evaltia el volumen de una lamina j

haciendo AV; = {z S(x,x, )Ax}Ay
i=1

Y tomando en cuenta la sumatoria de todas las laminas j se obtiene V, = ZAVJ
J=1

Esto es V,= Alylr_1>10 ;
b_a/\Ay:d_c
m n

{Zf(x,-,xj)m}Ay A VREg;glog{gylrgo;f(x”xjm}y A

i=1

Ax =

Integrales dobles iteradas.- La integral doble J. J f(x,y)dA puede evaluarse:
R

d| b
1) Tomando cortes perpendiculares a eje y .[ { .[ f(x, y)dx}dy 0

c a

a c

bl d
i1) Tomando cortes perpendiculares al eje x j[j f(x, y)dy}dx siendo

R={lx,y)/a<x<bac<y<d}

Ej. 1) Sea f(x,y)=x>+)> ysea R= {(x,y)/|x| <1Aly < 2}. Solucione la ”f(x,y)dA con
R
los dos sentidos.

12

Ej. 2) Calcular j (xye™ )dydx :
00

a) En el orden indicado.
b) Cambiando el orden de la integral iterada.
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Funcién integrable en R* - Si en la particion de R en i x j rectangulos se toma n=m, se

puede expresar la sumatoria del volumen de la definicion L como Sn = z f(Cij)AxAy .
i=j=1
En este caso se dice que f'es integrable en R < lim Sn existe.

n—o0

Taller
Implemente un algoritmo computacional para calcular la integral del Ej. 2) empleando
particiones de 10, 100, 1000 y 5000 en cada eje, respectivamente.

Teorema 1.- Cualquier funcion f: R> >R continua definida en una regiéon R cerrada de xy es
integrable.

Teorema 2.- Cualquier funcién /: R>>R acotada definida en una regién R acotada de xy es
integrable.

Teorema de Fubini.- Sea f una funcion continua con dominio rectangular R = [a,b]x [c,d ],
entonces ” f(x,y)dA esigual a:
R

iﬁ S(x, J’)dy}dx = ]{ﬁ f(x, y)dx}dy

Integrales dobles sobre regiones mas generales

Region tipo 1.

bl ¢
| { [, y)dy}dx

al ¢

D
Region tipo 2 w(») C§ N w, ()

O C—

Tf(x, y)dx |d

Region de tipo 3 Se puede expresar como
cualquiera de las otras

dos regiones.

Obs. Todas estas regiones se denominan regiones elementales.
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Una integral sobre una region elemental se le puede redefinir sobre un rectdingulo R* que la
contenga de tal forma:

f(x,y) st (x,y)e R

f*(x,y):{ 0 si(x,y)egR

[[1*Cepyda =[] £ (x,p)dd.

En este caso los limites de la primera integral son variables y el teorema de Fubini se puede
aplicar empleando la funcion f* y las propiedades de la integrales dobles que se describen a
continuacion.

Propiedades de las integrales dobles.- Si f A g son integrales sobre R.

i) Lincalidad [[[f(x,»)+g(x, )4 = [[ f(x,)da+ [[g(x,y)dA
ii)  Homogeneidad j j of (x,)dA = ¢ j j f(x,y)dA sice R

iiiy  Monotonia j j F(x,)dA = j j g(x,v)dAd si f(x,y) = g(x,y) V(x,y)e R

iv)  Aditividad Si R=R UR,U..UR,, [[f(x,y)dd= Ek: [[ . y)da
R i=l R,

x

1
Ej. 1) j (x + y)dydx

0

1

"

]

Ej. 2) J- .[(e”y)dydx

—1—2‘):‘
1y
Ej. 3) j j (x> + y*)dxdy
0 2
21Inx
Ej. 4) j j (x —IW1+ e dydx
1 0

T

Ej. 5) ”secs xdA si R = {(x,y)/arctany <x< .
R

,OSySl}.

Ej.6) Calcular el volumen del sélido debajo de la superficie representada por z+2y+3x =6

y2+2

y sobre la region R = {(x,y)/ <x< —|y| + 5}

Teorema del valor medio para integrales dobles.- Sea /i D R’—R continua y sea R una
region elemental. Entonces J(x¢,)0) € D : ” f(x,y)dA = f(x,,y,)A; en este caso Ar es el
R

area de la region R.

13y

Ej.) Verificar el teorema para J _[(ex+y)dx‘ly
00
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6.2 INTEGRALES TRIPLES

Def.- Sea f/ una funciéon acotada de tres variables definida en una bola Bc R®. Si

S =Ilim z S(C,)AV existe, se dice que f es integrable en B y se denomina a S la integral
" = jmk=1

triple de f sobre B, denotada por .[ ” f(x,y,z)dV.
B

Integrales triples iteradas.- Sea f(x,),z) integrable en la caja B = [axb]x[cxd ]x[qul
Entonces la integral triple de f sobre B .[ I J. f(x,y,z)dV esta dada por:
B

qdb qbd bqd
.[ .[ j f(x,y,z)dxdydz = j .[ .[ f(x,y,z)dydxdz = .[ J-j f(x,y,z)dydzdx = .... (En total hay seis opciones).
pca pac apc
Ej. 1) Evaluar j j j (x+2y+3z)dxdydz Si B =[0,1]x [— 1,0} X [0,1}
% 2 3

Integrales triples por integracion iterada en regiones generales.- Suponga que B es una
region elemental de R’ con funciones z,(x,y) A z,(x, y) respectivamente, definidas sobre una
region R elemental de (x,y) como las de las integrales dobles, entonces:

a

b| #| z2(x,»)
j” f(x,y,z)dzdydx = j{[{ I f(x, y,z)dz]dy}dx. o con cualquier otro orden que sea
w hlz(xy)

conveniente.

Ej. 1) Evaluar J-'”xdv si W= {(x,y,z)/x,y >0Ax"+)"<z< 2}.
w

a) dv=dxdydz
b) dv = dzdydx

> 2+ 2
Ej. 2) Analice la ”J.2dv si W:{ Fer Ty con:
w

X +y +z7 <2

a) dv = dzdydx
b) dv = dzdxdy
c) dv=dydxdz

Ej. 3) Calcule III(I—zz)dxdydz si W es la piramide con vértice en (0,0,1) y base definida
w

por (0,0,0); (1,0,0); (0,1,0); (1,1,0).
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Aplicacion 1: La temperatura en los puntos de un cubo S =[-L1]x[-L1]x[-L1] es
proporcional al cuadrado de la distancia entre el punto y el origen.

a) Hallar la temperatura promedio del cubo.
b) En que puntos del cubo la temperatura es igual al promedio.

Aplicacion 2: La funcion de densidad conjunta para las variables x y y es

cx 0<x<y;0<y<lI .
f(x,y)= . Determine el valor de c.
0 otros puntos

6.3 CAMBIO DE VARIABLE DE FUNCIONES DE R" A R"

El objetivo es transformar la funcidon sub-integral y los limites de la integral de dimension n,
en otra integral de la misma dimension pero con limites y funciéon de integraciéon mas
sencilla, de tal forma que el valor sea el mismo.

Ej.1) La transformacion T: R’ - R’ definida por
(x,y) = (rcos@,rsind) ((x,y) # (0,0) A (0,0) si (x,y)=(0,0)) convierte la regién R* en la
region R.

27
X’ +y° =1

Ej.2)

‘ /
A
=

(e
—_
\
L

§a\\b > x - a b >r
" 4

/2

v

v
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Ej. 4) T: R*5R’, T(p,0,9) = (psindcosd, psingsin @, pcosd) convierte la caja S* en la
esfera S:

Otras transformaciones:

Ej. 1) Sea T(x,y) = (“Tyx_Tyj = (x*,%) con R* = [~ 11]x[-1,]

a) Grafique R*
b) Grafique la imagen de R.

x=2y=0
: ST x—=2y=-4
Ej. 2) Sea R* la region limitada por: ysean u=x+y A v=x—2y.
x+y=4
x+y=1

a) Grafique R* en xy.
b) Grafique R en uv.

Def. de Transformacion 1-1.- La funcion T: R"— R" es uno a uno en
D* & Vx,,x,e D*,T(x))=T(x,) = x, =X,

Def. de Transformacion sobre.- La funcion T: R"—SR" es sobre en
D& Vye Dixe D*: y=T(x).

Def. de transformacion Biyectiva.- La funcion T: R"—R" es biyectiva < es 1 — 1 y es sobre.

Ej. 1) x=rcos@ A y=rsiné esbiyectivacon r>0 A fe [0,27]

X+y x-—

Ej.2) T(x,y) :( 5 ,Tyj es biyectiva para Vx,y € R.
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Teorema de cambio de variable de R" a R".- Sea T: D*—D con D*,D c R" una funcioén
biyectiva y diferenciable en D*. Sea f: D — R integrable en D tal que la integral

.[J-J- f(x;,%y,...,x,)dx,dx,...dx, se lapuede expresar como una integral sobre D*, entonces la

* * *
dx,,dx,,...,dx, donde D,(x,,x,,...,x,) €s

integral sobre D es igual a J.'[...jfoT|DT(xl,xz,...,xn)
D

la matriz derivada de T denominada el Jacobiano de T dado por M
O(X, , Xy 5ees X,,)

Ej. 1) Encuentre el determinante del Jacobiano de las siguientes transformaciones:

a) T(r,0)=(rcos@,rsinf)=(x,y)
b) (x,y,z) =(rcos@,rsinb,z)
c) (x,y,z)=(psingcosé, psin@sin @, p cosP)

Ej. 2) Con el resultado anterior, evaltie .[ jlog(xz + y*)dxdy donde D es la region comprendida
D

entre las circunferencias x* +y* =a’> A x*+y*=b*, 0<a<b

Ej. 3) Calcular J-.dev si W = {(x,y,z)/x,y >0Ax"+)*<z< 2} .
w

Ej. 4) Evaluar:

a) ” I 1 4y donde D es la esfera unitaria en R,
D

dv
? '[Z[J.\/2+x2 +y2 +z?

Ej. 5) Sea R la region cuadrada de vértices (0,1); (1,2); (2,1); (1,0). Empleando un cambio de
variable adecuado calcular j J. (x+ y)*sin®(x— y)dA4.
R

Ej. 6) Empleando un cambio de variable adecuado, calcule:
2 2

a) El area de la elipse x_2 +% =1 ab>0
a

2 2 2
b) El volumen del elipsoide x_z +% +Z—2 =1;ab,c>0.
a

c
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Unidad 7: INTEGRALES DE LINEA
Def. de curva suave a trozos.- Una curva C = x(t)i + y(t)j + z(t)ﬁ Vt e [a,b], es suave

si dx it d% t,dz ' Son continuas en [a,b] y no simultdneamente nulas en (a,b). Asi mismo,

si C se la puede dividir en subintervalos para que sea suave en cada uno de ellos, se dice que
C es suave a trozos.

Ej.1) Parametrice C de tal forma que sea suave a trozos si se desea representar la siguiente
trayectoria partiendo desde el origen.
z

| (1,2,3)

»
»

....... Nz

Ej.2) Determine los intervalos [a,5] en los que la hipocicloide r(¢) = (cos’¢,sin’¢) es suave,
considere ¢ € [0,271'].

Ej.3) Una bola de billar en una mesa cuadrada sigue la trayectoria C:[-1,1]— R® definida

por C(?) :[

t

1
t— 5 ,OJ. Reparametrice C para que sea suave por trozos.

2

Def. de Integral de Linea.- Sea F un campo vectorial de R® continuo sobre la trayectoria
r(¢) = (x(¢), y(t),z(t)). Se define la integral de linea de F a lo largo de la trayectoria r a la

I Fedr= IF(r(t)) o r'(t)dt < la integral existe.

Otra expresion para evaluar la integral de linea IFOr'(t)dt ~ Se la rescribe como

c

IF o&
£

v(0)dt = [FeT(t)ds = [ /(x.y.2)ds . Recuerde que ds =[r'(1)df] .

c

Obs. En caso de que r sea una curva suave por trozos, se debe evaluar la integral como la
suma de las integrales de cada intervalo.

Ej. 1) Sea r(¢) = (sint,cost,t), t€ [0,27] y el campo F = xi+ yj+zk. Calcular J‘F odr.

A
.

Ej. 2) Sea r(f) = (cos’ t,sen’t,0) y la funcion vectorial F =2i—j.

Ej. 3) Calcular des si C es la trayectoria mostrada en la figura. (Arco parabolico)
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Ej. 4) Calcular el trabajo realizado por el campo F(x,y,z) = —%costi —%sin tj +%l§ para

mover una particula por r(¢) = cosi +sin tj +k Ate [0,37[] .
Forma Diferencial de una integral de Linea

En forma diferencial, J-F o dr = .[ Mdx + .[ Ndy + J-sz .

Ej. 5) Calcular j Vidx+(x* +3xp%)dy si r(r) = 3cosfi+3sinfj A te [0,27].

c

Ej. 6) J-ydx+ X’dy +2xzdz si r(t)=(t,¢7,t) del punto (0,0,0) al punto (1,1,1)

Campos vectoriales conservativos e independencia del camino.

Teorema fundamental de las integrales de linea.- Si C es una curva suave a trozos
contenida en wuna bola abierta B, dada por r(?) :x(t)i+ y(t)j+z(t)ﬁ y

F(x, y,z):Mi+Nj+Pﬁ es conservativo y M, N, P son continuas en B, entonces

J.F odr = IVj"dl” =f(P;)— f(F,), donde f es la funcion potencial de F y P;, P, son la

posicion final e inicial de la trayectoria, respectivamente.

Obs. En este caso se dice que la J-F ¢ dr es independiente del camino escogido.

c

1 1
Ej. 1) Calcular el trabajo realizado por el campo de fuerzas F(x,y) = (Exy,zxzj sobre

una particula que se mueve desde (0,0) hasta (1,1) a lo largo de:

a) C:y=x
b) C,:x=y’
) C:y=x

d) En caso de ser posible, empleando la funcion potencial f.

Ej. 2) Para el campo de fuerzas F(x,y,z) =e" cos yi —e’sin yj +2Kk,
a) Demuestre que F es conservativo.

b) Calcule el trabajo que realiza F al mover una particula de (0,%,1) a(1,713).

Teorema de equivalencia.-  Si F(x,y,z) =Mi+Nj+Pﬁ es de clase C' en una regién

abierta conexa B y C es suave a trozos en B, las siguientes condiciones son equivalentes:
1) F es conservativo

i1) .[ F e dr es independiente del camino

i) .[F edr =0 si C es cerrada en B.
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Unidad 8: INTEGRALES DE SUPERFICIES

Def. de superficie como una funcion vectorial de variable vectorial de R’SR.

Sean x, y, z tres funciones de u y v, continuas en algin dominio D del plano uv. Se dice que
el conjunto de puntos (x,y,z) tales que r(u,v) = x(u,v)i + y(u,v)j + z(u,v)ﬁ es una superficie
paramétrica. En este caso, las ecuaciones x =x(u,v); y=y(u,v); z=z(u,v) son las
ecuaciones paramétricas de la superficie S.

r S

X

Griéfica de una superficie paramétrica.- Identificar y dibujar:

a) r(u,v)=3cosui+3sinuj+vk con 0<u <27 A 0<v<4
b) r(u,v)=sinucosvi+sinusinvj+uf(; 0<uszmt A 0Sv<2rm

c) r(u,v) =ucosvi+usinvj+uﬁ; 0<u<4 An0Zv2x
d) Dada la superficie de revolucion obtenida al girar f(x) = l; X€E [1,10] alrededor del
X

eje x, escriba una parametrizacion para S.

Vector normal a una superficie suave

Si S es una superficie paramétrica suave definida por r(u,v) = x(u,v)i+ y(u,v)j+z(u,v)f(
sobre una region abierta D del plano uv, se dice que un vector normal a S en el punto

i j k
(X, Vo, 2,) esta dado por N =7 (u,,v,) X7 (4y,v,) = |0x/0u  y/du dz/du
ox/dv dy/dv dz/dv

(ug,vg)

Ej.) Hallar la ecuacioén del plano tangente al paraboloide 7(u,v) = (u,v,u”+v*) en el punto
(1,2,5).

8.1 AREA DE UNA SUPERFICIE EN R’

Puede calcularse de dos formas, dependiendo si la superficie esta:
¢ Dada en forma paramétrica
¢ Dada en forma cartesiana
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Area de S en forma paramétrica.- Sea S una superficie paramétrica suave dada por una
region abierta D € uv. Si a cada punto de S le corresponde uno y solamente un punto de D,
el area de S sobre D es:

As = ”ds = ””ru xXr|d4 = ”HNHCZA
D D
Donde r, =%i+a—y3+%f( A T, :%i+ij+%l}
ou Ju" Jdu dv v v

Area de S en forma cartesiana .- Sea z = f(x,y) tal que fy sus primeras derivadas

parciales son continuas sobre una region cerrada y acotada del plano xy, el area de la
superficie S definida por z = f(x,y) sobre R es:

4s = [[ds = [[\1+ £ (o) + £2(x.y)dA

Obs. Esta formula se deduce de la definicion anterior con x =x; y=y; z=f(x,))

Ej. 1) Calcular el area de la esfera unitaria dada por »(u,v) = sinucos vi + sinusin vj + cosuk
con D={u,v)/0<u<rm0<v<2r}

Ej. 2) Calcular el 4rea del solido definido por r(u,v) = (2 + cosu)cosv,(2 + cosu)sinv,sinu)
0<0<2n A @=uvyv

Ej. 3) Hallar el area de la porcion del plano z =2 —x — y situado sobre el circulo x* + y*> <1
y ubicado en el primer cuadrante.

Ej. 4) Calcular el area de la superficie del paraboloide z=1+x”+ 3> sobre el circulo
unitario en xy.

Ej. 5) Hallar el 4rea del hemisferio z = 1/25— x> —* situado sobre el circulo x* + y* <9

8.2 INTEGRALES DE SUPERFICIE

Permiten desarrollar aplicaciones fisicas o0 mecanicas. Por la naturaleza del fendmeno a medir
se clasifican en integrales de superficie:

e [FEscalar
e Vectorial

Def. de integral de superficie escalar.- Sea S una superficie de ecuacion z = f(x,y) y R

su proyeccion sobre el plano XY. Si f, f,, f, son continuasen Ry g es continua en S, la
integral de superficie de g sobre S esta dada por.

[[ 8,2, 2)dS = [[ (., fCe, 1+ 17 (2, 9) + £ (x, ) A

N R

0 ”g(x, v,2)dS = ”g(x(u,v),y(u,v),z(u,v)) v, ><rv||dA
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Ej. 1) Calcular ” (»* +2yz)dS donde S es la porcion del plano 2x + y+2z = 6 ubicada en
S

el I cuadrante.

Ej. 2) Calcular ”(x +2z)dS donde S se define por r(u,v)= ui + 3cosvj +3sinvk .
S
ue [0,1] A VE [O,%}

Def. de superficie orientada.- Se dice que S es una superficie orientada si S tiene dos lados,
llamados el lado exterior o positivo y el otro es el lado interior o negativo. En cada punto
(x,y,z) de S hay 2 vectores normales unitarios n; A n, donde n; = —n;.

Ejemplo de funciones orientadas: Cilindros, esferas, paraboloides, planos.
Ejemplo de una superficie no orientada: La banda de Morbius.
Def. de Integrales de superficie vectorial.- Sea F un campo vectorial definido en una

superficie S, tal que S es orientada por un vector normal unitario N. Sea F de clase C', la
integral de flujo de F a través de S se define por:

[[FedS=[[Fe(-g (x.y)~g,(x,y))d4 ,siendo z=g(x,): o

S

”FodE:ij-(ruxrv)dA , siSes r(uy):

S

En este caso dS = dSN

Ej. 1) Sea S la porcién del paraboloide z =4 — x* — »* sobre xy orientada con el vector hacia

afuera. Sea F(x,y,z) = xi+ yj +zKk . Calcule el flujo de F a través de S.

—

qr
|3
|7l

superficie esférica S:x*+y°+z> =a’ orientada hacia afuera. Emplee las ecuaciones

Ej. 2) Calcular el flujo del campo F(x,y,z)= donde 7 = xi+ yj+zﬁ a través de la

paramétricas 7 (u,v) = x(u, v)i + y(u, v)j + z(u, v)ﬁ dadas por

r(u,v) = acosucosvi+ acosusinvj+ asinuk

TAREA: Pag. 1361 1-6,15-28
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Unidad 9: TEOREMAS DE LA TEORIA VECTORIAL
Teorema de Green

Teorema de Stokes

Teorema de Gauss

9.1 TEOREMA DE GREEN.

Def. de region simple y conexa.- Se dice que una curva C es simple si no se corta consigo
mismo y una region R en el plano es simplemente conexa si su contorno es una curva cerrada
simple.

OO (o)

Curva no Simple No conexa

Teorema.- Sea R una region del plano simplemente conexa cuyo borde es una curva suave C,
a trazos y orientada en sentido antihorario o con R a la izquierda del recorrido, Si M y N son
funciones con derivadas parciales continuas en alguna region abierta que contiene a R,

ON oM
entonces | Mdx + Ndy = (— — —JdA
i IRI dx  dy

Ej. 1) Empleando el teorema de Green, evalie I y'dx+(x’ +3xp*)dy donde C va de (0,0) a

(1,1) por el camino de y = x* A de (1,1) va a (0,0) por un trayecto recto.

Ej. 2) El campo F(x,y)=’i+(x’ +3xp?)j actia sobre una particula que da una vuelta
completa a un circulo de radio 3. Encuentre el trabajo realizado por F.

2 2

Ej. 3) Sea R la region interior a la elipse %+y7 =1 y exterior al circulo x>+ =1

Calcular I 2xydx + (x* +2x)dy

Teorema de la Integral de linea para el area de una region R.

Si R es una region acotada como la del teorema de Green y C es el contorno de R, entonces

1
A, =— | xdy — ydx
R2.C[yy

2 2
Ej.) Hallar el area de la elipse x_z + % =1
a



) Material de Calculo 1I. Preparado por Ing. Soraya Solis Pagina 47 de 47

9.2 TEOREMA DE STOKES

Sea S una superficie orientada con vector normal unitario N, acotada por una curva cerrada
simple C, suave a trazos. Si F es un campo vectorial cuyas funciones componentes tienen
derivadas parciales continuas en una region abierta que contiene a S A C, entonces.

jF-drzjj(th)-dS

Ej. 1) Sea C el triangulo orientado contenido en el plano 2x+2y+z =6 ubicado en el I

octante, y sea el campo F = — yzi + zj + xk , calcular IF o dr
C

Ej. 2) Sea C la traza del paraboloide z = 4— x> — 3 en el plano xy y sea F = 2zi+ xj+ »’k,
calcule .[ Fedr
C

Obs. Si F es conservativo IF odr=0
C

Ej. 3) evaltie I — y’dx + x’dy — z°dz donde C es la interseccion de cilindro x>+ y* =1 con el
C

plano x+y+z=1.

Ej. 4) Sea S la porcién del paraboloide z=5—x"—y* limitado por los planos z=0; z=1.
Siendo 0 =0,U0, y 0,,0, las circunferencias que limitan estas superficies ubicadas en

los planos z=1 y z=0 respectivamente. Evaluar ” VX F.ndS siendo F el campo vectorial

definido por F(x, y, 2)=(z> + x> 3xy +z%,y> —z%).

9.3 TEOREMA DE LA DIVERGENCIA

Sea Q una region sdlida acotada por una superficie cerrada S, orientada por vectores
normales unitarios dirigidos hacia el exterior de Q. Si F es un campo vectorial cuyas
funciones componentes tienen derivadas parciales continuas en Q, entonces:

[[F o Nas =j£j(divF)dv

N

Ej. 1) Sea Q la region solida acotada por los planos coordenados y por el plano
2Xx+2y+z=6 ysea F =xi+)’j+zk . Calcular
” F eds Donde S es la superficie de Q.

N

Ej. 2) Calcular I IF e Nds si S es la superficie del solido acotado por el cilindro x> +y* =4,
S

elplano x+z=6 A z=0.



