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1. Determine los puntos de la curva plana x? y = 54 que se encuentran mas cercanos al
origen.

La distancia de un punto (X, y) al origen es d(x,y) = {/x% + y?

Para hallar los puntos de la curva debemos optimizar d(x,y) sujeta a la restriccion
x%2y =54 ,esdecir, f(x,y) =x?+y?sujetaa g(x,y) =x*y—54=0

Graficando la situacion:

Aplicando el método de Lagrange tenemos:

(oY) = Ag(x,y)  (2x=2Axy (1)
(oY) =Ag,(x,y) =4 2y = Ax*  (2)
gxy)=c x*y =54 (3)

De la ecuacion (1):
2x =2Axy = xAy—1)=0=>x=0 Vv Ay=1

Descartamos x = 0 porque no satisface la ecuacién de la curva, reemplazando entonces
1
A= 5 reemplazando en (2), tenemos:

2y = Ax? = 2y =%x2 = x* = 2y” (4)
Reemplazando en (3):
x?2y=54=2y3=54>5y3=27=y=3
Reemplazando en (4):
x2=2y2=>x2=18 x=43V2
Los candidatos son: P = (3v2,3)y Q (-3v2,3)

Comparamos con un punto cercano que satisface la restriccidn, para confirmar que son
minimos:

Sea y =9=x%-9=>54=x=1/6,ysuvalor f(+6,9) =6+81 =87

Y laimagen de Py Q es f(3v2,3) = 9(4) + 9 = 45 < 87, por lo tanto, P Y Q estan més
cerca del origen.
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2. Utilizando integrales triples y un apropiado cambio de sistemas de coordenadas,
determine el volumen del sélido Q limitado por las paredes internas de las superficies

Si:z=x2+y2y S,:x*+ 2% =2y — y?

Note que S; es un cono con vértice en el origen. Por otro lado, S, puede escribirse como
x%2 + (y — 1)? + z2 = 1 y por tanto es una esfera de radio 1 con vértice en (0,1,0). Luego, Q
es el sélido que esta dentro del cono y de la esfera como se aprecia en el gréfico:

Dada la dificultad que supone calcular las integrales que pueden plantearse en coordenadas
cartesianas y cilindricas, se decide utilizar coordenadas esféricas.

Es conocido que S; en coordenadas esféricas tiene ecuacion ¢ = %.
Llevamos a coordenadas esféricas a la superficie S, como sigue:

x2+y?+2z2=2y
p? = 2psen(p)sen(8)
p = 2sen(@p)sen(8)

Note que la proyeccion de Q sobre el plano XY podemos obtenerla igualando las ecuaciones
cartesianas del cono y la esfera. Sustituyendo z? = x? + y% de S; en S, se obtiene:

x%2 + 2% =2y —y?

x2+x%+y%2=2y—y?
x2+y2—y=0

2+( 1)2_1
T\ T2) T

£ g . . 1 .1
Cuya gréfica es una circunferencia en el plano XY centrada en (0, 5) de radio ~» Como se

muestra en la figura:

o oz o3 o4 o o

Donde podemos observar que para el sélido Q, 0 < 6 < .

El célculo del volumen de Q lo haremos como sigue:
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T

x 7 2sen(@)sen(d) T3
V= fff dv = ff f p?sen(p)dp do dO = 2[ f sen*(¢)sen3(8)de db
Q 00 0 00
T
T 4
= gf sen3(6) def sen*(¢) do = g(g) (37;2 8) = 3n9 8 us
0 0
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3. Considere el campo vectorial:
F(x,y,2) = (¥? cos(x) + z°)i + 2y sen(x)j + (3xz% + 22)k

a) Determine si el campo es conservativo y en caso de serlo, halle su funcién potencial.

b) Sea G(x,y,z) = F(x,y,z) + (23,0,0). Determine el trabajo que desarrolla el campo G
para trasladar una particula a través de la curva I' dada por el segmento de linea recta que
une los puntos (1,1,0) y (0,0,1).

a) Probemos que el campo es conservativo es decir V x F=0
[ j k
VXF 0 i i 0 —0,—(3z% —322),2 2
X = dx dy 0z = (0—-0,—(32z% —3z%),2y cos x — 2y cos x)
(v%cos(x) + z3) 2ysenx 3xz?+ 2z
=(0,0,0) — F es conservativo.
i ial: F=vf=(2L2 o
Hallamos la funcion potencial: F = Vf = (ax’ay'az)
0

% =vy2cos(x)+ 23> f(x,y,2) = f(y2 cos(x) + z3) dx = y?sen(x) + xz3 + g(y,2)+C;

0
% =2y sen(x) - f(x,y,2) = f 2y sen(x) dy = y?sen(x) + h(x,z) + C,
of 2 2 3, ,2

Pl 3xz°+2z - f(x,y,z) = f(3xz +2z)dz=xz>+z"+1(x,y)+C;
Aplicando superposicién de soluciones:

flx,y,2z) = y?sen(x) + xz3 + z2 + C

Se comprueba rapidamente por inspeccion F = Vf.
(b) El trabajo de G sobre gamma esta dado por W = ffr G - dr, es decir;

f(G)-dr=fF-dr+f(z3,0,O)-dr
r r r

La curva Gamma es la linea recta que une a los puntos (1,1,0) y (0,0,1) y parametrizandola:

1-t -1
r(t)={1-t |con r'(t)=| -1 |dt con te][0,]]
t 1

Evaluando en el campo obtenemos (claramente el campo (z3, 0,0) no es conservativo):
[.(23,0,0) - dr = —f t3dt = — =
r i 0 4

Dado que F es conservativo, entonces: frF -dr = £(0,0,1) — f(1,1,0) =1 — sen(1)

Entonces:

L(G)-drzfrF-dr+fr(Z3,O,0)-dr=1—sen(1)—%=%—sen(1)
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2
4. Considere la region Q dada por x?%+ y2 + ZZ <1,z>0 vy un campo vectorial
F=(P,Q,R) conP,+Q, =3y R =x*+y% Utilizando el Teorema de Gauss, evalie

la integral g‘;SS F-ds , siendo S = dQ (superficie frontera de Q) con el vector normal
apuntando hacia afuera.

En primer lugar observamos que la superficie S; dada por la region 2 no es cerrada, por lo
tanto se le agrega la tapa S, correspondiente al circulo unitario en plano XY para cerrarla.

Entonces aplicamos el teorema de la divergencia:

V-F=P,+Q,+R,=3+0=3
Luego: ﬁiaﬂlF-dS:3fffndv—4j5m2F~dS

Aplicando coordenadas cilindricas para calcular el flujo a través del elipsoide, tenemos:

30If, av =3[ [ 2 rdzdr do =

67" [ rVI—rZdrdg = 4n

El flujo sobre la superficie 2 sera:

ﬁm F.dS=ﬂD(P,Q,x2 +y2).(o,o,_1)ds=ﬂD_(xz+y2)dS

D es el circulo unitario, aplicando coordenadas polares:

2w 1 2 4 1 1 r2m 1 -
—rz-rdrd6=f ——] d9=——f 1d6 =—-Q2n) = —=
'[(-) ‘I;) 0 4 0 4 0 4‘ 2

Luego:
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5. Lafronterade unalamina metalica consta de los semicirculosy = V1 —x2 y y = V4 — x2
junto con las porciones del eje X que los unen. Determine el centro de masa (x,y ) de la
lamina si su densidad p(x, y) en cualquier punto es proporcional a su distancia al origen,
A continuacidn se proporcionan las expresiones a utilizar en la aplicacion:

Masa de la lamina: m = [[, p(x,y) dA
Centro de masa: X = %ffR x plx,y)dAd ; y= %ffR y p(x,y) dA

Las condiciones indicadas proporcionan el siguiente grafico de la [dmina:

2 1 0 1 2

X

Como la densidad p(x, y) en cualquier punto es proporcional a su distancia al origen:
p(x,y) =k+x*+y?; keR*

Procedemos a calcular la masa de la lamina: m = [[, k/x?+y? dA

. T 2 T 2 2 m (132
Pasando a coordenadas polares: m = [ [(krrdrdo = [ [[kr*>drdo =k | (?) do
1

7k 7km
= —_— T = —_——

Para el centro de masa:

_ 1
x=gffR xXkyx*+y*dA= —— ffkrcos(@)rrdrd@——ff r3cos(9) dr df =

4- 2 45 T
—f cos(6) < > do = ﬁ cos(8) df = — (sen(B))
1

1 3 (w2 3 o2
y=5ffR ykx*+y>dA = ﬁfo fl krsen(e)rrdrd9=%f0 fl r3sen(@) dr do =

( cos(m) — (—cos (0)) =

28

3 42 45 45
;ffsen(e) (%)1 ae = Ef:sen(e) d6 = = (= cos(6))f =

45
e (D= (D = ()= e

28 s

Por lo tanto, el centro de masa esta ubicado en el punto (O, %)

Rubrica:
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