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INTRODTJCCION TECA

Muchoe nombree se asocian con las serieE inflnltas:

Newton, Lelbniz, los BrenouLll, Taylor, Maclaurln, Euler y

Lagrange uearon lae geriee en auel trabajoe. Quizá ninEuna

otra materia haya tenido en matemtíticae tantae

controversiae, 1o que se debió a que todos loa matemáticoa

antiguoe fracaearon en dietinÉuir eon culdado entre las

eeriee converEenteg y Iae divergentee. De hecho, Cauchy

(1789-1857) fue la primera peraona que dio una deflnición
precLea de Ia convergencia y denoetró al8unag de las

pruebae de convergencia-

TodavÍa deapuee, KarI Weleretraea deaarrolló una teoría

completa de aeries de funciones y eetableció la

legitinidad de operacionea talee couro Ia integraclón y la
derevación por términoe.

Eete trabajo de monograffa se 1o ha desarrollado en doe

capftulos: en eI prlmer capÍtulo se hace un eetudio

re.Laclonado a suceei-onee, eerles, convergencia y

divergencia de aeries, eeries de términoe positivoe,

aerlee alternadae, seriee de funciones, etc-; en el
aegundo capftulo ee eetudia todo 1o relacionado a Beriee

de potenciag Bu convergencia y dlvergencla, y las eeniee

de Taylor y de Maclaurin- Se han demoetradoa alEunoe

teoremaÉ y ee han deearrollado algunoe eJempl,oe para Ia

comprención meJor de eate tema.

EIEI,
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CAPIT{'TO * 1

SERIES

1-1- SUCESIOITES

E1 concepto de suceeión infinlta e6 tan natural que

haeta parece pueda preaclndlree de toda deflnición. Se

egcribe con frecuencia sencil la.nente

e:-, 82, á9¡.. -..

lndleando 1oe puntoB que loe númeroB ar¡ contlnúan

lndefinldamente hacia. Ia darecha. No es diffcll formular

una deflnlclón rLEuroaa de euceeión fnfinita; Io

importante acerce. de una Euceelón infinl-ta ee¡ que para

todo número natu¡al n exl.tsta un número real a¡¡. EE

precieamente eate tlpo de correEpondencia 1o que ee qulere

formalizar con lae funcLoneE -

DEFINICION

Una gr¡ces16n lnflntta de nrlme¡:oe realee e6 una funclón

cuyo domlnlo es e1 conJunto de loe números naturalee.
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Si denotamoe

euceei6n f
poeltivoa .

Ia func ión por f,

es e1 conJunto

au valor par'§rRhlQts'f(n) . ta

[n, f(n)], con n enteroa

Pueeto que e1 domlnio de una euceelón ee eiempre eI mlamo

(eI conJunto de loe enteros poeltl-voe), ee costumbre

abrevLar Ia notaclón y escrlbfr eolo {(n)} en luEar de

{tn, f(n)l}. Agl la auceeión {(n, l/¡) /n= l, 2,----l ae

expreaa de forma abrevLada {l/n} - Tanbién Ee eEcrlbe ta-}
para repreaentar La euceslón cuya ordenada,

corneepondlente a Ia abeclea x= n, ea V= a'¡¡.

An

¡

\'
§ §

I §
s' \\' .,\

.§\\§'
§

0 t23456 n

fls. 1-1

ffi

Ael por eJemplo, t(n, L/n) /n= l, 2, 3, . - . . ) es una

eueeel6n cuyo valor para n ea 7/n ( Flg-1-1)-



1-2- SUCqSIO}IBS OONVMGB§TES Y DIVMGEI{T

DEFrtilCrOl¡ 
^

10

Una sucesión { a"} eonvGlrEe hacj-a L (en símbolo lim a', = L)
I!. o

el para todo § > 0 existe un número natural N ta1 que,

para todoe 1oE númeroe natur:a1ee n, eI n > N, entonceE

lan - L | < C. Una auceelón ee 1Iama dlvergente Bi no eÉ

convergente -

Una euceelón {(n, ar')} puede tener dletlnto valor aa para

cada valor diferente de n; pero Bucede a veces gue loe

dletintoe valoree an tienden a agruparse a clerto número

L. Cuando exiete un número L con 1a propiedad de que

lan - Ll eE arbitrariamente pequeño para todoe los vaLoree

euficlentemente grandee de1 indlee n, Ée dlce que arr

converge hecj.a eI línite, y ee eecribe:

1lm ar:. = Ln{

Por 1a expreelón "|a- - Ll ee arbltrarlauente pequeflo para

todos los valoree euficientemente grande de n" Ee

entiende que e todo nrlmero poeitivo t arbltrarl-o

correeponde un índice N tal que

l* - I.,l < §. para todo n > N.

Ee decir, todoe loe términos poeteriorea aI N-éElmo quedan

a una dietancia de L menoa que A. Si. no exiete dlcho

número, dlremos que la euceeión diverge.

EJ enelo 1-

Para demoetrar que la euceefón {1/¡I converge hacj.a O,
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natural N ta1 que 1,/N < A- Entoncee, si

l/n < l/N < t, de donde | 1,zn -
Ej eq>to 2-

La euceeión {7+(-!)tt/2r¡} converge hacia

n + c'. (fte_1--Z) .

0, exiete un número

n > N tenemoe:

ol < a-

1 cuando

i¡\.\a
ütBr-l

L:t .1.,¡fi)

Ihd'jr{)I
.(+r/r)

.\t,'l)

o t t t ( L

fi-e. 7-2

1-3- SUCBSIOIIES HONÚTONAS DE NÚMEROS REAI,ES.

h

DEFINICTON

Sea {a',} una suceeión de

euceeión creeiente ai an

Si a¡¡ 2 ar¡-F1; par-a n = l, 2

decreciente. Una euceeión

creciente o es decreciente.

númeroe reafes. Se denomina

S ar¡-i1; para n -- 7, 2,

, 3, ... , ae denomina

ae llama monótona

eucesión

sl es

i
t
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72

un numero

n,.-,.-D+L....

ea monótona (eus términos van creclendo) y acotada ( porque

n/n+I < 1 para todo n). La sucesj.ón ee ilustra en la

flgura 1-3. Nótese que cualquier número M ¿ 1 e6 una cota

de 1a eucesión. Sin embargo, el I( < 1 entonces K no es una

eota ya que K < k/(k+1) para k suflcientemente grande -

v

1_A S'TIí:RST q AññTANAq

DEFINICIOTT

Se dice que una sucesión ee

real positivo M ta1 que lanl
EJenplo - La sucesión

acotada si existe

É M para todo n.

f ¿

L23
2'T'4

,4
,{

l

k

o t ¿ I t

figura 1-3

x



TEOREMA 1_1.

Si {a.'} es creciente y acotada 6upe r l or[&I\t

1i

t once sen

{ar,} converge (un enunciado análogo ae cumple El {an} ee

decreclente y acotada inferiormente ) .

DB{()STRACION

E1 conJunto A formado por todoa los nrlmeros 8n €B; ee8ún

ee ha aupueato, acotado É,uperiormente, de modo que A tiene

una cota euperior mlnima a. Supongamoa que lim a" = q.

n.o

(fig. 1-4)- En efecto, 6l S > 0, exiate a1gún au que

eatisface a - a¡'¡ < t, pueeto que o. ea la cota superior

mfnlma de A. Entoncee 61 n > N tenemos

art ¿ aN, de modo que o - a'rr 5 o. - au < §.

Eeto demuestra que Iim a'¡ = a-
¡1'o

e, l¡ l¡atk @

figura 1-4

1-5. SUCBSIONES DE CAUCHY.

DEFINICTON

Una euceslón taal eE una eueesl-ón de Cauchy

) 0 exiete un número natural N ta1 que, para

ei m,n > N, entoncee lan - .-l < §

ei para todo g

todo m y n,

ñz



IEORBíA 1-2-

Una euceElón ta'r) converge Ei y golo

Cauchy.

Dnfi)sfRAcrot{-

{ ar¡ } conver8ente => 11m á.n = b

=> Para todo t > O exlete un N : n >

=)lan-bl<§
n>N=> l.',-bl.S/Z
m>N=>l*"-bl<g/2

la', - an ¡ = larr - b + b - "- I s 
I

=la--bl+1"--bl
=>lan-^-l<4.

l4

si es una sucesión de

BIBLIOTECA

a

N

a--bl+
<¿

lu-*l

ltsORBuA 1-2-1

Toda eueeeión de Cauchy ee acotada.

DE{OSIEACION.

Por eI teorema 1-2 {a¡¡} ea una euceElón de Cauchy sf

converge.

La demostración de Ia reciproca contiene eolamente una

ca¡racteríetlca artificlosa: demoetrar que toda euceeión de

Cauchy {ar'} eetá acotada. Si tomamoe § = 1 en la
definiclón de una euceeión de Cauchy eneontra.noB que

exlete a1gln N ta1 que

l*-*l < 1 para m,n > N.

En particular, esto ei8nlfLca que

la- - ax*rl ( l para todo n > N.



:m >N

númeroB

,m
15

1oe ar

e etá

En una famoEa paradoJ a formulada hace unoe 24OO afioB,

Zenón de Elea dUo que un corredor no puede termlnan una

carrera porgue prlmeno debe cubrir 1a nitad de Ia

dLetancfa, luego la mltad de la que queda, y agi

suceelvamente. Puesto que el tienpo de la carrera es

flnlto, no podrá recorrer eI lnfinlto nrlmero de aegmentog

deI curao. Aunque todoe eabemos que los corredoree

terminan Ia carrera.

Imaglne que eI recorrido de Ia carrera mide 1 nilla de

Longitud.

Aef pues, {ar¡

reBtantea aon

acotada.

como

de

] eetá acotada que

flnltoe, todaBtFla eegeglón

Loe eegmentoe del argr:rnento dde Zen6n

longltudee 7/2 de mllla, I/4 de n111a, L/A

En eI lenguaJe matemátlco, termlnar

elsnlflcarfa evaluar Ia sr¡ma

tendr lan

de mlIla,

como

etc.

la carrena

1111
-+-+-+-+ _ _ _24 816

algebralcamente eolo ae puede eumar un nrlmero flnlto
1o que elgnlflca Lrna aumatérnlnos, hay que deflnlr

1-6- SmrES
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t¡L

Sea {a"} una Bucesión dada de númeroe reales o comPleJo-

Formemog una nueva sucealón {Srr} como elgue:

Sn = 3a + a2 +...* 3n =

n
E a¡¡
k=1

(n = 1, 2 )

Una euceelón {S.,} formada de esta manera se l1ama serie-

EI número S'' e6 1a euma parcial n-éeima de 1a eerle y art

ee eI térmlno n-éelmo de la eerie.

1 -'I (.fItlI['TPT:ENI.:f A Y T'ITITETX:PÑ'T A Nl¡ qI¡Pf Eq.

Una eerie infinita Ea' ee convergente ei

de sumae parcial,ee {S¡r} converge; ea decir, si

E1 linite S ee l1ama suma de Ia 6erie Xa.' y se

au suceeión

]1m Sn = S.
ltto

eacrLbe

a:.)
1

Por el contrarJ-o, si 1a euceeión de Eumas parcialee

diverge, diremoe gue la eerle diverge. En otras palabrae:

el comportamiento de Ia eerie ( convergencla o dlvergencla)

depende de1 de eu euceelón de sumae parclalee.

TrcREHA 1-3.

Una condición neceearia para 1a convergencia de 1a eerie

@

E a¡r
k=1

= lim (
to

@

L
!=

I

infinita de este tipo.

DEFINICION



es que

aa + az ....* án *

@
EIBLIOTECA

77

y no a cero,

" aufic iente "

deduclr que

DET.ÍOSTRACION

EI n-ésimo término an de Ia aerle lnflnita ae 1a puede

expreaar eomo

á.rr = Sn - Srr-r.

Si lin Srr = S,
n''o

entoncea también lim S"-r = S y
Ito

Iim a.' = O

nlo

lim ( Sr, - S.r-r)
It@

.' - lim Sn-r = O-
tI. @

ea "neceaaria Para la

cumpll-rae ta1 condiclón

llm a.' =
n{a

Iim S
t). @

Declr que la condlción 1im an =

convergencia" siEnifica que debe

61 1a Berie converge. Reaulta por

+...+3+...
¡¡+1

diverge, pueato que a¡¡ = n/n+L tiende a 1,

cuando ¡t + to. EI teorema no da una condición

pa¡ra 1a convergencla. EE deeir, no eB poslble

0

tanto que 61 1imán= 0
lti@

no Ee verlflca, Ia Berie dlverge- EÉte crlterlo Ee utillza

con frecuencla I)ara comprobar la divergeneia; eB declr, Bi

eI térmlno n-éEimo de Ia aerle no tlene llmite, o Bi tiene

limi.te distinto de cero cuando n tlende a lnfinito, 1a

Berle dlverEe; por eJenplo Ia eerle

].21
- 

+- +-234



convenge por e1 hecho de

cero cuando n + o. Eeto

eJ enplo :

t

18

ermino n-éslmo

Ee ve claramenté en e1

,ffi,
que Bu tuna gerle

tlende a

Bleulente

r+a+a23 *...*-l*...
n

eerle armónlca ee un ejemplo de eerle dive¡rgente y su

l/n = O-

La

1Im
t¡.-

Por Io

conver8e,

puede aer clerto
dlvergentee .

tanto para

Debe obsenvarge que la euma

At_ + A2 + ... + ar¡

eEtá elempre deflnlda (al n eE, entero poeltlvo y ar, &2¡

... B¡¡ son ntlmenos finltos). Cuando la Berle

g1 * á2 * ... i an

tlene Euma en el aentldo de que au auceaión de gumaa

I>anclalee tlene llnlte, el elmbolo "+" adquLere nueva

eLgnificación, como también 1a palabra Euna. No ee

poeible eunar infinltoe núneros, pero danos elgnlflcado a

eete proceeo mediante Ia operación de paeo aI Limlte.

tanto para conclulr

no baEta denoetrar que

eerle lnflnita
0, por que eeto

convengentea o

que una

Llm ar¡ =n€

eerlee

Vamoe a iluetrar eI nétodo de hallar la euma de una serie

1-A- SERIE GEO}IETRICA.



1S

en eI cago de la fracción perlódlca.

0.333...=*.+.fooo-*.

3g!
10

(rv¡
33
10 104

t2to"-lo-'F'' '¡ ' +aoa-

Se deduce una exprealón eencilla para Srr como efgue-

Multlplieando loe doe mlembroe de Ia ú1tir¡a expresión por

t/LO v obtenemoe:

1,/10 S- = 3/]-O2 + 3/1Oa + --. + 3/1OIr + 3,/1On*r

reetando de Sn ee tlene

Sn - 1,/1O Sr' = 3,/10 - 3/LOIr*t = 3/lO (l-7/l0t')
por coneigulente

9,/10 S¡, = 3/1O (1-1/LO,¡)

o blen

S'. = 3,/8 (L-L/LO^)

ee claro que cuando D + @r (1,/10n) * 0 y

llm §n = 1,/3
n{
podemoe decir que la euna de la eerie

3/1O + 3/1Oz + ... + 3,/1On + ...
ee !/3

L¡ae fraccionee declmalee ¡rerlódlcas Bon caeoe partlculareB



de Ia eerl-e geométrlca.

DBTINICIO}¡

Una eerie de la forma

a+ar+ar2+-
recibe eI nombne de una eerie

un término al anterlor vale r,

90

. + ara-a + ..-
geométrlca. E1 coclente de

y ee denomina razón.

1 -9 SERTE DE 'l"RPftlTl,¡lls pOSTTTI,ñS

Supongamoe que todoe loe núneroe ak en

o
E a¡.= aJ-+42+
k=1

+an+

aon poÉltlvos- AI caLcular lae Eumae pancialee Sr, 52,...
etc., Ee ve que cada. una eB mayor que la precedente, ya

gue S!|l+1 = St * a¡a-r-J. . Por conei8ulente ,

La euma de 1oa n prlme¡roa té¡rmlnoE de

A + an + Ar2 + -.- + ara- a + .-. eg

§r¡ = 8. + alr + ar2 + ... + alln- a

IEOREIA 1-4.

Sllrl.1, 1a gerle geométrlca

a + A¡l + Ar2 + ..- + Ar¡r-a + ..-
converge y tlene por Buna a,/ (L-r). Si lr I Z 1, Ia aerie

dlver8e, aalvo que Eea a = 0, en cuyo cago La Ee¡rle

conver8e hacla Ia Euma 0.



Srf

Una

Sr¡¡-:-

rige

Sz 5 -.- f S¡r I Srr-rr.
ECAS ... S Sr¡ <

y Pare el1a

eI teorema

LiUl l_ I

Buce6ión {Sr,} con 1a propiedad Sr I Sz

se 1lama É,ucesión rcnótona creciente,

un principlo general contenido en

Bieuiente.

TEOR&iA 1-5-

Sea Sr, Sz, ... una €,ueesión monótona creelente de númeroe

reale8. En ta1 caEo, solo pueden preaentar6e doa caaoe:

1) Exlste una constante M ta1 que todoe 1oe térmlnoe de

la euceeión aon menorea o iEualea que M. En eete caso

la euceel,ón tiene llmite finlto L, menor o igual que

M.

it) La sucesión diverge hacia máa infinito; ee decir,

exiaten térmlnoe en la euceeión {S!,} mayorea que

cualquler número prefljado, por grande que eBte aea.

No daremoe Ia demoetraclón de eÉte teorema; no6

llmitaremoe ahacer alg¡¡rrats conelderaci-oneE geométrlcas

que noe 1o aclaren-

Supongamoe que Ée Beñalan loe puntoe (1, Sr),
(2, Sq), - - . , (n, S',) en el plano xy (flg.1-5) . Entoncee,

ei exiete una recta y = M tal que nln8uno de loe ¡>untog

(n,Sn) aon mayoreg que loe puntoe de la recta, ee obvio

lntuitlvamente que habrá una pecta lnferlor
y=L

tal que nin8uno de loe puntoa aon mayoreg a l-oe puntog de

e1la, mientras que exigten puntoa (n, Srr) que son mayores
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a los de cualquier recta máB baJa E I Bt-tOT ECI

Y = L', - §'

elendo § un número poeltlvo arbltrario. Analítlcemente'

eeto eignifica que eI nrlmero L tiene Ias propiedadeE:

1) Srr s L para todo val,or de n;

11) dado cualquler t > 0, exlete a1 menoE un entero N tal
que

SN > L - S.

De eete modo, por eer tSnl una guceelón creclente, reaulta
que

S'¡ l SN > L - g para todo n > N.

EEto aignlflca gu6 todoa Loa nrlmeroe Sn de la auceal,6n

poeterior al de fndice N eEtán a dlstancia menor que t de

L, y eata e6 precieamente 1a condición para que L eea

lfmlte de l-a Euceelón S'¡,

v
t = 1im Sn-

r¡r@

),1

L (t,r¡

. (;¡r)

(,, ¡)

2.1,1 ao

flEura 1-5

x



o.1

E1 caeo

(n, S', )

y=M,

El teorema nada noE

L en e1 caeo de que

ei exiete o no.

puntos

1os de cualquier recta

M.

dada

dice respecto a como ha11ar e1 1Ínite

exieta, eino que simplemente expreaa

ea

I>ueda

ii deI teorema

que aon mayoreÉ a

por grande que Eea

ee preeenta cuanl*

Ee declr, afirma que una eerie de términos poeitivog

convergente o divergente - Se deecarta que 1a serie

eer oscllante.

Ejemf»lo- La serie
@

E 7//n!
n=0

converge por que sua términos aon menorea o iguales que

1os correepondiente de Ia eerle

=L+l/71 +l/21 +

c,
L +z L,/28 =

k=0
1+1+!/2+L/22+

Eeta última €a, preaclndlendo de1 prj.mer término, una

eerLe geométrica de taz6n 7/2 y au suma ea 1 + 7/(L - L/2)

= t. por coneieuiente, la prlmera seri-e eonverge y su E u.ma

6erá menor o igual que 3. Efectivamente, es el deearrollo

en serle deI número e.

eI ejemplo anterior hemos hecho una comparación entre

eerie dada y ot¡a eerie.

,i

,

En
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De 1a definición de convergencla aurge evident que

Ia convergencia de una aerle de constantes poelti.vaa

quedará establecida ei Be demuestra que las ÉurtaE

parclales Sr¡ ae mantienen acotadae, ee decir, ai exlÉte un

número poeltivo M tal eue Sn ( M para n = 1, 2,3, .-- La

demoetración de1 lnportante crlterio que eigue está baaada

en una demoetración de este tipo.

1 _C¡_ 1 I.FTTERTN I)E T:NHPARAÍITON

(D

Sea E ar¡ une. eerle de terminoa posltivoe
n=1

de términoe poeltlvos que ea convergente -

oo

y E bn otra Eenie
n=1

a0

La eerle E an
n=1

aera convergente a au vez, 61 exlBte un número entero p

tal que para n ¿ p, 6ea a" I bn. Por otra papte, ei E cr¡
n=1

es una serie divergente de términos positivos, y si &n )
@

crr p&?a n 2 I>, reeultará que E a,, eE tambl,én dlvergente.
n=1

o divergencla de una eerle no

auma o EuÉtracción de un nrlmero

la demoatnación suponlendo que

+ a¡.r

@

e lndlcando con B Ia €,uma de Ia eerle E bn V con b¡i. au
n=1

Pueeto que 1a convergencla

varfa evldentemente I¡or Ia
finito de térmlnoe, se hará

P=1.Sea
Sa= a1 +a2 +

n-éeima euma parcial, resultará, pueeto que arr = bn para

a

i
T!



1 I gue Srr 5 Bn Para i = L, 2, Por 1o tanto,

laB aumag Srr 8e

mantienen acotadaa y

Por otra parte,

É1 at1 = CnPara n= 7,2

(lue,

rEl

ll,

la serie E ar, eE convergente.
E=1

y la 6erle E c1a
n=1

Be uaan frecuentemente como

con auma a,/1-

Blp<1

t

w
o

dlverge, tamblén dlverge 1a EerieE an.
n=1

Exiaten doe tlpoe de serie que

eeriee de comparación.

l) La aerle geomét¡r1ca

a + ar + ar2 + ..- + ar¡r + ...
E €g:ln Ee recordara, ea convergente

l"l . 1, y ea divergente Bi l"l 2 1

ii) La aerle de orden I¡

:.*3*Á*...+ 1 +...
2P 3P oD

que eE convergente Ei p > 1 y divergente

EJeu¡¡lo - Sea Ia Eer1e

r*Á*-1-*. . .-l*. . .2z 33 nz

La Eerle geomátrlca

..+***...***...
eE convergente y eus térmlnoa no son nunca menorea .que loe
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Portérminoe correepondientea

eonelgufente, Ia eerie dada

BJemplo - Sea Ia eerie

1+!/Loe2+1/l.oí3+

de la aerl-glEl

eE convergente.

--. + \/!oE n + ...

Comparando ]-os términos de eata aerie con loe de 1a eerle

de orden I> en e1 caeo de aer p = 1

1+7/2+L/3+ --- +7/rL+ -.,
resulta que Ia eerie dada eB dlvergente, porque B11B

1oetérmlnoe (deepues del prlnero) 6on rn6yore6

térmlnoa correspondlentes de 1a eerie de

conelderada, Ia cual diverge I>or Ber p = 1-

que

orden

1-9-' CPTI'IiPTO nltt. f.r)t:rElrrE

@

La serle de términos poeltlvoe E a¡¡ ee convergente Bi
n=1

lima¡r'r:-,/an=r<1
n{D

y ee divergente ei
Ilm a¡¡-+ r,/a,' > 1
n{

Si lir¡ atr.r1,/ay¡ = 1 1a serle puede aer convergente o
nq,

divergente .

DB{OSTRACIOII-

Conalderando prlmeno e1 caso en que r < 1 y llamando q a
cierta conatante cornprendlda entre r y 1, deberá exletir
un número entero y positivo N tal que

aYr+ l-,/ar¡ < q para todo n > N-

Por conelgulenté

JZ
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a!.¡{- 1 < ANq,

8N-+2 ( aN-+Lq < aNq2,

AN-FS < a¡¡{-zq < aNqg '

v

ari¡+J. + aN-'..z + &N+s + ... < aN (q + 92 + qE + ... ).

Como q < 1, la aarie del Begundo mlembro eB convergente y,

por 1o tanto, tamblén 1o ee Ia aerie de1 prlmer mlembro.

Se deduce, pueÉ, que la serie E a'¡ eonverge.
n=1

§1 el lfm1te de1 cociente ee mayor que 1, reeulta que a!a-i l-

> ar¡ para todo n Z N, de modo que }1m 8n = O y, por 10
tFo

@

tanto, 1a eerle E a,' dlver'ge.
n=1

Ea importante hacer. notar que eate crltenio no exlge

conocer e1 valor de1 coclente a^+L/a^ ellno que conalde¡ra

eolanente eI }fnite de eee coclente. Ael en el caao de 1a

serle armonlca, e1 cociente ea a¡¡-+t/ altt = n,/(n+1) gue ae

conaerva menor que La unldad pare cualquler valor flnito
de n pero cuyo 1fu¡1te, para n tendlendo a infinlto,eg
precieamente 1a unldad. Por coneiguiente, el criterio
no eumlnletra, en este caso ningune lnformaclón.

EJeq¡Io - Para 1a eerie

7 + 2,/2 + 3/22 + 4,/23 + ... + rt/zr|- L + ...,
llm an*r,/a" = LIm n+7/2n - la-a/n = Ilm 1+1,h /2 = lá
n{ Il -o tr@

I

@
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y, por 1o tanto, la serie converge -

EJeU»lo - La eerle

É l¡Lt ECI

L,/7Q + 2l/1O2 + 3l/]-03 + ... + nl,/10r¡ + ...

ee divergente, porque

Ilm ar¡<-rlar¡ = 1Im (n+1) l10tr/10rr+1n! = 1lm n+7/LO = a.
na n- nlo

TEORBIA 1-6-

See y = f(x), obtenida aI auetituir Ia variable n del n-

éelmo térnlno de 1a Berle de téru¡lnoe poeltivoe

at- + a2 + ... + a'¡r * ...
por una varlable continua x, una funclón decreclente de x

para x 2 1. En tal caao, la eerle
(D

E e¡a
n=1

y 1a lntegral t¡:'

f (x) dx

1

aon convergenteE o divergentee aimultáneamente.

1-1O- SERIrS AI,TMITADAS.

DffiI¡¡ICION

Se l1ama eerle alternada a aquella cuyoB términos

6on, alternatlvamente, poaltlvos y negatlvoe.

Exiete un crlterio elmple, debldo a Lelbnltz,
eetablecer la convergenela de muchae de eetaa eerlee.

PAra

J

.l

,I
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l-r1 f:pt,t'RpTo paPA f INA qPPTE A T.TfEPÑA TII

Si La serie alternada a1 - az + a:¡ - aá + ..., donde

los n{rmer:oe a1 Bon poBltlvoB, es ta} que ar¡+1 < ar¡ y

lim ar¡ = 0, 1a Berle e6 convergente.
n-o

Ade¡nás, si S es 1a Buma de 1a eerle, eI valor abeoluto de

1a dlferencia entre S y Ia n-éeima Éuma panclal ea menor

que ar¡+r.. Pueeto que

g=tt = (ar - az) + (as| - a¿) + ... + (azr'-r - azn)

= a1 - (az - aE) - ... -(azn-e - aan-1) - azn,

reEulta evidente que Sz¡r ee poeltlva y que Szn { ar para

todo valor de n; ademáe, Sz ( S¿ ( ... de modo que estae

aumaa parcl,alea tienden a1 1Ínite S (por e1 prlnclplo

fundamental). Y como Sz¡ir-:. = S2n + acrl-r.1 y lfnite azrr.i:.= O

reBulta que laa eurnae panclaleE de orden impar tienden a1

mieno linite. Por 10 tanto, La aerle ea conver8ente.

B.iemlo-

La eerle 1- t/2 + L/3 - L,/4 + . . .

eB converÉlente puesto que llm L/n = O y !/rL+7 < 1/a-
Er(D

Ademáa, Ia dffereucla entre S¿ = L - L/2 + l/3 - 1/4 V La

eur¡a S eÉ menor que 1,/5.

1-1' TrI}.TIIRPf:ENI':TA ARSNT¡TTA

El tema que trataremoa ea cuando ae trata de una

ee¡rl-e tal como

Y.

q;
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!+2x+3x2+.
en una aeuie

IIELI t
+ nX¡B- a + ...

alternada cuando xeBque Ée convlerte

negatlvo.

Pa¡ra eatudla¡r egtoa caaog vanoe a lntroducl¡l el concepto

de convengenc la abeoluta.

DEIHICION

Una aerle
@

: Alt= A1 +A2+
k=1

ae llama abeoLutamente convergente

formada con loe valoree abaolutoa de
d,

¿
k=1

l""l a1 + l""l +

Una de 1as ¡razonee de Ia lnportancla de Ia convergenela

abeoluta 1a da el teorema slEulente.

IEOREíA 1-7.

Si una eerle converge abeolutamente, tamblén converge la
eerie eln valoree abeolutoe.

1-1 3 AT4]RRPA DR T.AS SRRTRÍI

Loe lmport'antee teoremae que e1Euen ee enunc ian e1n

demoetrac lón.

TEOAE{A 1-A-

DoE aerlee convergentea

el converge Ia eerie

1oe térmlnos
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Pueden 6e¡t

U+V=
o

U = Ur + t¡2 + ... + Ua + ..,

V = 1,1 + Ve + .-- * Vn * ..-

Er¡mada8 o reBtada6 termino a térmlno y resulta
(uJ" + vr-) + (uz + vz) + -.. * (ua * va) *...

U - V = (ur - vr) + (ua - vz) + -.. + (ur¡ - v', ) * .--
Sl ambae earlea orlglnalea aon abeolutamente convergentea

también la eerle que reaulta ee abeolutamente convergente.

IEORE{A 1-9_

Si fae aenleg

U = ur + u2 + ... * ü¡r * ..-
V = vr + vz + ... + vt1 + ---

son abEolutamente convergentee pueden multlpllcaree laE

Eumaa flnltae eemeJ antee y 1a eer:le producto conver8e a

U-V- Ademáe, la serie producto aerá abaolutamente

convergente - Entoncee

UV = urvr + u1v2 + u2v1 + u2va + ...
IrcRE{AS 1-10-

En una ae¡rle absolutamente convergente los térmlnoE

poeitivoe forman una eerle parcial convergenteg y también

loa térmLnoa negativoE fo¡rman una Berie parclal

conver8ente. 51 en una eerle convergente, Ia aerie parclal

fornada por loa téru¡inoe poeitl,voa es dlvergente, también

Lo ee la eerfe llarclal formada pon loa térmlnoa negatlvoa,

y 1a Eerle origlnal ee condiclonalmente convergente -

IEORBTAS 1-11-

Sl ur + uz * ... + ur¡ + ... eB una eerle abBolutamente

1

tI
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.)¿

de

un

x,

convergente y Mr, Mz, I4", ... es una euceeión

nrlmerog euyos valoree absolutoe eon todos menorea que

número poeltivo N, la eerle

urMr * uzMe * -.. + unMr¡ * ...

ee abeolutamente convergente -

BJeur»Io- La eerie

e'er^ x/Ls - éer: 2x/23 + een 3x,/3e - ...

eB absolutamente convergente para cualquler valor de

porque 1a eerl-e

7,/le _ L/Zo + L/BB - _..

Ee abeolutamente convergente, V I een nx I s 1.

1-14. SERIES DE FI]NCIONES-

La definlción de eerles de funclonee ee anáIoga a
de una eerie de númeroe: el {f¡"} es una Euceaión

funclonee de varlable real , entoncee 1a eerie

1a

de

Nóteee que ahora Sr¡ ea üaa función: es Ia función con

@

E f¡¡ ee Ia euceeión {Sr¡} donde S',
k=1

u
donlnlo n Dfil y regla de

k=1
cada x en un conjunto E,

entoncea decimos que la
a f eobre E.

EJ em¡¡lo -

Determíneee eI conJunto

n

k=1

n
coueepondeneiaE f¡.(x ) . Si para
o k=1
S f¡r(x) converEe a un punto f(x),

k=1
aer'le E f¡. conwerge puntualmente

eobre e1 que 1a serie E I¡t
at¡

k=0



converge y proporclónese Ia auma -

co &l
Solución: La eerie geométrLca E xk converÉ¡e

k=0

1/7-x para x € (-1, 1) y dlverge para x

intervaLo. Por 1o tanto, Ia eerie

puntualmente eobre (-1, 1) y 1a suma de Ia

función 1,/1-x con dominio reetrlngido a (-1,

lfr¡a

fuera de egte

:Ik converge

aerie es la

1).
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CAPIIT'I¿ 2

SERIES DE POTENCIAS

2-1- SERIES DE FSIMICIAS.

AIEunae funcionee como ex, Ben x y tan-1 x se pueden

repreaentar con eeriee infinltae. tos términoe de talea

aerlee eontlenen a Ia vaniable x. Como un primer eJemplo,

ei x eE una var1able, entonceB de 1o que ee vio de laa

serl,ee geométricae

1 + x + x2 + --. + xh + ..- = 1/1--x a! I * I " 1

Sl ee deflne f (x) = l,/ (L-x) con I x | < 1, entoncea

f (x) - 1+ x + x.2 + -.. + xn + ...

Se dlce sue f (x) eEtá rep¡:eaentada I>or esta eerle de

potenclae inflnita. Pueden calcularee 1oe valoreE de eeta

funclón calculando Ia euma de la Ber1e-

Este nuevo

inveBt igar

método de repreeentar

lae propledades de una

una función permitirá

función medlante series

Ir

É



infinitas. En el

cor¡ceptoa báeicoe

capitulo ee

CE

lntroducen algunoe

términos variablee.

presente

acerca de serleg con

La eiguiente definleión puede consideraree como una

generalizaclón deI concepto de poll-nomlo en x a una Berle

de potenclae inflnita.

DEFINTCION.

Sea x una variable real . Una gerl-e de potenciag en :B ets

una eerle de Ia forma
(¡,

E arrxn = a.o + a1x + &2x2 + ... + arixrt + ...
n=O

donde cada ak e6 un número real .

Si ee euetl-tuye x por un número en 1a deflnición anterlor,
ele obtiene una eerle de térmlnos conetantee cuya

convergencia o divergencia puede estudiaree. Para

aimplificar la eecritura del n-éalmo termino de una serie

de potenciae, ee aupone que xo = 1 aún ei x = 0. EI

principal objetlvo de esta eecclón ee determinar todos 1oe

valorea de x para 1oa que converge una Eerie de potencJ-ae.

Evidentemente toda6 las eeriee de potencl-aa en x convergen

cuando x = O-

TBORE}IA 2-1.

Si Uatrxll converge para x = xo, entoncea ea abEolutamente

convergente para todoa 106 valores de x para loe cualee

lxl <lxol -

w.
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LtolEca
dlvérgente para todoÉ loeSL dlverge para x = x1 , €a

valoreB de x talee eue lxl > 
|

DBíoSTRACION.

Supueeto que Ia'rxoñ converge '
hacla eero y de aquf que ee

ta1 que

I a',xoñ | <

Eecogamoe cualquler x

Bta

x1

Ia euceeión

acotada. Asf

{ aaxo" } converge

que exiete un M

M para todo n o, 7, 2,

Entoncee

r
ta1 que

lx/xol
lxl < lxol .

< 1.

por Io tanto

aflxn arrxot . *n7xo" lanxo"l lx/xoln s Hrn.

Entoncee Ia eerie converge por eomparación con una 6erle

geonétrlcaconr<1.

A part j.r de esto, 1a eeEunda parte Be deduce fácllmente.

Supongamoe que E anx:.n dlverge y que exlgte otro valor de

x, aea x

converge.

sltuac 1ón :

un x1 con

contradice

= xo con l*"1 > l*rl Para eI cual 2 a-xo'

Sl eato eucediera ae tendrfa Ia eiguiente

exiete un xo para el cual Ia serle converge y

l*tl < lxol nara eI cuaL dlveree. Pero eato

la primera parte del teorema.

Parece evldente, con baee en e6te

de potencias tlene 1a propledad

intervalo, el converge de alguna

teorema, que una eerie

de converger en un

manera. Para preeiear
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eate hecho, hagamos 1a elguiente definición-

9-2 PADIñ DN |"rr}lrIITEPÍfENÍ: T A

DBFINICION.

Dada una Eerle de potenciae Xa¡¡x', sea S e1 conjunto de x

para 1ae cuales e6ta serle converge - Entoncee el número R,

definido a contlnuación, ee 1lamará radio de convergencia

de E ar¡x" :

converge eolamente para x = O-

n converge ¡>ara toda x.

E a¡rxn converge pera algunae x y divergefl = eurl xl

para otra6 -

El intervalot-R<x<R)
convergencia-

lmREfA 2-2_

Una eerLe de potenciae Sanxn

toda x dentro de un intervalo
y diverge en {lxl > R}.

R

R

0 si Zarrx"

+@siU an)t

a1

se llamará intervalo de

converge absoLutamente

de convergencia {-R < x

para

<R)

Eete teorema afirma que la eerle converge en todoe loa

puntos en el intervalo de convergencia y diverEe en todoe

los puntoB más allá de loe extrernoa de1 lntervalo de

convergencia. Nada afirma reepectos a 1oE proploa puntos

extremos x = * R. En general, éstoe requleren una prueba

ee¡leclal porgue puede suceder que una serie converge en

ninguno de loe dos, o en uno y no en e1 otro, o

ffi
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en ambo6.

,_? ¡lPr)pT rTEq NF f.Aq SET¡TEq DR D,n'Irtr,lrll1l A q
ifü

La inportancia de lae

matemáticaE apllcadas Be debe

aeries que ae con6ideran en

reaultará evidente aI eEtudlar

EerieB de potencLats en

a 1aa propiedadea de eaaB

e8ta Eección; eate hecho

1ae apllcacionee de eÉ,taa

eer iee .

TEOREMA 2-3.

Si r > 0 eB el radio de convergencia de una Eerie de

po tenc las

@

I a'rxn, dicha eerle converge abgolutamente para
n=0

todo valor

lnteri.or al
de cualquler lntervalo a 3 xÉ b que Bea

(-n,r¡.

Puegto que eI lntervalo (a, b) ee lntegramente contenido

en e1 lntervalo (-r, r), eE I¡ogible eIeglr un nrlmero

poeltlvo c, menor que r pero mayor que a y b; entoncee, eI

lntervalo (a, b) pertenecerá lntegramente al lntervalo

1-c, c), y 6e deduce que, para a 5 x < b,

l "'r*. 1<latrcnl

@

La eerle numérlca, de términoe posltivos, E
n=0

&nCñ ES

convergente para c < r, y, por Io tanto queda egtablecida



Ia convergencia abeoluta y uniforme de

@

E araxn en (a, b)-
n=0

fÉr
TEORBMA 2-4.

Eete enunciado eE una conaecuencLe inmedlata del teorema

anterior.
TMREUA 2-5.

Si r ee el radlo de convergenci.a de la eerie de poteneias

ánXn ¡
0

1oe radioe de convergeneia de lae eeries
@@
E ¡1- ¿rr¡¡t-]., y E ¿¿/n+1. (xn+r ¡ ,
n=0 n=0

obtenldas derivando e lntegrando térmlno a térmlno

6erle dada, ea también r-
DEXIOSTRACION

Si el radlo de convergencla puede determlnarae con

criterio del cociente, Ia demoetración reaulta

inmediato del hecho que, si

1lm I a,r-r,/an | = ¡,
U 'rD

(D

l¡=

1a

e1

de

eo

! ü FI

(D

Una serie de potencl-as E a',xn define una funclón continua
¿=0

para todoE loE valores de x pertenecientee a cualquler

intervalo cerrado [a, b] que Bea interlor a1 intervalo de

convergenci.a de la serie.
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extremo6

obtenida

Iim
n{

( n-1)a"-:-,/nan 
I

r

lím | (n+1)an-rlnarr | = ¡.
n'o

Como las eerlee obtenldae por 1a derlvaelón o lntegración

término a térmlno de la serie dada, son ael miemo eerlee

de potenclas, puede reltenaree e1 proeeso anterl,or tantaa

vecea como ee deeee y laa eerlee resultantea serán eerl.ee

de potenclaÉ que convergerán en eI intervalo ( -r, r ); y

de1 teorema t, se deduce que todaa eaag serles aon

uniforme y absolutamente convergentea en cualquier

lntervalo lnterior a1 (-r,r). Pero e1 compontamlento de

eetae eeriea en loe extremoe x = -r, x = r del lntervalo,
deberá eer inveetlgado en cada caso-

&lenx»lo - La eerie

r+x*J4aJ4*"'*d*"'23n

tlene un radio de convergencia iEual a 1a unidad; ademáe,

1a eerie converge para x = -1, pero diverge para x = 1- La

Eerle obtenlda denlvando t6rmino a térmlno es

1+x+x2+...+xn+...,
que tiene eI mleno radio de convergencLa en arnboa

x = 1 y x = -1. Por otra parte, 1a Berie

Lntegrando término a térmlno ee

v
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**i1*¿*.. . * it*', *...7.2 2.3 r}(n+l) ffi
''-. 

-¡¡."/ )

que converge para x = 1 y para x = -1.

2-5- SMIE DE TAYTOR

Si f ee la función defLnlda por

@

f (x) =E errx- = co + c1rx + c2x2 + ... + cnxrl + ..- (1)
n=0

cuyo padio de convergencla eB R > 0, Babemoa que f tiene

derlvadas de todos loe ordenea en (-R, R). Deeimos que una

función tal ea infinitanente diferenciable en (-R, R). Lae

difereneiaeionee euceeivae de 1a funclón en (1) dan

f'(x) = cL + zczx + 3csx2 + ... + ncaxñ-l + ..- (.2)

f "(x) = Zcz * 2.3csx + 3 - 4cex2 + --. + (n-1)ncnxn-z (3)

f"'(x) = 2-3cs + 2-3.4c4x + . - -+ ( n-2 ) ( n-1 )nc'¡x!a-a +.. (4)

¡rrz(x) = 2-3.4e¿ + ... + ( n-3 ) (n-2 ) (n-1)nc¡"xn-4 + ... (5)

etc. Si x = O, en (1),

f(0) = eo

Sl x = 0, en (2),

f"(0) = s1

SL x = O, en (3),

f"(O) = zcz y aai cz = f" (O)/21

De (4), tomanoa x = 0, tenemos

f""(0) = 2.3cs y aei cs = f"'(O)/3!

En forma aná1oge de (5), Éi x = O,

¡¡r.w)(0) = 2-3-4c¿, y a6í c4 = f (r.r¡) (O)/41
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+

cr¡ = fñ (o),/nl Para ¿odo n entercÉ ES6 (6)

La formula (6) también ea válida cuando u = O

coneideramoe f (o)(0) como f (O) v 0l = 1. Aei, de (1) y

podemos eecribir Ia eerie de potenclae de f en x como

@

f (x)= E c"(x-a)n = co * cr(x-a) + cz(x-a¡a .t
n=O

si
(6)

@

E f,"(o),/nl(x') = ¡o + f '(O)x + t" (O),/21 (x2) + ... +
n=0

t'(O),/n!(x") + ... (7)

En un eentldo máa general, conelderemoe Ia función f como

una eerle de potencJ,as en (x - a); ee decfr,

crr(x - a)rr + (8)

Sl e1 radlo de convergencia de eeta eerle ee R, entóncea J

eB inflnitamente diferenclable en (a - R, a + R)- Lae

dLferenciac ionee auceeivaa de la funclón en (8) noe dan

f -(x)= ct + 2cz(x-a ) + 3cs(x-a)2 + --. + ncrr(x-a)n-1 + .--

f -'(x)= Zcz + Z.3ce(x-a) + 3.4c+(x-a)z + ... +

( n-1)nc'r(x-a )n-2 + ...

etc. Haciendo x = a en la repregentación en eeriee de

potencias de f y eus derivadaa tenemog

co = f (a)

c:- = f -(a)

cz = f'" {a)/21
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ca - f"'('l

BIBLI

?

I
y en general

(e)

De (8) v (9) podemoe eecrlbir Ia serie de potencias de f

en (x - a) como

f fE(a) =f tal +tr(al (x-at +- Éil14-*. . . *..&1--+. . . (10'
na=o at (x-af¡ 2l lx-aY ¿l (x-af!

La eerie en (10) ee lIama eerie de

caao especiaL de (10) cuando a = 0,

cual se llama serie de l{ac lan¡rin.

Taylor de f en a.

es Ia ecuación (7),
E1

1a

BJen¡»lo - Ha11ar Ia serie de Maclaurln para e:<

SolucLón: Si f (x) = €xr ,n(x) = er< para todo x; por 1o

tanto, fn(O) = 1 para todo n- Asf, de (7) tenemos la eerLe

de Maclaurin pare ex:

1*x*-d.*'c*...*4*..-21 3l nl

BJeqf¡Io - Hallar Ia Berie de Taylor para 6eno x en a-

SolucLón: Si f (x) = sen x, entoncee f '(x) = coe x, f '-(x)

= -Een x, l'' '(x) = -coc x, y ael aueegLvamente -

De eete modo, de 1a formula (9), co = Ben a, cL = cos a,

^ _ fn(a)
"n---il-'
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La serie decz -- (- Sen a)/2!, cs = (-coa a)/

Taylor requerida ae obtiene de (10), yes

sena+coaa (x-a) -sgna +sena (xil)' +....(x-a) r
2t

(x-a
-coaa

3

3t

Podemoe deduclr que una repreÉentación en eerle de

potenclas e6 única. Es decir, el doe funclonee tienen los

miemos valores en algrln intervalo que contenga al número

a, y ei ambae funclones tlenen una repreeentación en gerle

de potenclae en (x - a), entoncee eetae eerj.ee deben aer

lae mismae, por que los coefl,clentes en lae eerlea ae

obtlenen de loa valores de lae funeionee y aua derivadas

en a. Por 1o tanto, Bl una funeión tlene una

repreaentación en eerie de potenciae en (x - a), dicha

serie debe Eer Bu Ber'le de Taylor en a. Pon ello , 1a

serie de Taylor para una funclón no tiene que obtenerse

ueando la formula (1O)- Cualeuier método que dé r¡¡a ser.le

de potencl-ao en (x * a) Ia cual repreeenta Ia función,

será 1a eerie de Taylor de la funclón en a-

BJea¡»lo - Para encontrar la eerle de Taylor para ex en a,

eacriblmoa ert = e.'er.-¡. y lueEo usando 1a eerie (11), donde

x ae suetltuye por (x - a). Entonces

e-.pr[l+(x-¿¡* (x;i)l* (x-i)r*,..* (x-a)o . ,' 2t ' 3l ".'-ET-'.'',¡

fI
t
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