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BIBLIOTECA

Muchos nombres se asocian con las series infinitas:
Newton, Leibniz, los Brenoulli, Taylor, Maclaurin, Euler y
Lagrange usaron las series en sus trabajos. Quiza ninguna
otra materia haya tenido en matematicas tantas
controversias, lo que se debidé a que todos los matemdticos
antiguos fracasaron en distinguir con cuidado entre las
series convergentes vy las divergentes. De hecho, Cauchy
(1789-1857) fue la primera persona que dio una definicién
precisa de la convergencia y demostrd algunas de las
pruebas de convergencia.

Todavia despues, Karl Weierstrass desarrolld una teoria
completa de series de funciones vy establecid la
legitimidad de operaciones tales como la integracién vy la
derevacidén por términos.

Este trabajo de monografia se lo ha desarrollado en dos
capitulos: en el primer capitulo se hace un estudio
relacionado a sucesiones, series, convergencia v
divergencia de series, series de términos positivos,
series alternadas, series de funciones, etc.; en el
segundo capitulo se estudia todo 1lo relacionado a series
de potencias su convergencia y divergencia, y las series
de Taylor y de Maclaurin. Se han demostrados algunos
teoremas y se han desarrollado algunos ejemplos para la

comprencién mejor de este tema.




El concepto de sucesién infinita es tan natural qgue
hasta parece pueda prescindirse de toda definicién. Se
escribe con frecuencia sencillamente

a1, 42, A%,..-..

indicando 1los puntos que los noumeros an contintan
indefinidamente hacia la derecha. No es dificil formular
una definicidn rigurosa de sucesiodn infinita; lo
importante acerca de una sucesién infinita es que para
todo numero natural n exista un nimero real an. Es
precisamente este tipo de correspondencia lo qgque se gquiere
formalizar con las funciones.

DEFINICION

Una sucesién infinita de nimeros reales es una funcidn

cuyo dominio es el conjunto de los numeros naturales.
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Si denotamos la funcién por f, su valor para h'es f(n). La

sucesién f es el conjunto [n, f(n)], con n enteros

positivos.

Asi por-——ejemples, {(n, 1Mm) /m= 1, 2, 8,...-} €8 una

sucesién cuyo valor para n es 1/n ( Fig.1l-1).

Puesto que el dominio de una sucesién es siempre el mismo
(el conjunto de los enteros positivos), es costumbre
abreviar la notacién y escribir solo {(n)} en lugar de
{[n, £f(n)]}. Asi la sucesibén {(n, 1/n) /n=1, 2,....} se
expresa de forma abreviada {1/n}. También se escribe {an}
para representar la sucesidn cuya ordenada,

correspondiente a la abscisa X= n, es y= an.
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o
e -\
10 ™ :\"\—';\ _\
Toa W o
e gy I
SN
0 1 2 3 4 5 8 n




-l e
DEFINICION RIBUIOTECA

Una sucesién {an} converge hacia L (en simbolo lim an = L)
n_—tm

81 para todo £ > O existe un nimero natural N tal que,
para todos los numeros naturales n, si n > N, entonces
|an =1 - £. Una sucesidtn se llama divergente si no es

convergente.

Una sucesidn {(n, an)} puede tener distinto valor an para
cada valor diferente de n; pero sucede a veces que los
distintos valores an tienden a agruparse a cierto nGmero
L. Cuando existe un ntmero L con la propiedad de que
|an ~ L’ es arbitrariamente pequefio para todos los valores
suficientemente grandes del indice n, se dice gque an
converge hacia el limite, vy se escribe:

L

I

lim an
n=m

Por la expresidn '|an - L[ es arbitrariamente peguefio para

todos los valores suficientemente grande de n" se
entiende que a todo numero rositivo £ arbitrario
corresponde un indice N tal gque

|an - L| < £ para todo n > N.
Es decir, todos los términos posteriores al N-ésimo quedan
a una distancia de L menos que £. 51 no existe dicho

namero, diremos que la sucesidn diverge.

Ejemplo 1.

Para demostrar gque la sucesién {1/n} converge hacia O,
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basta observar lo siguiente. B5i & > 0, existe un numero
natural N tal que 1/N < £. Entonces, si n > N tenemos:
1/n < 1/N < £, de donde Il/n - O‘ < R
Ejemplo 2.
La sucesidén {1+(-1)»/2n} converge hacia 1 cuando

n o, (fig.1-2).

aal’ P
Vo
L(Tf‘
)
N i o/ s"\
1 L= i ‘ .\Gl
(x%) |
cb‘"h
o i  § ) :f } : "’
fig. 1-2

DEFINICION
Sea {an} una sucesidon de numeros reales. Se denomina

sucesidn creciente 8i an = an+1; paran = 1, 2,....

Si an 2 8n+1; paran = 1, 2, 3, ... , se denomina sucesidén
decreciente. Una sucesidon se llama mondétona si es

creciente o es decreciente.
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1-4. SUCESIONES ACOTADAS. -A*ia'iy
E P
DEFINICION e | el
Se dice que una sucesidn es acotada si existe un numero

real positivo M tal que Ian’ = M para todo n.

Ejemplo. La sucesidn

n
:---:n+1,...

12 3
2°3°4

es mondétona (sus términos van creciendo) y acotada (porgue
n/n+l < 1 para todo n). La sucesién se ilustra en la
figura 1-3. Nétese que cualquier nimero M =2 1 es una cota
de la sucesidén. Sin embargo, si K < 1 entonces K no es una

cota yva que K < k/(k+1) para k suficientemente grande.

Y4
=5
M
! )
K- . )
X 4 2 3 y 7 "3 o
figura 1-3




TEOREMA 1-1.
81 {an} es creciente y acotada superiormﬁnméé;éaptonces
{an} converge (un enunciado andlogo se cumple si {anl} es
decreciente y acotada inferiormente).

DEMOSTRACION

El conjunto A formado por todos los nimeros an €8, segun

se ha supuesto, acotado superiormente, de modo que A tiene

una cota superior minima a. Supongamos que lim an = a
T =0

(fig. 1-4). En efecteo, =8i £ > 0, existe algin am que
satisface a - amw < £, puesto que a es la cota superior
minima de A. Entonces si n > N tenemos

an = an, de modo gque a4 - an = d — an < £.

Esto demuestra gue lim an = a.
Il -

a As A Ay & ©

figura 1-4

1-5. SUCESIONES DE CAUCHY.

DEFINICION

Una sucesidén {an} es una sucesién de Cauchy si para todo £
> 0 existe un ntmero natural N tal que, para todo m y n,

si m,n > N, entonces Ian - am| < £.
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TEOREMA 1-2.
Una sucesién {an} converge si y solo si es una sucesidn de
Cauchy.

DEMOSTRACION.

{ an } convergente => lim an = b

=> Para todo £ > O existe un N : n > N

=> | am =B | < &

n>N=>| an - b | < £/2
m>Nz=>| an - b | < £/2

|]an - 8m | = |an - b+ b - 8m | £ | @n - b | + | b - am

=lan-b | + | am-b | < £

:>{an"am|<£.

TEOREMA 1-2-1

Toda sucesién de Cauchy es acotada.

DEMOSTRACION.

Por el teorema 1-2 {an} es8 una sucesidn de Cauchy si

converge.

La demostracidén de la reciproca contiene solamente una
caracteristica artificiosa: demostrar que toda sucesidn de
Cauchy {an} estd acotada. ©Si tomamos £ = 1 en la
definicidén de una sucesidén de Cauchy encontramos que
existe algin N tal que

|am - an| < 1 para m,n > N.

En particular, esto significa que

|am - aN+1‘ < 1 para todo m > N.
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Asi pues, {am : que los ai
restantes son numeros finitos, toda®ifla sugesién esta

acotada.

En una famosa paradoja formulada hace unos 2400 afios,
Zendén de Elea dijo que un corredor no puede terminar una
carrera porque primero debe cubrir 1la mitad de la
distancia, luego 1la mitad de 1la que queda, y asi
sucesivamente. Puesto gque el tiempo de la carrera es
finito, no podra recorrer el infinito nimero de segmentos
del curso. Aungue todos sabemos que los corredores

terminan la carrera.

Imagine gque el recorrido de la carrera mide 1 milla de

longitud.

Los segmentos del argumento dde Zenén tendrian como
longitudes 1/2 de milla, 1/4 de milla, 1/8 de milla, etc.
En el lenguaje mateméatico, terminar la carrera

significaria evaluar la suma

como algebraicamente solo s8e puede sumar un numero finito

de términos, hay que definir lo que significa una suma
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infinita de este tipo.
DEFINICION
Sea {an} una sucesién dada de numeros reales o complejo.
Formemos una nueva sucesién {Sn} como sigue:
n

Sn — ar +az ...+ an = Z ax (n=1, 2,..... Yia
k=1

Una sucesidn {Sn} formada de esta manera se llama serie.

El nimero Sn es la suma parcial n-ésima de la serie y an

es el término n-ésimo de la serie.

Una serie infinita Zan es convergente si su sucesidn

de sumas parciales {Sn} converge; es decir, =i lim Sn = S.
@

El limite S se llama suma de la serie Zan ¥y sSe escribe

[0 0] a
Z 8rx = lim (£ ax) = 8.
k=1 no k=1

Por el contrario, si la sucesidén de sumas parciales
diverge, diremos qQue la serie diverge. En otras palabras:
el comportamiento de la serie (convergencia o divergencia)

depende del de su sucesidn de sumas parciales.

TEOREMA 1-3.

Una condicién necesaria para la convergencia de la serie
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air + az ....+ an +...
es que
lim an = 0
o
DEMOSTRACION

El n-ésimo término an de la serie infinita se la puede
expresar como

an = Sn — Sn-1.

Si 1lim Sn = S, entonces también 1lim Sn-1 = S ¥
n=a o
lim an = 1im (8n - Sn-1) = 1lim Sn - 1lim Sn-1 = 0.
n+x o mo m o
Decir que la condicién 1lim an = 0 es "necesaria para la

convergencia" significa que debe cumplirse tal condicidn

si la serie converge. Hesulta por tanto gue si lim an = O
o

no se verifica, la serie diverge. Este criterio se utiliza
con frecuencia para comprobar la divergencia; es decir, si
el término n-ésimo de la serie no tiene limite, o si tiene
limite distinto de cero cuando n tiende a infinito, la

serie diverge:; por ejemplo la serie

$L+i%+;1+...+ . .
2 3 4 n+l
diverge, puesto que an = n/n+l tiende a 1, ¥ no a cero,

cuando n = @. El teorema no da una condicién "suficiente"

para la convergencia. Es decir, no es posible deducir que




una serie converge por el hecho de gque su termino n-ésimo
tiende a cero cuando n =+ o. Esto se ve claramente en el

siguiente ejemplo:

s -

14—t =+, .. +—+...
2 3

S

La serie arménica es un ejemplo de serie divergente y su

lim 1/n = O.

I -&
Por lo tanto para concluir que una serie infinita

converge, no basta demostrar que lim an = 0, por que esto
n-+o

puede ser cilerto tanto para series convergentes o

divergentes.

Debe observarse que la suma

a1 + az + ... + an
estd siempre definida (si n es entero positivo y ai, a=z,
... an son numeros finitos). Cuando la serie

81 4+ 82 ¥+ ... ¥+ 8n
tiene suma en el sentido de que su sucesién de  sumas
parciales tiene 1limite, el simbolo "+" adguiere nueva
significacidén, como también la palabra suma. No es
posible sumar infinitos ntmeros, pero damos significado a

este proceso mediante la operacién de paso al limite.

Vamos a ilustrar el método de hallar la suma de una serie




en el caso de la fracclidn periédica.

- 3 3
0.333...-1°+100+1000+
y =
i 10
3.i+_3_

10 102
= 3 - 3 i
"10 102 "' 102

Se deduce una expresidén sencilla para Sa como sigue.
Multiplicando los dos miembros de la Gltima expresién

1/10 y obtenemos:

1/10 Sn = 3/102 + 3/108 + ... + 3/10n + 3/10n+1
restando de Sn se tiene
Sn - 1/10 Sn = 3/10 - 3/10n+1 = 3/10 (1-1/10n)
por consiguiente
9/10 Sn = 3/10 (1-1/10n)
o bien
Sn = 3/9 (1-1/10n)

es claro gque cuando n = @, (1/10n) = 0 vy

lim Sn = 1/3

n-o

prodemos decir gque la suma de la serie

/10 + 87108+ .. + 3104, .

es 1/3

19

por

Las fracciones decimales periddicas son casos particulares
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de la serie geométrica.
Bi o
DEFINICION RSN il
Una serie de la forma
a +ar + ar2 + ... + arn—1 4+ _ .
recibe el nombre de una serie geométrica. El cociente de

un término al anterior wvale r, y se denomina razdn.

La suma de los n primeros términos de
a+ar +ar2+ ... +arm~1 4+ ., es
En = a + ar + ar2 + .,. + arn-1
TEOREMA 1-4.
8i | r | <1, la serie geométrica
a+ar+ar2 + ... + arn—1 + .,
converge y tiene por suma a/ (l-r). Si |r | = 1, la serie
diverge, salvo que sea a = 0, en cuyo caso la serie

converge hacia la suma 0.

Supongamos que todos los nimeros ax en

Z ak = a1 +az + ... + an + ...
=1

son positivos. Al calcular las sumas parciales Si, Sz,...
etc., B8e ve que cada una es mayor qQue la precedente, ya

gue Sn+1 = Sn + an+1. Por consiguiente,
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51 £ S2 £ can B'bn = Sn+1.
Una sucesién {San} con la propiedad Si o
Sn+1 se llama sucesidén monétona creciente, vy para ella
rige un principio general contenido en el teorema
siguiente.

TEOREMA 1-5.

Sea Si, Sz, ... una sucesidn mondétona creciente de numeros
reales. En tal caso, solo pueden presentarse dos casos:

i) Existe una constante M tal que todos los términos de
la sucesidén son menores o iguales que M. En este caso
la sucesién tiene limite finito L, menor o igual que
M.

ii) La sucesidn diverge hacia mas infinito; es decir,
existen términos en la sucesidétn {Sn} mayores que
cualguier numero prefijado, por grande que este sea.

No daremos la demostracion de este teorema; nos
limitaremos a hacer algunas consideraciones geométricas

que nos lo aclaren.

Supongamos que se seflalan los puntos (1, Si1),
(2, S=2),...,(n, Sn) en el plano xy (fig.1-5). Entonces,
si existe wuna recta y = M tal que ninguno de los puntos
(n,Sn) son mayores que los puntos de la recta, es obvio
intuitivamente que habréd una recta inferior

v = L
tal que ninguno de los puntos son mayores a los puntos de

ella, mientras que existen puntos (n, San) gQue son mayores




22

a los de cualguier recta mas baja Buﬁtﬁ?ac
yv=L-2,
siendo &£ un numero positivo arbitrario. Analiticamente,
esto significa que el nimero L tiene las propiedades:
i) Sn = L para todo valor de n;
ii) dado cualguier £ > 0, existe al menos un entero N tal
que
Sy > L - &.
De este modo, por ser {Sn} una sucesidn creciente, resulta
que
Sn 2 Sy > LL - £ para todo n = N.
Esto significa que todos los nGmeros Sn de la sucesidn
posterior al de indice N estdn a distancia menor que £ de

L, y esta es precisamente la condicidén para que L sea

limite de la sucesién Sna,

L = 1lim Sn.
Hr o
¥ ]
L )

# (s,58)
«(8c)
(%)
. S S AR S <+
figura 1-5
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El caso ii del teorema se presenta cuan@®exisben puntos
(n, Sa) gQue son mayores a los de cualgquier recta dada

y = M, por grande que sea M.

El teorema nada nos dice respecto a como hallar el limite
L en el caso de gque exista, sino que simplemente expresa

si existe o no.

Es decir, afirma que una serie de términos positivos es
convergente o divergente. Se descarta gque la serie pueda
ser oscilante.

Ejemplo. La serie

@
2 1/m! =1 + 1/1! + 1L/2! + ...
n=0
converge por gque sus términos sSon menores o0 iguales que

los correspondiente de la serie

(an]
1+2 1/2%« = 1 + 1 + 1/2 + 1/22 + ...
k=0

Esta Gltima es, prescindiendo del primer término, una
serie geométrica de razdn 1/2 y su suma es 1 + 1/(1 - 1/2)
= 3. por consiguiente, la primera serie converge y su suma
sera menor o igual gque 3. Efectivamente, es el desarrollo

en serie del numero e.

En el ejemplo anterior hemos hecho una comparacién entre

la serie dada y otra serie.




g RIBLIOTEE
De la definicibén de convergencia surge ev1dentemeﬂfetg

e
la convergencia de una serie de constantes positivas
quedarda establecida gi se demuestra qgque las sumas
parciales Sn se mantienen acotadas, es decir, si existe un
nimero positivo M tal que Sn <« M para n =1, 2, 3, ... La
demostracién del importante ecriterioc que sigue estd basada

en una demostracion de este tipo.

1-9-1. CRITERIO DE COMPARACION.

a a
Sea £ an una serie de terminos positivos y £ bn otra serie
n=1 n=1

@

de términos positivos que es convergente. La serie Z an
=1

sera convergente a su vez, s8i existe un nimero entero p

tal que para n = p, sea an < bn. Por otra parte, si £ cn
n=1

es una serie divergente de términos positivos, ¥ 81 an =
03]

Cn pPara n = p, resultard que £ an es también divergente.
n=1

Puesto que la convergencia o divergencia de una serie no

varia evidentemente por la suma o sustraccidén de un nimero

finito de términos, se hara la demostracidn suponiendo que

p = 1. Sea
Sn = a1 + az + ... + an
fas)
e indicando con B la suma de la serie Z bn v con bn su
n=l

n—-ésima suma parcial, resultard, puesto que an = bn para
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1. 2 oo Gua 8no% . Ba para n = 1,520 ..+ Por lo tanto,

las sumas Sn se
@

mantienen acotadas y la serie £ an es convergente.
n=1

Por otra parte,
@

8l an Z cn para n =1, 2, ..., ¥y la serieZ cn
n=1

(14]
diverge, también diverge la serieZ an.
n=1
Existen dos tipos de serie que se usan frecuentemente como

series de comparaciodn.

i) La serie geométrica
a+ar + ar2 + ... + arn + ...
que, seglin se recordara, es convergente con suma a/l1-

r si |r| < 1, v es divergente si Ir[ "ol

ii) La serie de orden p

1+...3..-_+i+. cerls, -
e g n*®

que es convergente si p > 1 y divergente si p = 1.

Ejemplo. Sea la serie

1+i*i+l [ ] li+l [ B
23 3 n®

La serie geométrica

1+i+i+l L] l+—1"+l ..
22 23 zn

es convergente y sus términos no son nunca menores que los
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términos correspondientes de la seriési u?&agaca Por
consiguiente, la serie dada es convergente.
Ejemplo. Sea la serie

1+ 1/log 2 + 1/10og 3 + ... + 1/1logn + ..
Comparando los términos de esta serie con los de la serie
de orden p en el caso de ser p = 1

1+1/2+1/3+ ... +1/n +

resulta que la serie dada es divergente, porgue sus
términos (despues del primero) son mayores gque los
términos correspondientes de la serie de orden P

considerada, la cual diverge por ser p = 1.

1-9-2. CRITERIO DEL COCIENTE.

m
La serie de términos positivos £ an es convergente si

n=1 ‘

lim an+1/8n = r < 1 |
o |

y es divergente si |

lim an+1/an > 1. |
T1=0

5i 1lim an+1/an = 1 la serie puede ser convergente o i
»®

divgrgente.

DEMOSTRACION.

Considerando primero el caso en que r < 1 y llamando q a

cierta constante comprendida entre r y 1, deberda existir

un ndimero entero y positivo N tal que

an+1/an < q para todo n = N.

Por consiguiente



an+1 < awnNg,
an+2 < aN+1gq < amg=2,

anN+3 < an+2g < amngSs,

aN+1 + an+2 + aN+3 + ... < an (g + g2 + g2 + ... ).
Como @ < 1, la serie del segundo miembro es convergente y,
por lo tanto, también lo es la serie del primer miembro.

fe4]
Se deduce, pues, que la serie Z an converge.

n=1 |
Si el limite del cociente es mayor que 1, resulta que an+1
> an para todo n =2 N, de modo que lim an = 0 ¥y, por lo

I @
@

tanto, la serie Z an diverge.
n=1

Es importante hacer notar que este criterio no exige
conocer €l vwvalor del cociente an+1/an sino que considera
solamente el limite de ese cociente. Asi en el caso de la
serie armonica, el cociente es an+i/an = n/(n+l) que se
conserva menor gque la unidad para cualguier valor finito
de n pero cuyo limite, para n tendiendo a infinito,es
precisamente la unidad. Por consiguiente, el criterio
no suministra, en este caso ninguna informacidn.
Ejemplo. Para la serie

1+ 2/2 + 3/22 + 4/28 + ... + n/2n-1 + __ ., |

lim an+1i/an = lim n+1/2n .| 2n-1/n = lim 1+1/n /2 = %
n-=® n =o @ ‘
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v, por lo tanto, la serie converge. utnLkﬁECA
Ejemplo. La serie

1710 + 21/102 4+ 3!1/108 + (.. + n!/10n +
es divergente, porque

lim an+1/an = lim (n+1)!10n/10n+1n! = 1lim n+1/10 = o,

n=o n -o o
TEOREMA 1-6.
Sea y = f(x), obtenida al sustituir la variable n del n-

ésimo término de la serie de términos positivos
a1 + az + ... + an +
por una variable continua x, una funcién decreciente de x

para xXx 2 1. En tal caso, la serie

a
Z an
n=1
v la integral @
I f(x)dx
1

son convergentes o divergentes simulténeamente.

1-10. SERIES ALTERNADAS.
DEFINICION
Se 1llama serie alternada a aquella cuyos términos

son, alternativamente, positivos y negativos.

Existe un criterio simple, debido a Leibnitz, para

establecer la convergencia de muchas de estas series.



1-11. CRITERIO PARA UNA SERIE ALTERNADA.

PEIBLIOTEGA
Si la serie alternada ai - az + as — a4 + ..., donde
los numeros ai son positivos, es tal que an+1i < an ¥

lim an = 0, la serie es convergente.
I -0

Ademds, 81 S es la suma de la serie, el valor absoluto de
la diferencia entre S y la n-ésima suma parcial es menor
que an+1. Puesto que

S2n = (a1 - az) + (as - a4) + ... + (azn-1 - azn)

= a1 - (a2 — as) - ... —-(azn-z - azn-1) — azn,
resulta evidente que Szn es positiva y que Sz2n < a1 para
todo valor de n; ademds, Sz < Sa < ... de modo gue estas
sumas parciales tienden al limite S (por el principio
fundamental). Y como Szn+1i = S2n + azn+1 ¥y limite azn+1= 0
resulta que las sumas parciales de orden impar tienden al
mismo limite. Por lo tanto, la serie es convergente.
Ejemplo.
La serie 1- 1/2 + 1/3 - 1/4 + ...

es convergente puesto gque lim 1/n = 0 y 1/n+l < 1/n.
1 @

Ademds, la diferencia entre Sa =1 - 1/2 + 1/3 - 1/4 y 1la

suma S es menor que 1/5.

El tema que trataremos es cuando se trata de una

serie tal como




1 +2x 4+ 3x2Z + ... + nxn—1 4+

que se convierte en una serie alternada cuando X es

negativo.

Para estudiar estos casos vamos a introducir el
de convergencia absoluta.

DEFINICION

Una serie
a
Z ax = ai + az +
k=1

se llama absolutamente convergente si converge

formada con los valores absolutos de los términos
[sa]
= l&k' = |al| + |az| .
k=1

concepto

la serie

Una de las razones de la importancia de la convergencia

absoluta la da el teorema siguiente.

TEOREMA 1-7.

Si una serie converge absolutamente, también converge

serie sin valores absolutos.

la

Los importantes teoremas que siguen se enuncian sin

demostracidn.
TEOREMA 1-8.

Dos series convergentes



U

i1+ uz + ... . .0n +
V=wr4+ve+ o ¥ Vn 4+ ...
pueden ser sumadas o restadas termino a término y resulta

U+ V=(ur +vs) + (uz+vz) + ... + (un + vn) + ...

U- V=0 ~wva) + (i -~ 98) +. ... + (> ¥a) + i..
Si ambas series originales son absolutamente convergentes
también la serie gue resulta es absolutamente convergente.
TEOREMA 1-9.

Si las series

1l

U D Flam kol F Unnk

V=vi+vz+ ... + Vn +
son absolutamente convergentes pueden multiplicarse las
sumas finitas semejantes y la serie producto converge a
.V Ademés, la serie producto serd absolutamente
convergente. Entonces

UV = uava + uivz + uzvi + uzvze + ...

TEOREMAS 1-10.
En una serie absolutamente convergente los términos
positivos forman una serie parcial convergentes y también
los términos negativos forman una serie parcial
convergente. Si en una serie convergente, la serie parcial
formada por los términos positivos es divergente, también
lo es la serie parcial formada por los términos negativos,
v la serie original es condicionalmente convergente.

TEOREMAS 1-11.

Si wur +uz + ... + Un + ... e8 una serie absolutamente
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convergente y Mi, M2, ..., Mn, ... es una sucesidn de
numeros cuyos valores absolutos son todos menores que un
numero positivo N, la serie
uiMi + usMz + ... + unMn +
es absolutamente convergente.
Ejemplo. La serie
sen x/18 - sen 2x/28 + sen 3x/3% - ...

es absolutamente convergente para cualguier valor de x,
porgque la serie

1/18 - 1/28 + 1/38 -

Es absolutamente convergente, y | sen nx | =< 1.

1-14. SERIES DE FUNCIONES.

La definicion de series de funciones es andloga a la
de una serie de numeros: s8i {fx} es una sucesidén de

funciones de variable real, entonces la serie

fos] n
Z fx es la sucesién {Sn} donde Sn = £ fix.
k=1 k=1

N6étese que ahora Sr» es una funcidén: es la funcidén con

n n
dominio N Dfx ¥ regla de correspondenciaZ fx(x). Si para
k=1 @ k=1
cada x en un conjunto E, £ fr(x) converge a un punto f(x),
k=1
entonces decimos que la serie Z fx converge puntualmente

a f sobre E.

Ejemplo.
a
Determinese el conjunto scobre el gue la serie Z Ik
k=0



converge y proporcidénese la suma.

[as]
Soluciétn: La serie geométrica Z xk
k=0
1/1-x para x € (-1, 1) vy diverge
intervalo. Por lo tanto, la

puntualmente sobre (-1, 1) ¥ la

suma de la

33
g
CISLIOTECA
converge a
para x fuera de este
serie LS eunverge

serie es la

funcién 1/1-x con dominio restringido a (-1, 1).
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Algunas funciones como e*, gsen x ¥y tan 1 X se pueden
representar con series infinitas. Los términos de tales
series contienen a la variable x. Como un primer ejemplo,
81 x es una variable, entonces de lo que se vio de las
series geométricas

1 +x+x2+ ... + x4+ ... =1/1-x 81 | X | (il

51 se define f(x) 1/(1-x) con | X | < 1, entonces

Fi{x) 1 + x4+ xX2 + ... +xXx00 + ...

oe dice qgque f(x) estd representada por esta serie de
rotencias infinita. Pueden calcularse los valores de esta

funcidén calculando la suma de la serie.

Este nuevo método de representar una funcidén permitird

investigar las propiedades de una funcidén mediante series
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infinitas. En el presente capitulo se introducen algunos

conceptos badsicos acerca de series con términos variables.

La siguiente definicidén puede considerarse como una
generalizacién del concepto de polinomio en X a una serie
de potencias infinita.
DEFINICION.
Sea x una variable real. Una serie de potencias en x es
una serie de la forma

@

Z anX® = ao + aix + azx2 + ... + anx® + ...
n=0

donde cada ax e8 un numero real.

Si se sustituye x por un numero en la definicidén anterior,
se obtiene una serie de términos constantes cuya
convergencia o divergencia puede estudiarse. Para
simplificar la escritura del n-ésimo termino de una serie
de potencias, se supone que X = 1 atn s8i x = 0. El
principal objetivo de esta seccidén es determinar todos los
valores de x para los que converge una serie de potencias.
Evidentemente todas las series de potencias en x convergen
cuando x = 0.

TEOREMA 2-1.

Si Zanx® converge para X = Xo, entonces es absolutamente
convergente para todos los valores de x para los cuales

| x| <| xo| -
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Si diverge para X = Xxi, es divergente para todos los
valores de x tales que |x| > |Xi].
DEMOSTRACION.
Supuesto que ZanxXo" converge, la sucesidén {anxo"} converge
hacia cero y de aqui que es acotada. Asi que existe un M
tal que
| anxo™| < M para todon =0, 1, 2, ....

Escogamos cualquier x tal que |x| < |xo|. Entonces

r = |X/Xo| < 1.
por lo tanto

|anx?| = |anxo" . X%/X0"| = |anxo"| . |X/Xo|" = Mr".

Entonces la serie converge por comparacidn con una serie

geométrica con r < 1.

A partir de esto, la segunda parte se deduce fadcilmente.

Supongamos qQue Z anxi" diverge y que existe otro valor de
X, sea X = Xo con |Xo| > |xi| para el cual Z anxo"
converge. B1 esto sucediera se tendria la siguiente
situacién: existe un xo para el cual la serie converge vy
un xXi con |x1[ < |xo] para el cual diverge. Pero esto

contradice la primera parte del teorema.

Parece evidente, con base en este teorema, que una serie
de potencias tiene la propiedad de converger en un

intervalo, s8i converge de alguna manera. Para precisar
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este hecho, hagamos la siguiente definicién.

2-2. RADIO DE CONVERGENCIA. LT e
DEFINICION.

Dada una serie de potencias Zanx", sea S el conjunto de X
para las cuales esta serie converge. Entonces el numero R,
definido a continuacién, se llamard radio de convergencia
de 2 anx":

R 0 si Zanx" converge solamente para x = O.

R = 4@ 8i Z anx" converge para toda X.

R

sup[x] si Z anxX" converge para algunas x y diverge

para otras.

El intervalo {-R < x < R} se 1llamard intervalo de
convergencia.

TEOREMA 2-2.

Una serie de potencias ZanxX" converge absolutamente para
toda x dentro de un intervalo de convergencia {-R < x < R}

v diverge en {1x] > R}.

Este teorema afirma gque la serie converge en todos los
puntos en el intervalo de convergencia vy diverge en todos

los puntos mds alla de los extremos del intervalo de

convergencia. Nada afirma respectos a los propios puntos
extremos x = * R. En general, éstos requieren una prueba
especial porque puede suceder gque una serie converge en

ninguno de los dos, 0 en uno y no en el otro, o




en ambos.

i BLIDTEC,
2-3. PROPIEDADES DE LAS SERIES DE POTENCIAS.

La importancia de las series de potencias en
matemdticas aplicadas se debe a las propiedades de esas
series que se consideran en esta seccidén; este hecho
resultard evidente al estudiar las aplicaciones de estas
series.

TEOREMA 2-3.
81 r >0 es el radio de convergencia de una serie de

potencias

o 5]

-

Z anx®, dicha serie converge absolutamente para
n=0

todo valor de cualgquier intervalo a = X = b que sea

interior al (-r,r).

Puesto gque el intervalo (a, b) es integramente contenido
en el intervalo (-r, r), es posible elegir un numero
positivo ¢, menor que r pero mayor que a y b; entonces, el
intervalo (a, b) pertenecerd integramente al intervalo

(-c, ¢), v se deduce que, para a £ X =< b,

| anxnj < ] ancn|
(=]
La serie numérica, de términos positivos, E | anch { es
n=0

convergente para ¢ < r, y, por lo tanto gqueda establecida
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la convergencia absoluta yv uniforme de
(sa]
Z anxm en (a, b).
n=0
TEOREMA 2-4.
{ee]
Una serie de potencias £ anxX™ define una funcidén continua
n=0

para todos los valores de x pertenecientes a cualquier
intervalo cerrado [a, b] que sea interior al intervalo de

convergencia de la serie.

Este enunciado es una consecuencia inmediata del teorema
anterior.

TEOREMA 2-5.

Si r es el radio de convergencia de la serie de potencias

(e8]
Z anx®,
n=0

los radios de convergencia de las series

(s

Z n.anx® 1, y
n=0 n
obtenidas derivando

an/n+1l. (xn+1),

o SMg

integrando término a término la
serie dada, es también r.

DEMOSTRACION

51 el radio de convergencia puede determinarse con el
criterio del cociente, la demostracidn resulta de
inmediato del hecho que, si

lim | an-1/an | = r,
I =0
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resulta
lim | (n-1l)an-1/nan | = r
1) =0
vy
lim | (n+l)an-1/nan { = P
T =0

Como las series obtenidas por la derivacién o integracidn
término a término de la serie dada, son asi mismo series
de potencias, puede reiterarse el proceso anterior tantas
veces como se desee y las series resultantes serdn series
de potencias que convergeran en el intervalo ( -r, r ); ¥
del teorema 1, se deduce que todas esas series son
uniforme v absolutamente convergentes en cualgquier
intervalo interior al (-r,r). Pero el comportamiento de
estas series en los extremos x = -r, X = r del intervalo,
debera ser investigado en cada caso.

Ejemplo. La serie

T T, A
2 n

tiene un radio de convergencia igual a la wunidad; ademés,
la serie converge para x = -1, pero diverge para x = 1. La
serie obtenida derivando términc a término es

l+x4+4x24+ .. +x0 4+ ...,
que tiene el mismo radio de convergencia en ambos extremos
x = 1 yv x = -1. Por otra parte, la serie obtenida

integrando término a término es




2 3 1
e P i
1.2 3.8 ni{n+1)

X+

que converge para X = 1 y para x = -1.

2-5. SERIE DE TAYLOR

Si f es la funcidén definida por

w

f(x) = £ cnx® = co + Cc1X + c2xX2 +

n=0

cuyo radio de convergencia es R > O,

derivadas

funcién tal es infinitamente diferenciable en

de todos los ordenes en (-R, R).

+ CnX® +

(1)

sabemos gque f tiene

Decimos que una

diferenciaciones sucesivas de la funcién en (1) dan

(—Rs R) -

Las

f°¢(x) = ¢4 + Zeex + 3ScEX= + ... ¥ Neax®™i £ ... (2)
£°°(x) = 2c2 + 2.3cax + 3.4cax2 + + (n-1l)ncnxnr—2 (3)
£f°"7°(x) = 2.3c3 + 2.3.4cax + ...+ (n-2)(n-1)ncnxn—23 +_.(4)
’ fiv(x) = 2.3.4ca + ... + (n-3)(n-2)(n-1)ncnxn—4 + (5)
‘ etc. 51 x = 0, en (1),
! f(0) = co
5i x = 0, en (2),
£i0) = ¢
Si x =0, en (3),
£f°°(0) = 2¢c2 y asi c2 = £7°(0)/2!
De (4), tomamos x = 0, tenemos
£f°°°(0) = 2.83c3 y asi c3 = £°°7(0)/3!

En forma andloga de

fCivi(0) =

Ca

£C1v)(0)/4!
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En general, tenemos que
cn = f"(0)/n! para todo n enteroﬁgﬁéQ%Ege (8)
La formula (6) también es véalida cuando n = 0 si
consideramos f(92(0) como f(O) v 0! = 1. Asi, de (1) ¥y (86)
podemos escribir la serie de potencias de f en x como
©
E oY al(xt) =19 + 9 (0 + 3 (032HRT) # .. #
e £1(0)/nt (x") + ... (7)

En un sentido més general, consideremos la funcidén f como

una serie de potencias en (x - a); es decir,

(e8]
f(x)= E cn(x-a)” = co + ci1(x-a) + c=2(x-a)2 + ... +
n=0

cn(x — a)» + ... (8)

51 el radio de convergencia de esta serie es R, entonces ¥
es infinitamente diferenciable en (a - R, a + R). Las
diferenciaciones sucesivas de la funcioén en (8) nos dan

F ()= ea1 + 2cz(x~a) + 3ca(x-a)2 + ... + non(x-a)n-1 +

f " ()= 2cz + 2.3ca(x-a) + 3.4ca(x-a)2 + ... +

(n-1l)ncn(x—a)r-2 + ..

etc. Haciendo x = a en la representacién en series de

potencias de f y sus derivadas tenemos

co = f(a)
¢i1 = f°(a)
ez = F " {a)/2!
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v en general

De (8) v (9) podemos escribir la serie de potencias de f
en (x — a) como

W i | i L e 2 S £2(a) .
; nl! (x-ars LR Uals 2t x-ar o eare o

La serie en (10) se llama serie de Taylor de f en a. El
caso especial de (10) cuando a = 0, es la ecuacidn (7), la

cual se llama serie de Maclaurin.

Ejemplo. Hallar la serie de Maclaurin para e
Solucidén: Si f(x) = ex, fn(x) = ex para todo x; por lo
tanto, f»(0) = 1 para todo n. Asi, de (7) tenemos la serie

de Maclaurin para e*:

x x° x2

14X —— e+, . . ..
21 31 11l

Ejemplo. Hallar la serie de Taylor para seno X en a.

Solucidén: Si f(x) = sen x, entonces f'(x) = cos x, f~(x)
= -sen X, f""°(x) = -cos x, y asi sucesivamente.
De este modo, de la formula (9), co = sen a, c1 = cos a,
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f.
cz = (- Sen a)/2!, ca = (-cos a)/§¥§“5ﬁd£&£@.serie de

Taylor requerida se obtiene de (10), y es

(x-a)* _ (x-a)° (x-a)t
R e e L

sena+cosga{x-a) -sena e

Podemos deducir gque una representacién en serie de
potencias es uUnica. Es decir, 8i dos funciones tienen los
mismos valores en algin intervalo gque contenga al nuamero
a, v si ambas funciones tienen una representacidén en serie
de potencias en (x - a), entonces estas series deben ser
las mismas, por que los coeficientes en las series se
obtienen de los valores de las funciones y sus derivadas
en a. Por lo tanto, si una funcidn tiene una
representacién en serie de potencias en (x — a), dicha
serie debe ser su serie de Taylor en a. Por ello , la
serie de Taylor para una funcidén no tiene que obtenerse
usando la formula (10). Cualguier método que dé una serie
de potencias en (x - a) 1la cual representa la funcién,
serd la serie de Taylor de la funcidén en a.

Ejemplo. Para encontrar la serie de Taylor para eXx en a,
escribimos e*x = e&e¥*—a y luego usando la serie (11), donde
X se sustituye por (x - a). Entonces

(x-a)?

X=p8[1 -~
e AT Y Y
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