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1. (5 PUNTOS) La eficiencia 𝑬 (en porcentaje) del operador de una máquina, se ha definido 

como una función del tiempo 𝑡 (en 𝒉𝒐𝒓𝒂𝒔 de trabajo); y, está dada para 𝟎 ≤ 𝒕 ≤ 𝟖, por 
la siguiente integral indefinida: 
 

𝑬(𝒕) = /0−𝟖𝒕 +
𝟖𝟗
𝟑 5𝒅𝒕 

 
(a) (4 PUNTOS) Obtenga la expresión para 𝑬(𝒕), si se conoce que la eficiencia del 

operador, cuando ha trabajado 𝟐	𝒉𝒐𝒓𝒂𝒔, es de 𝟕𝟔%; es decir, 𝑬(𝟐) = 𝟕𝟔. 
(b) (1 PUNTO) Calcule la eficiencia del operador, cuando ha trabajado 𝟑	𝒉𝒐𝒓𝒂𝒔. 

Aproxime su respuesta con dos decimales. 
 
Solución: 
 
Se aplica la PROPIEDAD DE LINEALIDAD: 
 

𝐸(𝑡) = −8/ 𝑡	𝑑𝑡 +
89
3 /𝑑𝑡 

 

𝐸(𝑡) = −4𝑡! +
89
3 𝑡 + 𝐶			; 			𝐶 ∈ ℝ 

 
Pero: 
 

𝐸(2) = −4(2)! +
89
3
(2) + 𝐶 = 76 

 

𝐶 = 76 + 16 −
178
3 = 92 −

178
3 =

98
3  

 

∴ 𝐸(𝑡) = −4𝑡! +
89
3 𝑡 +

98
3 			 ; 			0 ≤ 𝑡 ≤ 8  

 
Se evalúa la función 𝐸, cuando 𝑡 = 3: 
 

𝐸(3) = −4(3)! +
89
3
(3) +

98
3 = −36 + 89 +

98
3 = 53 +

98
3 =

257
3 ≈ 85.67 

 
∴ 𝐿𝑎	𝑒𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎	𝑑𝑒𝑙	𝑜𝑝𝑒𝑟𝑎𝑑𝑜𝑟, 𝑐𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜	ℎ𝑎	𝑡𝑟𝑎𝑏𝑎𝑗𝑎𝑑𝑜	3	ℎ𝑜𝑟𝑎𝑠, 𝑒𝑠	𝑑𝑒𝑙	85.67%.  
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2. (7 PUNTOS) Obtenga la familia de antiderivadas correspondiente a: 
 

/𝒙𝟑[𝒍𝒏(𝒙)]𝟐𝒅𝒙 

 
Solución: 
 
Se aplica la TÉCNICA DE INTEGRACIÓN POR PARTES por primera vez: 
 

𝑢 = [𝑙𝑛(𝑥)]! 𝑑𝑣 = 𝑥$𝑑𝑥 

𝑑𝑢 = 2𝑙𝑛(𝑥) 0
1
𝑥5 𝑑𝑥 𝑣 =

𝑥%

4  

 

/𝑥$[𝑙𝑛(𝑥)]!𝑑𝑥 = [𝑙𝑛(𝑥)]! g
𝑥%

4 h −/g
𝑥%

4 h 02	𝑙𝑛
(𝑥) 0

1
𝑥5 𝑑𝑥5 

  

/𝑥$[𝑙𝑛(𝑥)]!𝑑𝑥 =
𝑥%

4
[𝑙𝑛(𝑥)]! −

1
2/𝑥

$𝑙𝑛(𝑥)𝑑𝑥 

 
Se aplica la TÉCNICA DE INTEGRACIÓN POR PARTES por segunda vez: 
 

𝑢 = 𝑙𝑛(𝑥) 𝑑𝑣 = 𝑥$𝑑𝑥 

𝑑𝑢 =
1
𝑥 𝑑𝑥 𝑣 =

𝑥%

4  

 
Entonces: 
 

/𝑥$[𝑙𝑛(𝑥)]!𝑑𝑥 =
𝑥%

4
[𝑙𝑛(𝑥)]! −

1
2g	𝑙𝑛

(𝑥) g
𝑥%

4 h − /g
𝑥%

4 h 0
1
𝑥 𝑑𝑥5		h 

 

/𝑥$[𝑙𝑛(𝑥)]!𝑑𝑥 =
𝑥%

4
[𝑙𝑛(𝑥)]! −

1
2g
𝑥%

4 𝑙𝑛
(𝑥) −

1
4/𝑥

$𝑑𝑥h 

 

/𝑥$[𝑙𝑛(𝑥)]!𝑑𝑥 =
𝑥%

4
[𝑙𝑛(𝑥)]! −

1
2i

𝑥%

4 𝑙𝑛
(𝑥) −

1
4g
𝑥%

4 hj + 𝐶 

 

∴ /𝑥$[𝑙𝑛(𝑥)]!𝑑𝑥 =
𝑥%

4
[𝑙𝑛(𝑥)]! −

𝑥%

8 𝑙𝑛
(𝑥) +

𝑥%

32 + 𝐶		; 	𝐶 ∈ ℝ  

 

∴ /𝑥$[𝑙𝑛(𝑥)]!𝑑𝑥 =
𝑥%

4 0
[𝑙𝑛(𝑥)]! −

1
2 𝑙𝑛

(𝑥) +
1
85 + 𝐶		; 	𝐶 ∈ ℝ  
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3. (6 PUNTOS) Dada la función 𝒉 tal que: 
 

𝒉(𝒙) = / 𝒄𝒐𝒔(𝝅	𝒖𝟐)𝒅𝒖
√𝒙𝟑

𝟐

 

 
Determine la pendiente 𝒎𝒕 de la recta tangente a 𝒉 en el punto cuya abscisa es 8. 
 
Solución: 
 
Para determinar la pendiente requerida, primero se debe obtener ℎ)(𝑥), utilizando el 
PRIMER TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO: 
 

ℎ)(𝑥) =
𝑑
𝑑𝑥 o/ 𝑐𝑜𝑠(𝜋	𝑢!)𝑑𝑢

√*"

!

q 

 

ℎ)(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠 r𝜋	s√𝑥" u
!
v ∙

𝑑
𝑑𝑥 s√𝑥

" u 

 

ℎ)(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠 0𝜋	𝑥 	
!
$	5 ∙

𝑑
𝑑𝑥 0𝑥

,
$5 

 

ℎ)(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠 0𝜋	𝑥 	
!
$	5 0

1
3 𝑥

-	!$5 

 

ℎ)(𝑥) =
𝑐𝑜𝑠s𝜋	√𝑥!" 	u

3	√𝑥!"  

 
Para obtener el valor de la pendiente 𝑚. de la recta tangente, se evalúa la abscisa dada 
𝑥 = 8 y se simplifica: 
 

𝑚. = ℎ)(8) =
𝑐𝑜𝑠s√8!" 	𝜋	u

3	√8!" =
𝑐𝑜𝑠s((2$)!), $⁄ 	𝜋	u

3	((2$)!), $⁄ =
𝑐𝑜𝑠(4𝜋)
3(4) =

1
12 

 

∴ 𝑚. =
1
12  
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4. (8 PUNTOS) Aplicando las propiedades de la integral definida, evalúe: 
 

(a) (4 PUNTOS) /|𝒙 − 𝟏|𝒅𝒙
𝟐

-𝟏

 

 
Solución: 
 
Se descompone la función valor absoluto, con base en su definición: 
 

|𝑥 − 1| = { 𝑥 − 1	, 𝑥 ≥ 1
−(𝑥 − 1)	, 𝑥 < 1 

 
Se aplica la PROPIEDAD ADITIVA de las integrales definidas: 
 

/|𝑥 − 1|𝑑𝑥
!

-,

= /(1 − 𝑥)𝑑𝑥
,

-,

+/(𝑥 − 1)𝑑𝑥
!

,

 

 

/|𝑥 − 1|𝑑𝑥
!

-,

= 0𝑥 −
1
2𝑥

!5~
-,

,

+ 0
1
2 𝑥

! − 𝑥5~
,

!

 

 

/|𝑥 − 1|𝑑𝑥
!

-,

= g1 −
1
2
(1!)h − 0−1 −

1
2
(−1)!5 + 0

1
2
(2!) − 25 − 0

1
2
(1!) − 15 

 

/|𝑥 − 1|𝑑𝑥
!

-,

=
1
2 − 0−

3
25 + 0 − 0−

1
25 =

1
2 +

3
2 +

1
2 

 

∴ /|𝑥 − 1|𝑑𝑥
!

-,

=
5
2  

 

(b) (4 PUNTOS) / |𝒔𝒆𝒏(𝒙)|𝒅𝒙
𝟐𝟒𝝅

𝟎

 

 
Solución: 
 
La función 𝑦 = 𝑠𝑒𝑛(𝑥) tiene período fundamental 𝑇 = 2𝜋. Para la función en el 
integrando |𝑠𝑒𝑛(𝑥)|, el período fundamental se reduce a la mitad, esto es, 𝜋. 
 
Por lo que: 
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/ |𝑠𝑒𝑛(𝑥)|𝑑𝑥
!%𝝅

4

= 		/|𝑠𝑒𝑛(𝑥)|𝑑𝑥
𝝅

4

+ / |𝑠𝑒𝑛(𝑥)|𝑑𝑥
!𝝅

𝝅

+⋯+ / |𝑠𝑒𝑛(𝑥)|𝑑𝑥
!%𝝅

!$𝝅

		
�������������������������������������

!%	56768

 

 
Considerando la periodicidad, se suman las integrales; y, dado que la función 
𝑦 = 𝑠𝑒𝑛(𝑥) es positiva en el intervalo [0, 𝜋], se reemplaza |𝑠𝑒𝑛(𝑥)| como 𝑠𝑒𝑛(𝑥): 
 

/ |𝑠𝑒𝑛(𝑥)|𝑑𝑥
!%9

4

= 24�/|𝑠𝑒𝑛(𝑥)|𝑑𝑥
9

4

� = 24�/ 𝑠𝑒𝑛(𝑥)𝑑𝑥
9

4

� 

 
Se evalúa la integral definida: 
 

/ |𝑠𝑒𝑛(𝑥)|𝑑𝑥
!%9

4

= 24s−𝑐𝑜𝑠(𝑥)u�
4
9 = −24s𝑐𝑜𝑠(𝑥)u�

4
9

 

 

/ |𝑠𝑒𝑛(𝑥)|𝑑𝑥
!%9

4

= −24s𝑐𝑜𝑠(𝜋) − 𝑐𝑜𝑠(0)u = −24(−1 − 1) = −24(−2) 

 

∴ / |𝑠𝑒𝑛(𝑥)|𝑑𝑥
!%9

4

= 48  

 
5. (6 PUNTOS) Dada la siguiente integral impropia: 

 

𝑰 = / 𝒆𝒙-𝒆𝒙𝒅𝒙
;<

𝟎

 

 
(a) (1 PUNTO) Indique su definición mediante el límite correspondiente. 
(b) (2 PUNTOS) Obtenga la familia de antiderivadas para la función en el integrando. 
(c) (3 PUNTOS) Evalúe la integral impropia, y concluya, si converge o diverge. 
 
Solución: 
 
Se trata de una integral impropia con un límite de integración infinito, por lo que: 
 

𝐼 = 	/ 𝑒*-6$𝑑𝑥
;<

4

= lim
=	→	;<

/𝑒*-6$𝑑𝑥
=

4

 

 
Se aplica una de las propiedades de los exponentes a la función en el integrando: 
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𝐼 = lim
=	→	;<

/𝑒*𝑒-6$𝑑𝑥
=

4

 

 
Se emplea la TÉCNICA DE SUSTITUCIÓN O CAMBIO DE VARIABLE para obtener la familia de 
antiderivadas de la función en el integrando: 
 

𝑢 = −𝑒* 					→ 					𝑑𝑢 = −𝑒*	𝑑𝑥 
 

/𝑒*𝑒-6$𝑑𝑥 = −/𝑒-6$(−𝑒*𝑑𝑥) = −/𝑒?𝑑𝑢 = −𝑒? + 𝐶 = −𝑒-6$ + 𝐶 

/𝑒*𝑒-6$𝑑𝑥 = −
1
𝑒6$

+ 𝐶 

 
Se evalúa la antiderivada en los extremos y se obtiene el límite correspondiente: 

𝐼 = lim
=	→	;<

/𝑒*𝑒-6$𝑑𝑥
=

4

= lim
=	→	;<

0−
1
𝑒6$

5~
4

=

= lim
=	→	;<

0−
1
𝑒6%

+
1
𝑒6&

5 

 

𝐼 = lim
=	→	;<

0−
1
𝑒6%

+
1
𝑒,5 = 	− lim

=	→	;<

1
𝑒6%

	+ 	 lim
=	→	;<

1
𝑒 = − 		

1
𝑒;<		���
4

+
1
𝑒 

 

∴ 𝐼 =
1
𝑒	  

 
Con lo cual, se concluye que la integral impropia es convergente. 
 

6. (10 PUNTOS) Calcule el área 𝑨 de la siguiente región 𝑹 definida en el plano cartesiano: 
 

𝑹 = {(𝒙, 𝒚) ∈ ℝ𝟐	 		𝟒 − 𝒙 ≤ 𝒚 ≤ 𝟒 − (𝒙 − 𝟐)𝟐 	∧ (𝟏 ≤ 𝒙 ≤ 𝟑)⁄ } 
 
Para el efecto, realice lo siguiente: 
 
(a) (3 PUNTOS) Bosqueje la región 𝑹 en el plano cartesiano adjunto, identificando puntos 

característicos y etiquetas adecuadas. 
(b) (3 PUNTOS) Dibuje la(s) franja(s) representativa(s) y establezca la(s) expresión(es) 

para el cálculo de su(s) área(s). 
(c) (4 PUNTOS) Plantee y evalúe la(s) integral(es) definida(s) correspondiente(s) para el 

cálculo del área 𝑨. 
 
Solución: 
 
La región referida se establece en el primer cuadrante, considerando que en ella 
intervienen: la parábola cóncava hacia abajo, con vértice en 𝑉(2, 4), cuyas intersecciones 
con el eje 𝑋 se presentan cuando 𝑥 = 0 o 𝑥 = 4; dos rectas verticales en 𝑥 = 1 y 𝑥 = 3; 



 

Elaborado por gbaqueri@espol.edu.ec Página 7 de 9 

 

y, una recta oblicua con pendiente −1 con puntos de intersección con los ejes en (4, 0) y 
(0, 4).  
 
Luego, se determinan las coordenadas de los puntos de intersección entre las funciones 
que limitan la región: 
 

4 − 𝑥 = 4 − (𝑥 − 2)! 
𝑥 = (𝑥 − 2)! 

𝑥 = 𝑥! − 4𝑥 + 4 
𝑥! − 5𝑥 + 4 = 0 
(𝑥 − 1)(𝑥 − 4) = 0 
(𝑥 = 1) ∨ (𝑥 = 4) 

 
Evaluando alguna de las dos funciones se obtienen las ordenadas respectivas, y, por ende, 
los pares ordenados que representan los puntos de intersección entre ambas funciones: 
 

𝑃(1, 3) ∧ 𝑄(4, 0) 
 
La representación gráfica de la región 𝑅 se muestra a continuación: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Se establece la expresión para el área de la franja representativa: 
 

𝑑𝐴 = 𝑙	𝑑𝑥 
𝑑𝐴 = s𝑦8?@ − 𝑦ABCu𝑑𝑥 

𝑑𝐴 = s[4 − (𝑥 − 2)!] − (4 − 𝑥)u𝑑𝑥 
𝑑𝐴 = (−[𝑥! − 4𝑥 + 4] + 𝑥)𝑑𝑥 

𝑑𝐴 = (−𝑥! + 5𝑥 − 4)𝑑𝑥		; 		𝑥 ∈ [1, 3] 
 
Luego, el área 𝐴 de la región, se plantea y se calcula así: 
 

𝐴 = /(−𝑥! + 5𝑥 − 4)𝑑𝑥
$

,

= �−
1
3𝑥

$ +
5
2𝑥

! − 4𝑥	 	~
,

$
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𝐴 = i−
1
3
(27) +

5
2
(9) − 4(3)j − 0−

1
3 (1) +

5
2 (1) − 4(1)5 

 

𝐴 = −9 +
45
2 − 12 +

1
3 −

5
2 + 4 

 

𝐴 = −17 +
40
2 +

1
3 = −17 + 20 +

1
3 = 3 +

1
3 

 

∴ 𝐴 =
10
3 𝑢! 	 

 
7. (8 PUNTOS) En una empresa, se requiere reemplazar, con una varilla de acero, un tramo 

de la línea de producción, para lo cual, se ha modelado la forma de dicho tramo, a escala 
real, según la siguiente curva 𝐶 dada en coordenadas paramétricas: 

 

𝑪:			 £	
𝒙(𝒕) = 𝟐𝒕𝟐

𝒚(𝒕) =
𝟒
𝟑 𝒕

𝟑 				 ; 			𝟎 ≤ 𝒕 ≤ √𝟑 

 
Si 𝒙 e 𝒚 están dadas en 𝒎𝒆𝒕𝒓𝒐𝒔 y además el proveedor cuenta con varillas de acero que 
miden 𝟔, 𝟗 o 𝟏𝟐	𝒎𝒆𝒕𝒓𝒐𝒔 de longitud, determine mediante el cálculo correspondiente, 
cuál es la varilla que se debe adquirir. 
 
Solución: 
 
Se identifica la necesidad de calcular la longitud del tramo por reemplazar, como la 
longitud 𝐿 de la curva paramétrica 𝐶, en el intervalo dado. 
 
La longitud 𝐿 de la curva se calculará con la expresión: 
 

𝐿 = / ¤0
𝑑𝑥
𝑑𝑡5

!

+ 0
𝑑𝑦
𝑑𝑡5

!

𝑑𝑡
=

D
 

 
Se construye la expresión subradical, obteniendo las derivadas, elevándolas al cuadrado 
y sumándolas: 
 

𝑑𝑥
𝑑𝑡 = 4𝑡 

𝑑𝑦
𝑑𝑡 = 4𝑡! 

 

0
𝑑𝑥
𝑑𝑡5

!

+ 0
𝑑𝑦
𝑑𝑡5

!

= (4𝑡)! + (4𝑡!)! = 16𝑡! + 16𝑡% = 16𝑡!(1 + 𝑡!) 
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Por la definición de valor absoluto; cuando 𝑡 ∈ ¥	0, √3	¦, se cumple que |𝑡| = 𝑡. Luego, 
reemplazando en el integrando, se tiene que: 
 

𝐿 = / §16𝑡!(1 + 𝑡!)	𝑑𝑡
√$

4
= / 4|𝑡|§1 + 𝑡!	𝑑𝑡

√$

4
= / 4𝑡§1 + 𝑡!	𝑑𝑡

√$

4
 

 
Se evalúa la integral definida mediante la TÉCNICA DE SUSTITUCIÓN O CAMBIO DE VARIABLE: 
 

𝑢 = 1 + 𝑡! 					→ 					𝑑𝑢 = 2𝑡	𝑑𝑡 
 

{	 𝑡 = 0					 → 						𝑢 = 1
𝑡 = √3 					→ 						𝑢 = 4

 

 

𝐿 = 2/ §1 + 𝑡!	(2𝑡	𝑑𝑡)
√$

4
= 2/ √𝑢	𝑑𝑢

%

,
= 2/ 𝑢, !⁄ 	𝑑𝑢

%

,
 

 

𝐿 = 2�
𝑢$ !⁄

3
2
�¨

,

%

=
4
3 s4

$ !⁄ − 1$ !⁄ u =
4
3
(8 − 1) 

 

∴ 𝐿 =
28
3 	𝑚 ≈ 9.33	𝑚	  

 
Con base en el cálculo realizado, se recomienda la adquisición de una varilla que mida 
12	𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜𝑠 de longitud.  
 


