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COMPROMISO DE HONOR

Yo, al firmar este compromiso, reconozco que el presente
examen estd disefiado para ser resuelto de manera individual, que solo puedo un lapiz o esferografico y borrador,
que s6lo puedo comunicarme con la persona responsable de la recepcién del examen y que cualquier instrumento de
comunicaciéon que hubiere traido debo apagarlo y depositarlo donde se me indique, junto con cualquier otro material
que se encuentre acompanandome. No debo, ademds, consultar libros, notas, ni apuntes adicionales a los que se
entreguen en esta evaluacién. Los temas debo desarrollarlos de manera ordenada.

Firmo al pie del presente compromiso, como constancia de haber leido y aceptado la declaracién
anterior.

“Como estudiante de ESPOL me comprometo a combatir la mediocridad y actuar con honestidad, por eso no copio
ni dejo copiar”.

Firma: Numero de matricula: Paralelo:

1. (10 puntos) Determine la estabilidad de las soluciones de equilibrio de la ecuacién diferencial

y=01-yRy—11+y)?

y use esa informacién para hacer un bosquejo del diagrama de flujo de la ecuacién.

Solucién: Las soluciones de equilibrio son y(t) = —1, y(t) = % y y(t) = 1. Un andlisis de signos de
1y’ como en el siguiente cuadro nos permitars estudiar su estabilidad:

;T ey | y- 1) | ) | - g2y - D+ )
(—o0,—1) + — + -
(—1,1/2) T — + —

(1/2,1) + + + +
(1,+00) - - + —

Las soluciones seran crecientes en la franja del plano donde 3’ > 0, es decir, cuando y estd en el
intervalo intervalos (1/2,1); las soluciones serdn decrecientres en la franja del plano donde 3’ < 0,
es decir, cuando y estd en los intervalos (—oo,—1), (—1,1/2) y (1,400). Eso nos permite concluir
que y(t) = —1 es una solucién semiestable, y(t) = 1/2 es una solucién inestable y y(t) = 1 es una
solucién estable. Basado en esta informacién, el diagrama de flujos sera similar al siguiente:
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1-2 puntos
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Hace un bosquejo correcto del diagrama de flu- | 1-3 puntos

Determina la estabilidad de las soluciones de | 1-5 puntos
jos

Identifica las soluciones de equilibrio.
equilibrio

Rubrica:




. (10 puntos) Resuelva el siguiente problema de valor inicial

Y + (tgt)y =sen2t, t € (=5,%), v(0)=2.

Solucién: El factor integrante de esta ecuacion es

eftgtdt:e—ln|cost|: 1

cost’
Multiplicamos la ecuacién por el factor integrante:

1 , sen 2t
~ cost

& :2/sentdt+c
y(t) = —2cos?t + ccost.
Como y(0) = 2, debe tenerse que
2=y(0) = —2cos’0+ccos0=—-2-1*+¢c-1 = c=4.
Por tanto, la solucién al PVI planteado es

y(t) = —2cos?t + 4cost.

Rubrica:

Identifica que la EDO es lineal de primer orden | 1-4 puntos
y calcula correctamente el factor integrante (o
solucién homogénea).

Multiplica la EDO por el factor integrante y | 1-4 puntos
despeja y(t) (o calcula la solucién particular por
variacién de pardmetros).

Halla la solucién general y resuelve el PVI. 1-2 puntos
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3. (10 puntos) A las 11:09 p.m., una experta forense llega a la escena de un crimen donde se acaba de
encontrar un caddver. Inmediatamente, toma la temperatura del cuerpo y descubre que es de 26,7°C.
También observa que el termostato programable muestra que la habitacién se ha mantenido a una
temperatura constante de 20 °C durante los ultimos 3 dias. Después de recoger pruebas de la escena del
crimen, se toma la temperatura del cuerpo una vez mas y se descubre que es de 25,8 °C. Esta tltima
lectura de temperatura se tomo exactamente una hora después de la primera. Al dia siguiente, el detective
investigador le pregunta al experto forense: “; A qué hora murié nuestra victima?” Suponiendo que la
temperatura corporal de la victima era normal (37 °C) antes de la muerte, ;jqué le dice al detective?

Solucién: Sea T = T(t) la temperatura del caddver, luego de ¢ horas. En el momento justo antes
de la muerte la temperatura de la victima era 37 °C, por lo que podemos escribir

T(0) = 37°C.

Transcurrido un tiempo de ty horas desde la muerte de la victima, la temperatura era de 26,7 °C,
de manera que
T(tg) = 26,7°C.

Luego de una hora, la nueva medicién es de 25,8 °C, que podemos expresarlo como
T(to+ 1) =25,8°C.

Como la temperatura de la habitacién fue constante e igual a 20°C , podemos suponer que T'(t),
por la ley de enfriamiento de Newton, es solucién del problema de valor inicial

T =k(20-T), k>0, T(0)=3T7.
La solucién general de ecuacion diferencial lineal de primer orden es
T(t) = (37e ™ +20(1 — e *))°C = (177" 4 20) °C
Se tiene que:
26,7°C = T(ty) = (17~ ¥t 4 20)°C,
25,8°C = T(tg + 1) = (17e "o+ 4 20) °C.

De la primera ecuacién nos queda que 6,7 = 17e~%; de la segunda que 5,8 = 17e~*0e=* = 6, 7e~*.
Por tanto,
k =In67 — In 58.

Finalmente, para obtener ¢y usamos que 6,7 = 17e~*%. Nos queda

61’77 =eFo — Kty =1n67 — In170
In170 — In 67
= " ~6.45.
o= 1067 —mas =0

Por lo tanto, el forense fue asesinado aproximadamente 6 horas, 27 minutos antes de las 11:09 p.m.,
i.e., alas 4:41 p.m.
Riubrica:
Identifica que se trata de un fenémeno modela- | 1-2 puntos
ble a través de la ecuacién de enfriamiento de
Newton y determina la ecuacion que gobierna
el fenémeno
Usa los datos para determinar la constante k | 1-4 puntos
del modelo
Halla la hora de muerte de la victima 1-4 puntos
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4. (10 puntos) Calcule el generado por el conjunto de vectores X = {(1,1,1,1,0),(1,0,0,1,1)} en R®. Dado
un vector (y1,Yy2,Ys, Y4, ys) € gen X, escribalo como combinacién lineal de los vectores de X.

Solucién: (y1,y2,ys3,y4,Yys) € gen X si, y solamente si, (y1,¥y2,ys, Y4, ys) es solucién del sistema de
ecuaciones lineales

1 1) [z Y1
1 0 To Y2
1 0 r3| = |Ys
1 1 Tq Ya
0 1 Ts5 Ys

Hagamos reduccién por filas sobre la matriz ampliada de este sistema:

Por otro lado,

—y1+y2+ys =0

11 Yi| foosfor fr 1 1 Y1 1 1 Y1
1 0 yo | fa=fs—fr |0 —1 : —yi1+yo| fa=fa—fz [0 —1 —y1 + Y2
10 Y3 S loh o < —y1 +y3 ELmZ LARE N TV —y2 + Y3
11 Ya 0 0  —yi+uys 0 0 —y1 + Y4
01 Ys 0 1 Ys 0 0 Y1+ y2+ys
1 1 Y1 1 0 Yo
0 1 Y1 — Y2 0 1 Y1 — Y2
ELimint LN V! —ys + Y3 hizh=fo g —ys + Y3
00 —Y1+ Ya 0 0 —Y1+ Ya
0 0 —Y1+y2 +Ys 0 0 —Yy1+y2+Yys
Por lo tanto,
Y2 +y3=0
gen X = ¢ (Y1,92,Y3, Y4, Y5) —y1+ys=0

(yla y27y37y47y5) = 312(1; ]-7 ]-7 ]-7 O) + (yl - y2)(]—7 07 01 ]-7 1)

lineal de los vectores en X.

Rubrica:
Halla las condiciones sobre las coordenadas de | 1-5 puntos
(yh Y2, Y3, Y4, Y5) para estar en gen X.
Escribe (y1, Y2, Y3, Y4,y5) como compbinacién | 1-5 puntos
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5. Sean Ms3.3 el espacio vectorial de las matrices 3 x 3 y W C Mj3.3 la coleccion matrices tales que las

entradas de sus diagonales son iguales.

(a) (5 puntos) Demuestre que W es un subespacio de Ms.3.

Solucién: Una matriz tipica en W tiene la forma
a b a
c a df,
a e a
. 000 a1 by ay as by as
por lo que ciertamente [0 0 0} € W. Sean [cl ay d; }, [cz as dQ} € W y a € R. Entonces,
000 ai e a az ez a2
a1 b1 aq as a1 +as by +by ay+as
1 a1 di| + e a9 ci+c ay+ay di+ds| €W,
ap e a a1 +az er+ex a1+taz
y
ar b1 a aa;  aby  aay
a|Cc1 a1 dl = |acp «ag Oédl eW.
ay e€er ai aa; «ep aaq
Por tanto, W es un subepsacio vectorial de Ms.3.
Rubrica:
Demuestra que W es un subespacio de M3z.3 | 1-5 puntos
(b) (5 puntos) Halle una base para W.
Solucién: Para Una matriz tipica en W se tiene que
a b a 1 0 1 0 1 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0
¢c a d{=a|0 1 0|4+b|0 0 0| 4+c|l 0 0| +d|0 0 1| 4+e|0 0 O
a e a 1 01 0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 1 0
De aqui, se deduce facilmente que
1 0 1 0 1 0 0 0O 0 0 0 0 0 0
0O 1 0/,/0 O O], O O[,|0 O 1],|/0 O O
1 01 0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 1 0
es una base para W.
Rubrica:
Halla una base para W 1-5 puntos
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